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L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 


| SUR LA THÉORIE DES SURFACES 
DE RIEMANN | 


Par M. Léonce FOURES. 


SOS — 


INTRODUCTION. 


De nombreux travaux ont été consacrés aux surfaces de Riemann depuis 
H. Poincaré et P. Koebe qui en 1907 énoncaient le théorème fondamental de 
l’uniformisation déjà énoncé par Riemann pour les surfaces algébriques. 
Poincaré et Keebe utilisaient les fonctions de Green définies sur des surfaces de 
Riemann obtenues par prolongement analytique de Weierstrass. H. Weyl (1913) 
et ‘T. Rado (1925) donnent des définitions axiomatiques des surfaces de 
Riemann, construites sur des espaces topologiques. R. Courant (1922) donne 
une démonstration du théorème de l’uniformisation utilisant encore les 
fonctions harmoniques : cette démonstration sera précisée dans l’édition de 
1929 de sa Funktionentheorie et par G. Valiron dans son cours à la faculté des — 
Sciences de Paris en 1949-1990 ('). En 1927, Koebe (Acta Mathematica, t. 5o) 
avait donné la première démonstration de ce théorème sans utiliser les 
fonctions harmoniques, et Bieberbach publiait dans sa Funktionentheorie, une 
démonstration originale ne faisant intervenir que la définition du prolon- 
gement analytique de Weierstrass. Les deux premiers Chapitres du présent 
travail sont consacrés à une extension des travaux de Bieberbach : au 
Chapitre I, j’étudie une suite de fonctions univalentes définies dans des 
domaines de plus en plus grands : l'utilisation du Verzerrungsatz de 


(1) A paraître dans Cours d'Analyse, t. TI. À 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fase. 1. : I 
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Bieberbach, et des familles normales de P. Montel, permet d'obtenir des 
résultats précis sur la fonction limite et son comportement à la frontière. La 
| suite du chapitre est consacrée au raccordement de domaines plans, dont 
certains cas ont été étudiés par Bieberbach; d'autres types de raccordement 
2 sont ici étudiés, et trouveront une application au chapitre suivant et dans des 
; travaux ultérieurs; une large part est consacrée a étude des frontières. 
Au Chapitre II je rappelle la définition de Rado, des surfaces de Riemann, en 
utilisant les axiomes de topologie sous la forme. que leur a donnée Bourbaki 
(dont je conserve aussi les notations) : j’en déduis la représentation para- 
métrique des surfaces de Riemann, et l'étude de l'intersection de deux 
‘ éléments de définition souligne l'importance de la régularité de l’espace topo- 
logique sur lequel est définie la surface de Riemann. L'étude du raccordement 
des surfaces de Riemann, conduit alors aux théorèmes de l’uniformisation, 
étendus aux surfaces définies par H. Weyl. Le premier de ces théorèmes 
concerne les surfaces simplement connexes, le second les surfaces ouvertes 
quelconques. 2 sb | 
Le deuxième théorème de l’uniformisation conduit à la considération des 
surfaces de recouvrement de la surface initiale. De la définition des recou- 
vrements d'espaces topologiques, donnée par C. Chevalley, je déduis une défi- 
nition axiomatique des recouvrements abstraits de surfaces de Riemann, et de 
la surface de recouvrement relativement non ramifiée. Tout ce qui suit ne 
concerne plus alors que des surfaces de Riemann définies par prolongement 
analytique de Weierstrass. L’arbre topologique défini par Speiser, et utilisé par 
Nevanlinna, Ulrich, Elfving, etc. permet-il de déterminer si la surface qu’il 
représente est, ou non, la surface de recouvrement d’une surface de Riemann? 
Ayant défini dans ce but les arbres topologiques régulièrement ramifiés, je ~ 
caractérise parmi eux une classe d’arbres qui satisfont a la question posée. 
On peut pour chacun de ces arbres, déterminer une surface fermée dont la 
surface de recouvrement admet précisément pour arbre topologique l'arbre 
donné. Ces considérations font l’objet du Chapitre HE. 
Le Chapitre IV est consacré à la décomposition en feuillets des surfaces de 
_* Riemann simplement connexes, ou, ce qui revient au même, à la construction 
des domaines d’univalence pour la fonction inverse de l’uniformisante. Ce 
| problème a été abordé en 1931 par F. Marty, dans le cas général, et par 
T. Schimizu dans le cas des surfaces de Riemann de type parabolique. 
G. Valiron (1940) a mis en évidence certaines singularités possibles pour les 
domaines d’univalence et leur disposition. J'indique une première méthode de 
résolution qui consiste à enfermer les singularités transcendantes dans des 
domaines de diamètres décroissants, quand cela est possible. On obtient ainsi 
une classification des points transcendants isolés, d’après l'allure des domaines 
d'univalence. Dans le cas des surfaces de Riemann de type parabolique la 
méthode des étoiles d’holomorphie permet de résoudre le problème : les 


oe F 
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domaines d’univalence correspondants, pour la fonction inverse de l’unifor- 
misante, ont tous leurs s points frontières accessibles, mais D fa peut 
présenter le cas de division i impropre. 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma gratitude pour MM. Montel, Valiron 
et Cartan dont les cours à la faculté des Sciences et à l’École Normale 
Supérieure, ont décidé de l'orientation de mes recherches, et je suis heureux 
qu'ils aient bien voulu accepter de constituer le jury de ma thèse. Je remercie 
tout particulièrement M. G. Valiron pour l'intérêt bienveillant qu’il n’a cessé 


d'apporter à mon travail. Ses encouragements et ses conseils m'ont été 
extrêmement précieux. 


CHAPITRE I. 


THÉORIE DU RACCORDEMENT. 


A. — Sur les suites de fonctions univalentes. 


Soit une suite de fonctions z,,,—/,(2,) vérifiant les conditions suivantes : 


a. fn(4n) est holomorphe univalente dans C, (|5,|<7,) avec f,(0)=0, 
FAO) = 13 


b. l’image de C, par /, est un domaine l,CC,.1. : 


1. ru>max|/,(z)|=r,. Soit R la limite finie ou infinie de la suite r,. 


2. frin(Snin) est une fonction ®,,:1(z,) holomorphe univalente dans C, et 
normalisée au centre. Les 9, (n fixe, k > o) formant une famille bornée 
normale dans l’intérieur de C,, soit o,,;, une suite convergeant uniformément 
dans l’intérieur de C, vers LAS ) holomorphe, univalente dans C,, normalisée 
au centre. 

Soit m > n, et 6, un ensemble fermé intérieur à C,, d’image ¢,, dans C,,. La 
famille Om tek Bais (m+ki=n+h; k; 50) bornée dans l’intérieur de C,, 
converge dans 6m done uniformément dans l’intérieur de C, vers ®,,(3,), 
holomorphe, univalente et normalisée au centre de On. Dior m n— ®, dans 
C, pour tout m > n. 


3. Soit Cle cercle|=|< R. 
HSE CG ®,(6,) EC sinon il existerait h; tel que | 9,,4,(C,) | > Ru, ce 


qu ie contraire à la condition 6. 


8. Tout cercle |z=|<o<R est couvert par l’image par z= 6, (3n) d'un 
cercle 53 pour n assez grand. 


sr ae, * 
+. pee f 


Bis n __ LÉONCE FouRES. 
a ge Choisissons 0, et 7, vérifiant p << pi 7 R. Désignons par 9,,, la suite on, 


Qn,p 


Rees : are d | R x 
Z—-Soit À >1. On peut choisir 7 assez grand pour que = <A. 
SR ls a 


IL 


Si R est fini, 


“7 = 


2 2 : 
: a PE Pa . . # = ot 
(B) < Si Restinfini, aoe A ——"_, < ——: En se limitant au disque |5,|<7" <p ee 
Bn (Tn—|2n|)? (ln —7 ) : : 
avec 7’ > 04; une fois 7” fixé on peut choisir » pour que acer SE à 
. na 


Par un calcul fait par Bieberbach (') on trouve : 


‘ 
! 


ce 
is ie 


valable pour | =,|o, <7, avec r <r, si R est fini, <7" si R est infini. 

Soit < donné : choisissons alors 5, >¢+¢, puis r >p, (et 7” >r si R est 
infini). Ayant calculé A pour que H <<, on peut déterminer n pour que 7, >7 
(r, > r' si R est infini), et que les conditions (B) soient satisfaites. 

Dans ces conditions [®,—3,| Ze, et l’image par ®, du cercle | =,, <9, est 
limitée par une courbe située dans la couronne ((9,—¢, p,+e)). L'image du 
cercle C,, a fortiori, couvre le cercle |z|<p. 


TEEN 
| On,p— Sn| << VA? 1.04. 


4. Supposons gue les ®,:(3,) ne convergent pas. On peut définir une 
fonction W,(,) possédant les mêmes propriétés que ®,. SoitC EC, et 7, EC, tel 
que ®,(C;) = avec représentation conforme biunivoque des voisinages; C, est 
unique dans C,. Soit C'= W,(,), ¢, est le seul point de C, dont l’image par W, 
est C’.¢’ est indépendant de p : 


®, (Sp) =97 © Gp,q-p(S) =F quel que soit g > p 
C= Pp,q-p(C,) est le seul point de C, dont l'image par ®, est € 
WVo(tr) = Ve © Op,g=n (Ep) = Fp (Sp) = EE. 


On peut done réaliser une correspondance ¢<>¢' de C sur lui-même, avec 
représentation conforme biunivoque des voisinages, dans laquelle le centre 
_ de Gest son propre homologue, la dérivée y étant 1. C’est l'identité. 


9. Si un arc de la circonférence C, est représenté par tout ©, , suivant un arc deus 
la circonférence Cy», la fonction ®, représente l’intérieur de cet arc analyti- 
quement sur un arc de la circonférence de C qui est de rayon fini. 

Soit y cet arc de la circonférence C, et T un morceau simplement connexe 
de C, et contigu à y. Les fonctions Qn,n(Sn) analytiques dans T et sur sa frontière 
(sauf peut-être aux extrémités de y), représentent T sur T,CC,.», et sont aussi 
holomorphes univalentes dans 8 =TUT'UY (où À est l'intérieur de A, et T’ 


(*) Funktionentheorie, 1931, p. 181 (édition Chelsea). 
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l'image-de T par rapport à la circonférence C,). De la limitation de | nn | et 
2,1 dans l’intérieur de T on déduit l'existence d’une borne pour |®,,| dans 
l’intérieur de © : il suffit pour cela d’introduire un nombre fini de cercles 
intérieurs à C U6, recouvrant un domaine arbitraire intérieur à @; dans chacun 
d’eux les |9,,| sont bornés, ce qu’on peut voir en opérant de proche en proche 
à partir de ceux de ces cercles qui ont leur centre dans C,. La suite Onth 
converge donc uniformément dans tout domaine intérieur à ©, domaine que 
l’on peut supposer contenir n’importe quel are y Cy. | 

Posons z,=r,e"; y' correspond à 0,<0<0,. On a frere 
On peut trouver / assez grand pour que |D,—o,;,|<e dans tout un 


x 


domaine contenant y’ à son intérieur. Si |®,|>4const. sur y’ on aurait 


[Py (790%) —|Oa(me)|| =a. Prenant =< % on aurait 
[ri |®,(rne”’) | | < 3 et fr | ®, (r,eil") | | <= 3? 


ce qui est impossible, done « =o. 

|®,| = const. sur y' mais ©, const. sinon elle serait aussi constante 
dans Cy. |®,| est bornée dans 0, donc C est un cercle de rayon fini et la repré- 
sentation de y’ sur un arc de la circonférence de C est analytique. 


B. — Raccordement de premiére espéce. 


1. PosiTION DU PROBLÈME. 


-Dérinitions. — Soient dans les plans z et { deux domaines A et B et deux 
parties A’ et B’ de A et B en correspondance conforme biunivoque parC=(z). 
A! et B! sont supposés maxima, c’est-à-dire que € = Y(s) n’est pas prolongeable 
dans A — A’, U(z) restant univalente à valeurs dans B. 


® Démnimion. — Raccorder les domaines A et B des plans z et C, par}, ou 
suivant A', c'est déterminer une fonction w— f(z) et une fonction w= 9(6), 


Pee ty. ate. é 
FAURE RER a a 
Pe et et * ee 
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méromorphes et univalentes dans A et dans B, prenant les mémes valeurs en deux 
points homologues de A’ et B' [associés par C= W(z)| et des valeurs distinctes pour | 
tout autre couple sEA et CEB. RSS : 


On écrira que w est méromorphe univalente dans A ~B ou (AB 

Si le raccordement est possible l’ensemble A des valeurs prises par w lorsque 
= parcourt A et € parcourt B forme un domaine : soient A* et B* les domaines 
images de A et B par fet 9. 5, et C, étant choisis homologues dans A’ et B’, 
w= f(2)= (4) : ,€A* et w,€B* peuvent être joints à #, par deux — 
courbes respectivement intérieures à A* et B* donc à A. A connexe est bien un 
domaine. Nous écrirons A= (A.B). À 

Si PE À (ou B) son image par f(s) [ou o(C)]eA, et inversement P*eA est 
l’image d’un point eA ou eB. 

Si A est simplement connexe, soit A‘ une image conforme de ‘A : A’ est 


Zo 


3 ° dw! ; £ ; r 
un cercle dont le centre est l’image de s,€A, avec (SF) —1, on écrira ae 
De OA D) 


Unmicrré..— Soient At— (AB); et A?=(A™B)-. P*(wt) EA! est l’image 
de € À (ou de CEB) qui a lui-même pour image dans A?, Q*. Cette image est 
unique même si z€ À, et en vertu de l’univalence des fonctions /*, 9', f?, @, 
la correspondance établie entre P* et Q* est localement conforme biunivoque, 
donc aussi globalement. La représentation de A‘ sur A? normalisée au centre 
est l'identité. 


TYPES DE RACCORDEMENT. — Soient un cercle A, A’ une portion connexe de ce 
cercle limitée par des arcs de Jordan (sans points doubles) dont tous les 
points sont accessibles par l’intérieur (une exception sera envisagée : voir 
remarque 3, p. 13). Soit A= À — À’. Aa 


1° Disposition en croissant. — A’ simplement connexe, et & admettent 
chacune au moins un arc de la circonférence de A, comme élément frontière. 
Cette circonférence est partagée en un nombre fini d’arcs frontières de A’ et &; 


2° Disposition en pince. — & connexe; A’ simplement connexe admet toute 


la circonférence de A comme frontière, un point de cette circonférence étant 
frontière de &; | 


3 Disposition en anneau. — Aucun point de la circonférence de A n’est 
frontière pour &. A’ est de connexion finie > 2. My TRS 
- Nous étudierons quatre types de raccordement : 


Raccordement par croissants lorsque les décompositions de A et B se font en 
croissants. On se bornera au cas où @ est simplement connexe. | 


rs 
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Raceordement par croissant et pince : décomposition de A en croissant, de B 
en pince. | 


Raccordement par pinces : décomposition de A et B en pinces: 


+ croissant anneau 


_ Raccordement par anneaux : décomposition de A et B en anneaux. On se 
bornera au cas où A’ (donc aussi B’) est doublement connexe. 


Cas p’mpossipttité. — Sur la frontière de A’ nous distinguerons les arcs 
externes qui appartiennent à la circonférence de A et les arcs internes dont les 
intérieurs CA. Les frontières de A’ et B’ se correspondent ponctuellement et 
continüment par €==(z). On pourra donc distinguer sur la périphérie de A’ 
les ares homologues d’arcs internes de B’ et les arcs homologues d’arcs 
externes de B’. 


Tutorime. — Sz sur la périphérie de A’ les homologues des arcs externes de B' ne 
couvrent pas les arcs internes de A’, le raccordement À © B ne peut être réalisé. 


Remarque. — Si les homologues des arcs externes de B’ couvrent les arcs 
internes de A’, c’est que tout. point d’un arc interne de A’ correspond à un 
point de la circonférence de B, donc un point d'un arc interne de B’ ne peut 
correspondre qu’à un point de la circonférence de A; c’est dire que les homo- 
logues des arcs externes de A’ couvrent les arcs internes de B’. 


Soient sur la circonférence de A, / et l' les ensembles des ares frontiéres 
de & et A’; soient /” la frontière interne de A’, et x’ l’ensemble des homologues 


= 9h &/ 
24 


Fig. 4. 


des ares externes de B’. De la mème facon, m désigne l’ensemble des arcs 
_ frontières de @, situés sur la circonférence de B, m’ la frontière externe de B’, 
m/' sa frontière interne. | DA 
Supposons l'— p non vide, il s’agit d’un arc /’— pr au sens de Vaccessibilité 
‘dans A’: il se pourrait pour un point de Z’ que pour certains chemins d’accés 
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à à appartienne à uw’ et pour d’autres il appartienne à Hu (fig. 3). Soit 
el'— y (P,eÀ) et V, un voisinage de P,, Vo cA. Comme é” est une courbe 


* Jordan on peut trouver dans V, un point P(Pel!— be’ Pet EVA PONS 
partagé par /’ en deux morceaux seulement V' et V, dont I’ un au moins vérifie 
Vic AM Supposons le raccordement A“~.B AA : w= f(s) holomorphe 
univalente dans V, le représente sur %,. D’autre part la correspondance 
A’<>B’ continue sur les frontières associe à P au moins un point Q 
sur m" (QEB), unique si V'dA'. w— 9(C) représente sur Y, un voisinage V, 
D. de Q. La considération de deux suites de points homologues dans Ÿ! et Vz 
a8 dan respectivement vers P et Q montre que P et Q ont même image Il dans 
| le plan ww. TE%,, He, donc V, CV, =?" AG : soit WC T* un voisinage 
de IT partagé en deux morceaux nc 0" et 2” par l’image de 7”. Soient 
alors W,, W,, W° les images dans le plan z par z—f ‘(w) dé Lo, eI", VO"; 
Wa, WW: loner images dans le plan € par $= o-'(w). C= U(<) définit une 
correspondance conforme biunivoque entre W' et W,; ¢=97*(sw) est holo- 
morphe univalente dans %& donc C=g"'e f(z) est holomorphe univalente 
dans W,, identique à Y(s) dans W,; d(z) est alors prolongeable dans 
A'—A'U W, ses valeurs restant dans B puisqu'elles sont dans W,; deux cas 
sont alors possibles : ; 


a. Y(z) ainsi prolongée est univalente dans un domaine A”D>A‘; A’ ne 
serait pas maximum ; ie 

b. m' ne pénétrant pas dans W? et certains points de W, appartenant à B’, 
eest.que W. CB: Soit Wi =" (Wis = FCW, ) = GUN) = TON AS 
f est univalente donc W/=W,, et W, CA’. La fonction U(z) donnée est 
identique dans W’ au prolongement des W, entier de Ÿ(z) donnée dans W’. 


ae La correspondance A’ 2B’ s’étend donc à la portion de /’ (et m") intérieure 
a W, (et W,): A’ ne serait pas maximum. 


Remarque. — Soit A—A—(/"— y) que nous supposons simplement 
connexe. Un « raccordement » de A et B suivant A’, où l’on admettrait la 
possibilité pour les points de (2’— wu’) d'avoir pour image, des points frontières 
du domaine image de ce « raccordemént » n’est autre que le raccordement 


RAB’ 
Ae. BB, où À* est une image conforme circulaire de À. On est ainsi ramené au 
cas où pS", 


. RACCORDEMENT PAR CROISSANTS. 


Soient B, et B, les extrémités de m’, 8’ et B, celles de u’. Soient «, et o, sur 
la circonférence de A les extrémités de l'arc de cette Ron lé rance, frontière 


de A’ et contenant 6.6 B, — frontière de A’ — u'. B, sera dit extrémité régulière 
de B' s’il est possible de construire à à l’intérieur de B’ une courbe aboutissant _ 
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-en f, en coupant la circonférence de B sous un angle £ o (à kx près); dans le 
cas contraire on dira que @, est une extrémité irrégulière de B’. Remarquons 
que la frontière interne de B’ reste à une distance finie de tout arc intérieur am’. 


Cas RÉGULIER. — (, et B, sont extrémités régulières de B’. On peut alors 
Pi 2 5 P 
construire un arc de cercle C, intérieur à B’ coupant I’, (circonférence de B) 
T HAL Z 
en 3, et 8, sous un angle 0 — a (nentier). AC, correspond dans A’ un are +, 
joignant @' et B,, séparant A’ en deux parties dont l’une CU, est contigué à &. 
Posons A, = AUC, Ul'. = étant un point choisi dans A, il existe:.s,—=/,(z) 
représentant (, simplement connexe, sur un cercle A,, la correspondance 


étant analytique entre les frontières (sauf en B, et 8), et avec Tike y= 0, 
/\(§)=1. Soit T, l’image de +, : les autres éléments de A, seront notés par 


les mêmes lettres que leurs éléments homologues dans A; soit 6 l’are de la 
circonférence de A,, autre que l,. Le domaine < m’, C > limité par m’ et C, 
(plan ©) est en correspondance conforme biunivoque avec <a, > du 
plan 3,; cette correspondance peut être prolongée par la méthode des images 
par rapport aux côtés homologues C, et I. Soit C, l’image de m’ par rapport 
a Gy, et Va l’image de »’ par rapport à l,. < 8B, y: > simplement connexe, à 
frontière accessible, est représenté sur A, par 3; —/,(z,) normalisée à l’origine 
A, (a m’, C, >}. Soit T, l'image de y, De la OS facon 
le prolongement de la correspondance existant entre < Ke Ca tet<eureTy > 
au dela de C, et I, fournit dans un plan 3;, A,=(a << m, Oo; She: On 
poursuivra l'opération, et l’on obtiendra dans le plan z,,;, 


Ana (a, ia =) | OE aes Ee (a, a DA 


uisque B= < m’, Cu > ("). À A eo 
; Soient s,.,—=/(2) et 3n4==9(C) les fonctions ainsi déterminées dans A, 


(4) election, sous des hypothèses moins larges, est indiquée dans Bieberbach (ouv. cité 
p. 172), la validité du raccordement n'étant pas assurée dans A entier. 


2 
Ann. Éc.-Norm., (3), LXVIU. — Fasc. 4. 
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et B. Pour ze, f(s )=g 0 o (sz); mais 9° de est défini Et tout A’, done 
aussi /(z) qui satisfait à (5) = 9 (QG), pour z, et £, homologues quelconques 


dans A’ et B’. Done À,.,—=(&, #:B};=—(AXB). On peut enfin par une 
transformation homographique w—h(z3,.) de À,,, sur un cercle À obtenir 
A=(A*.B); où Z est un point quelconque de A ou de B. 


Remarque. — A et B n'ont pas joué initialement le mème rôle : on a été 
conduit à supposer @ simplement connexe pour déterminer » donc y, ce qui 
ne pouvait se faire si aucun des deux domaines & ou G n'était connexe. 

Ona construit C, dans B’, mais on pourrait réaliser la construction de A par 


BY à LA 


le même processus fini à partir d’un are de cercle C, intérieur à A’ et 
ou extrémité a, et & (pourvu qu’elles soient régulières ). 


Cas mmRéGuLiER. — Si le problème ne peut être résolu par l'examen précédent 


c’est que l’une au moins des extrémités («, %), et l’une au moins des 
extrémités (B,, 8.) sont irrégulières. Remarquons aussi que si 3 et «, sont 


distincts, on peut prendre sur l’arc 6, un point quelconque 8; comme extré- 


mité régulière de B’ (ou a sur l'arc correspondant a, 8). Le seul cas excep- 
tionnel est donc le suivant : dans B, & = 8; extrémité irrégulière de B’ pour au 
moins une valeur de 7 (1 ou 2); dans A, a=; extrémité irrégulière de A’, 
pour au moins une valeur de 7 (1 ou 2). a3 

Supposons «= 8, extrémité irrégulière. Soit une exhaustion de m, 
mCm,C...Cm,C...; m,Cm ayant pour extrémités 6, , et B,,. La suite 
des B,, converge vers B,, et B,, pourra être choisi = 8, si 8, est extrémité 
régulière de B’, ou à B, si B,A@,, sinon B,,->8,. Pour n >n,, B, EA 
(ou B,, correspond à Bi), 8, ,-> %,. Soit A, le domaine obtenu en retirant 


de A l’are a, 3, (arc interne de A’) et éventuellement l'arc at Bi ne Soit dans le 


plan w,, A= (AB): Tout point P,eÀ,, étant lui-mème image d’un point 


P,EÀ, ou B avec représentation conforme biunivoque des voisinages, se 
représente de la même façon sur P,EÀ, (m>n) où P, est unique. 
Inversement P,, €A,, est image soit d’un point P, EB, soit de P P,EAn; P, est 
alors soit frontiére soit intérieur à A,, et dans ce Moien cas seulement P,, est. 
l’image d’un point P,eA, unique. En particulier sim—=n-+1 on définit une suite 
Wat = 9n,1(,) Satisfaisant aux conditions du paragraphe A. SoitA le cercle limite 
des cercles 4,. PEA est image d’un P, EA, (n assez grand ) lui-méme image 
de P,E soit à B soit à A, donc à À. Inversement si P, EB ou eA, il existe n 
tel que P,eB ou A,, et Py a une image unique P,€À, donc une image Pea. 
Comme toutes ces images s’accompagnent de nu ee conforme biuni- 


voque des voisinages et que deux points homologues par €= (3) ont même 
image dans tout A,, donc dans A on aA— à GARE B)s, . 
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THÉORÈME. — Sous les hypothèses du raccordement par croissants (p. 6), st 
l’homologue de l’arc externe (unique) de B! couvre l’ensemble des arcs internes 
de A’, le raccordement À “.B est réalisable, A—(AZ%B): étant un cercle de 
rayon fint. ; 

La FRONTIÈRE DE A. — Soient sur la circonférence de A, (ai) l’are Ga >, 
et («,x) son complémentaire. Soit (x,x,)’ le complémentaire de («,,) sur 
la frontière de A’. (3,85), (81 8)’, (8: Ba)" représentent les éléments analogues 
dans B. 

La construction de A dans le cas régulier montre que les points «, &, 6,8, ont 
pour images sur la circonférence de A, l'4, des points «;}«;8°8%, la corres- 
pondance entre (x,%,) et (aix), (BB) et (87 8;) étant analytique, et les arcs 
(a, a)” et (8,85 )” ayant pour images des courbes de Jordan aboutissant en a’, 
2, et Bi, Bi. 


Cas irrégulier. — A est de rayon fini: (4,%,) a une image suivant un arc de 
circonférence de chaque A,. En appliquant le résultat (§A, 5) on trouve que 


(ai) se représente analytiquement sur un arc ouvert de Fy. De même 
pour (BB). | 

Image des extrémités à, et x, : soit dans & une courbe L aboutissant en «,. 
Supposons que son image L* dans A n’aboutisse pas en un point de Fy; 


L* approche uniformément un arc K de Fy. K ne peut contenir deux points 
accessibles de la frontière de A* (image de A dans A), sinon on pourrait 
trouver sur L* deux suites de points convergeant respectivement vers chacun 
de ces points, et auxquelles devraient correspondre dans A deux suites 
convergeant vers des points distincts de l,, ce qui est contraire au fait que L 
aboutit en «,. Soit donc K'CF,, le support inaccessible de la frontière de A*; 


KCK’. Soit À,— abri À — À, A, a pour image dans A, A—A—À,, où À; 
est l'image de A,. Pour la même raison que précédemment K ne peut contenir 
deux points accessibles de la frontière de A, : soit alors CF, l'arc limite 
de À; KC#. Ni K’, ni K, ni & ne peuvent couvrir FA, donc ils ont chacun 
deux extrémités : 


ee 
EE 
Fig. 6. 


a. K et Æ ont au moins une extrémité commune; sinon KC K'’ et l’on pourrait 

P we KOs , 
construire un rectangle dont K serait un arc frontière et contenant L* (à partir 
d’un certain point); mais ce même rectangle serait séparé en deux régions par 
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un arc de A‘, et cela aussi près de K (uniformément) que l'on veut. L* ne 
pourrait traverser cet arc donc s’approcher de K (fig. 6). 

b. K'=k. k ne peut contenir deux points accessibles de la frontière de A* 
donc K'D>&. Mais 3, =~’ et pour B* les rôles de K’ et Æ sont permutés et (8, 62)" 
possède au voisinage de 3, les mêmes propriétés que A, au voisinage de a. 
Donc kDK’ soit k= K’. 

c. K’ est un bout premier de la frontière de A* : soient une suite quelconque 
de points intérieurs ou frontières (accessibles) de A*, ayant tous ses points 
limites sur K’ et deux points accessibles quelconques de A* qui sont soit sur 
l’image de (a,a,), extrémités comprises, soit sur celle de (ay). Dans tous les 
cas à partir d’un certain rang les traces des points de la suite ne séparent pas 
les deux points : la suite initiale est une suite pure et les suites ainsi définies 
sont toutes équivalentes. 


Remarque 1. — Supposons 8, extrémité régulière de (G,8,)". Soit sur Ty 


(2,8, ) Pare a, contenant (x,%,). Sur la circonférence de A, il y a un are y, 
formé des images de («,(%,) et (5,5;) ayant une extrémité commune image 
continue de $ et 3,. Les résultats du paragraphe A, 5 s'appliquent à y,, donc 
(a, B,)et(B,5,) ont pour image sur FA deux arcs ayant une extrémité commune 
image continue de 8), et B. : 


y . . Ke . . à 
2. L’arc K’ peut effectivement exister sans être réduit à un point. Soient 


dans un cercle A deux courbes £ et M s'accumulant suivant le même arc K’ de 
la circonférence de A, et partageant A en trois domaines &*, A'* (limité par £ et JIL) 
et B*. Soit A* =A" UA" UL et B*= AU UB". Dans la représentation de A* 
sur un cercle A, K’ est un bout premier correspondant à un point a, de la 
circonférence de A, et £ a pour image Z aboutissant en «,. Soit sur la circon- 
férence de B (image de B*), B, le point image du bout premier K’ et m 


K’ 


Fig. 7. | Fig. 8. 


aboutissant en $, l’image de IN. x, et B, sont nécessairement extrémités 
irrégulières de A’ et B’ (images de A’* dans A et B) sinon A.B serait possible 
avec correspondance ponctuelle des frontières même en «, (fig. 7). 

À Bs 


Application. — L'étude précédente fournit une solution simple à un problème 
de représentation conforme au voisinage de la frontiére : soit D un domaine 
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simplement connexe, et K’ un arc support inaccessible d’éléments frontières: 
soit C une courbe issue d’un point ED et s’accumulant suivant KCK’. 
Complétons C de façon à former une courbe L aboutissant en P accessible sur 
la frontière de D; L sépare D en &” et A’*; soit G@* un domaine limité par la 
frontière de D et une courbe construite à l'extérieur de D, joignant P à l’extré- 
mité de K’ non accessible dans D. Dans la représentation de D sur un cércle A, 
K’ est un bout premier correspondant à x, qui est extrémité irrégulière de A’ 
image de A’*. Cela résulte de ce que DUG* peut être considéré comme 
(AB) ou B est l’image circulaire de AU @*. Si a, n’était pas irrégulière K 
serait réduit à un point (fig. 8). 


Tutorime. — K bout premier d’un domaine D représenté sur un cercle A, a 
pour image un point x de ce cercle. A une courbe aboutissant régulièrement en « 
correspond dans D'un arc aboutissant à l'extrémité accessible du bout premier K. 


3. Si nous admettons la possibilité pour la frontière de A! de s’accumuler 
suivant un arc de la circonférence de A, on peut cependant réaliser AB par 


- 


Oa MY (Ge AS 
régulier 
irregulier 
Fig. 8 bis. 


la méthode indiquée dans l'étude du cas irrégulier. Chaque cas nécessitera une 
étude spéciale des frontières et l’on sera amené à distinguer les arcs inacces- 
sibles extrémités régulières et irrégulières de A’ suivant que de l'extrémité 
accessible du bout premier on peut ou non construire une courbe intérieure 
à A’ faisant avec la circonférence de A’ un angle 4 0 (fig. 8 bis). 


3. — RÉDUCTION AU RACCORDEMENT PAR CROISSANTS. 


A. RAGCORDEMENT PAR PINCE ET croissant. — (, et B, distincts sur la frontière: 
de B’ sont confondus en 5 sur la circonférence de B, 

a. a, B,. 1°85 extrémité non irrégulière de B. On prendra pour C, un arc 

ah ee a 

de cercle &, B,; 2° B;— x, se repporter aux méthodes b ci-dessous. 

b. a =6,, x, — By. 1° à, et x sont extrémités régulières de A’. On construit 

é' ey Seg Se 

dans A’ l’are de cercle C, et l’on construit (A.B); où €C@ si Bo. Il est 
possible que @®—=o, c’est donc & est formé d'un ou plusieurs ares de courbes 
issus de 3. On prendra alors pour Ë une extrémité de @ et l'on devra apres 
chaque opération représenter sur un cercle un domaine simplement connexe 
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constitué par le plan privé d’une courbe joignant à | infini un point image de f. 


ee On peut encore construire (AB } donc aussi (A.B )z par un processus finis 4 
fea: 2° si a, (ou a) est irrégulière on entaillera A suivant A,= 18, ce qui ; 
ie de conduira à la construction de A comme limite de domaines 4, (cf, cas irrégulier). 
FE ù Om. a ? 2 
Le de: a ; A 8, f, Y : aS APS B, 2% 
fe ne : J? Be Bp + 
} i. : | ey ; ; | } 
14 Fig. 9. | SAS 
Frontière de A. — Dans tous les cas A est un cercle de rayon fini dont la 


circonférence contient un arc image analytique de (a, «,) : dans le casa", la 
circonférence Fy est image analytique de (8, 8,), dans le cas d 1°, elle est image 
analytique de (a,a,)=({' 8), Dans le cas a2°, il peut apparaître sur Fa un 

arc K bout premier correspondant à «, ; dans le cas b 2°, on peut avoir deux arcs” 

K, et K, bout à bout ou se chevauchant, arcs d’accumulation de l’image de 

(a, a)’ : ces singularités peuvent avoir lieu même si B, et 8, sont extrémités 
régulières de B’. Les figures suivantes donnent des exemples de singularités. 


% 8B, ’ < 
Cy) B, ’ : A . 
K À à 
PRE PRE « | 


R 


cas a2 \ 


ghee Ko 
6 . 
< Be a’ a SY 
By \s Ps | 
is ’ cas b2 
CR SA | 
A Fee a Fig:/ro, + 


B. RACCORDEMENT pan PiNCES. — Surly, =, = a et sur T,, B=$,=$. 
c. %, 3. 1° On peut réaliser le raccordement par un processus fini comme 


dans a 1° sauf si : 2° «= 8 avec x, et 3, extrémités irrégulières de A’ et B’. 


On introduit alors les domair 1 oe NT PP à 
n introduit alors les domaines A,,, en retirant de A des arcs as. dle( ox VE CONTE 
_ d'u, 2, ><. Nous ne distinguerons pas entre les cas d’extrémités SE 

régulières et irrégulières. On introduit les domaines A, obtenus en retirant 


~ 
LA 


e es arcs 4,5,, et 4,5,, de (a,a.)” — dans le cas où une des extrémités 
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B; ou a;-est réguliere, on. peut prendre b. ,==8.. — La suite des cercles 
A= (An—B)= «converge » vers un cercle A—(AB). de rayon fini ou infini. 


Frontière de À. — Dans le cas c, l'arc («8 Y der, correspondant à (a, 3,)' 
I, est en correspondance analytique avec un are de F\ qui peut être la circon- 
férence de A tout entière ou seulement un arc dont le complémentaire K est 
alors bout premier dans la représentation, de A* sur A (et correspondant à «) 
et de B* sur B (et correspondant à 8). 

Dans le cas d, A est de rayon fini ou infini, de frontière F1: à toute suite de 


Fig."12. 


points convergeant dans A vers Fy correspond une suite de points dans A ou 
dans B (ou dans chacun des deux) dont le seul point limite est a ou 6. 
Supposons A de rayon fini. Supposons que deux points de Fy soient frontières 
accessibles de A* : deux suites de points intérieurs à A* et convergeant vers ces 
points, seraient les images de deux suites convergeant dans A vers deux points 
distincts de I',, ce qui est impossible, ces suites ne pouvant converger que 
vers a. Il y a au plus sur Fy un point frontière accessible de A* et un point 
frontière accessible de B*. Tout point de FA est done frontière à la fois pour 
A* et pour B*. D’autre part un point de FA frontière cn nr de A" serait 
frontière accessible de A* et B*; il ne peut y avoir qu'un tel point au 
plus. La circonférence Fy est un bout premier correspondant à 2 
(resp. B) dans la représentation de A° sur À (ree. B* sur Bis loutefois 
s’il y a sur FA un point frontière accessible de A”, il peut être exceptionnel 
_pour certaines suites pures convergeant vers le bout premier Fy 
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4, — RACCORDEMENT PAR ANNEAUX. 


Décomposition de A et B en anneau. A’ et B doublement connexes. 
Introduisons dans B’ un cercle de même centre que B et d’image y; dans A’. 
Soit , l'intérieur de y, et A, = A, — &. La méthode utilisée par Bieberbach(') 
permet de construire (&;21B). Les deux fonctions obtenues w= f(s) et 
«= 0(C) prennent la mème valeur en deux points homologues de &' et 4). 
f(s) =¢e(s) pour EC, mais gop est défini dans tout A’, donc on définit — 
un prolongement de / dans A’. f ainsi définie dans A réalise avec o(C) le 
raccordement A:’.B. Le domaine image de ce raccordement est le plan entier. 


C. — Raccordement de deuxième espèce. 


1. — REPRÉSENTATION CONFORME DES BANDES. 


Soit Cune courbe de Jordan fermée, analytique par morceaux, présentant un 
nombre fini de points doubles. C sépare le plan en un nombre fini de régions S;. 
Soit M(t) un point sur C, ¢étant le paramètre de C. Une bande étroite entourant C 
est un domaine B(C) satisfaisant à la condition : 

1° PEB(C) s’il existe M(z)EC tel que MP ~<(c) où (4) est une fonction 
donnée caractérisant la bande o < <(t) << et satisfaisant à : : 

2° Toute région S; contient au moins un point Q;&B(C). 

3° L'ensemble des points QES; et &B(C) forme un seul domaine connexe Jj. 


Les transformations de la forme 4, = (3 — ty, v > 0 ou #,= log(s-—C) ont 
est l’affixe d’un point eh, représentent une bande étroite conformément et 
biunivoquement sur une autre bande étroite pour y convenablement choisi, 
et C dans une EX; convenable, Cela suppose qu’initialement on a considéré deux 
branches de B(C) dans le voisinage d’un point double de C. Après avoir effectué 
sur le plan de B(C) une transformation homographique, on considérera un 
élément de la fonction w; = e'"**** : cet élément prolongé dans B(C) représente 
B(C) sur une autre bande étroite. La combinaison des transformations ,, w,, 
w; permet de représenter conformément et biunivoquement B(C) sur une bande 
étroite G(C) où € est sans points doubles; on se ramène ensuite à une couronne 
circulaire par les procédés classiques de la représentation conforme. 


2. — HYPOTHÈSES DU RACCORDEMENT. 


Soit dans le plan = une partition du cercle D en trois morceaux simplement 
connexes A, A’, & (A et A’ non contigus). Il existe entre points de A et A’ une 
correspondance s’= (=z) holomorphe univalente. 

BRO on die ee do OA ARS CNP SN EN tp 


(1) Ouvrage cité p. 174. 


~ 
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Dérinition. — Raccorder D par Ÿ (ou suivant A, A’) c’est déterminer une 
fonction = f(z) holomorphe dans D, univalente dans AU A et dans & UA! et 
prenant la même valeur en deux points homologues = et s'[z EA, 3’ € A, 3’ = ds). 


Le domaine couvert par w= f(s) sera A— (DD). 
Supposons que dans chacun des domaines A, A’, les frontières soient 
accessibles : soient n,m', les arcs externes, let les arcs internes respectivement 


de A et A’; soient a, 3 les extrémités de J, y! et 2’ celles de /.L La correspondance 


continue existant par entre les contours de A et A’ associe les éléments 
suivants : a<>a’, B+>f, y<>y', 2e>9, les N, nel. Comme pour le 
raccordement de première espèce, ‘D =D west possible que si m>DX 
(alors m'>1). 


Supposons qu ul existe une fonction F(z) LL et univalente sur A, 
prolongeable analytiquement, suivant une courbe € sans points doubles, intérieure 
à D, jusque dans A’, sur lequel ¥ (=z) prolongée est univalente et prend en tout point 
de A’ la même valeur qu'au point homologue de A. 


Raccorder D par Ÿ c'est déduire de l'existence de #(z) l'existence d’une 
fonction f(z) vérifiant la condition précédente, et prolongeable dans D entier, 
univalente dans AUG. 

De l'hypothèse précédente et de la théorie de la représentation conforme des 
bandes on déduit qu’il existe une bande BCG, reliant A et A’, et une fonction 
#1 = ®,(z) réalisant UU où U— AU BU A, le domaine couvert par #, étant 
une couronne ((I’;, I’, )). 


3. -— Construction DE (DD). 


Soient &, et &, les deux composantes simplement connexes de D — U. Soit 
dans un plan 3, un cercle C, image du domaine AUC, UB, C; étant l’image 
de BUA. La décomposition de C, en C et C, — C;. Soit F, dans le plan w, la 
circonférence extérieure de ((F,, F,)). Soient A, le cercle limité eee dat 


l’image simplement connexe de AUB. On peut construire A,— (A, UC, y; la 
Matec Diane entre A’ et C, étant définie par l'intermédiaire de AUB. La 
courbe [a pour image une courbe fermée I’, intérieure à A,. Représentons 


 A'U@&, UB sur un cercle €, et soit €, = €, — image de by. Comme A, contient 


une image de ((I,, 1, )), on peut considérer l’image de A dans A, comme une 

image de A’, et noter À, l’image de € dans A,. SoitA,; = (A, AR€, )à l'intérieur 

duquel I, est l’image de I,; l; étant la circonférence de A,, la couronne 

((E;, [,)) peut être représenté conformément et biunivoquement sur une 

PHONE circulaire ((I",, T,)), la circonférence extérieure I, correspondant 
à I’,. Nous appellerons A, le cercle intérieur à F,. Soient C, un cercle i aoe 

+ de D— A’, et A, l’image dans A, de AuBUa, représenté dans C 

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fase. |. ~ . 3 
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sur C’. Construisons A, —(A,2C, ). Soit €, un cercle image conforme de D — A, 

3 age | TES 
Bs: et €,— €, — image de }"° 
‘a construire A,=(A,—2€,). Soit l, l’image dans A, de la courbe fermée I, 


Fig. 14e 


représentée en l', dans A,. Le domaine doublement connexe compris entre les 
courbes I’, et I, (contour extérieur de A, ) est représentable conformément et 
biunivoquement sur une couronne circulaire D. D = (DD) 


exemple de singularités 
aux frontières 


. Fig. 16, 
Remarque. — Supposons qu'il existe initialement (voir hypothèse $ 2) une 
. 
fonction %*(3) holomorphe et univalente dans A, prolongeable analytiquement 
suivant une courbe € sans points doubles, non nécessairement intérieure à De 
jusque dans A’, sur lequel ..., etc. On peut alors construire un domaine H 


~~ 
~~. 


connexe dans laquelle on peut construire une bande B reliant A et A’. H est 


>. €, a pour image dans A, un domaine A; et l’on peut 


simplement connexe contenant A, A’ et € et une partie de D simplement — 


+ 
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a 


représeutable s sur un cercle H* d’un plan 3*; le domaine AU A’ UB se représente 
suivant un anneau, sans point multiple, d’où l’existence d'une fonction F(z) 
satisfaisant à l’hypothése du paragraphe 2. 


CHAPITRE IL. 


UNIFORMISATION DES SURFACES DE RIEMANN. 


A. — Définition des surfaces de Riemann ('). 
|. — VARIETES A DEUX DIMENSIONS. 


Soient E un espace topologique régulier | au sens de Bourbaki (7)], et U(P) 
un voisinage faisant partie de la famille U(P) des voisinages du point P. Un 
domaine GCE est un domaine élémentaire s’il est topologiquement repré- 
sentable sur un cercle : une variété à deux dimensions est un espace topologique 
connexe pour lequel il existe un système de voisinages qui sont des domaines 
élémentaires à deux dimensions (*). 


Triangulabilité. — Il y a équivalence entre l'hypothèse de triangulabilité et 


la suivante : Jl existe un ensemble dénombrable de domaines élémentaires, qui 


recouvre la variété. 


Représentation conforme locale. — Supposons données les représentations 
topologiques T(U) qui représentent topologiquement les U sur le cercle unité : 


Axiome de conformité. — Soit GC(U,NU,), G, et G, les domaines images 
de G, respectivement par T(U,) et T(U,). La correspondance POUPEE ECE) | 
est une représentation conforme directe de G, sur G,. 


Derinition. — Une surface de Riemann est une variété à deux dimensions, 
triangulable pour laquelle sont données les T(U) satisfaisant à l'axiome de 
conformité. 


La surface S, variété triangulable à partir de laquelle est définie la surface 


de Riemann & s’appellera support de R. L'ensemble des cercles unités V;(1mages 


des U;), et des correspondances entre régions des 7; constitue l’a/as de . La 
représentation T(U;) sera appelée Puniformisante Or nn fOtnicierende) 
de U;, ou échelle de %;. 


(CH. Wert, Die [die der Riemannshe Fliiche ; T. aa Acta Szeged, 2, 1925. 
(2) BourBaki, Topologie générale, Ch. 1. E satisfait aux axiomes V1 Ve Vi, à l’axiome de 


Hausdorff H, et à l’axiome Om. 
©) Dans la suite les syslèmes de voisinages seront toujours des domaines élémentaires. 
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IDENTITE DE DEUX SURFACES DE RieMANN. — Pour que deux surfaces de Riemann 


soient identiques, il faut qu'elles aient meme support (kollokale ). Soient deux 
surfaces de même support R* et R*, (U') et (U*) les systèmes de voisinages 


(équivalents) de R' et R*, (T') et (T°) les ensembles des uniformisantes 


locales correspondantes. La réunion (U')U(U?) forme un système de voisinages 
de S: si alors en conservant les mêmes uniformisantes locales, l’axiome de 
conformité est vérifié par le nouvel atlas les deux surfaces sont identiques. 

Pour vérifier la transitivité de l'identité : R,= Ro, Ro = Ro, > Ri= Ro 
il suffira de vérifier la transitivité pour les structures analytiques, la transitivité 
de l’équivalence (topologique) des systèmes de voisinages définissant So, Si 
et S, étant connues. 


Morceau De surrace DE Rremann. —— Un morceau G de & est un sous-espace 
de S sur lequel les voisinages définissant la structure analytique, sont ceux, 


définissant ® et contenus dans G, les uniformisantes locales étant les mêmes. 


2, — REPRÉSENTATIONS CONFORMES. 


Définition. — Soient R et R' de supports respectifs S et S’ et ® une repre- 
sentation topologique de S sur S’. A(U) correspond par ®, (U*) sur S’. Les 
représentations T*(U*)=T(U)e@*(U*) constituent un système d’unifor- 


misantes locales d’une surface de Riemann @* de support S’. Nous dirons 


que ® représente conformément & sur R’ si et seulement si R*=R'. 


Justification de Videntité. — Soient R,= Ry. D leur fait correspondre &; 
et R;, dont les systèmes (U;) et (U:) avec leurs uniformisantes locales, 


T,o@~1(U*) et T,eD-1(U) forment par réunion un système vérifiant l’axiome 


de conformité comme T,(U,) et T,(U,). L'identité de deux surfaces de Riemann 
se conserve par représentation conforme. 


Inversion. — ® représentant & sur RK’, on peut définir R’ par (U*) et les 
uniformisantes locales T*(U*). D! transforme (U*)en (U}et les uniformisantes 
locales sont T*(U*)o@(U)=T(U)o@*(U*)od(U) = T(U). D! représente 
conformément R’ sur®. et 

Transituvité, — R, = Ry par D, Ry==R, par ®,. Prenons pour (U,) les (U;) 
et pour (U,) les (U;). ®,o@, réalise une représentation topologique de ®, 
sur R; et le système (U, ) admet pour uniformisantes locales : 

T,(U,) o[ ®, 0 D, | (U3) = T,(U,) oF! (Uy) 0 D! (U3) = T,(U,) o@,! (U3) = T;( Us). 
®, o@, transforme conformément &, en R,. | 


Tuéorème. — T(U) représente conformément U sur le cercle unité. 


Le cercle unité est muni de la topologie ordinaire (métrique euclidienne) et 


~ 
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les uniformisantes locales sont les représentations conformes ordinaires entre 
domaines plans. 

Soit U, représenté par T,(U,) sur le cercle unité V,; soient % la famille des 
voisinages définissant la topologie dans V,, V l’image conforme sur le cercle 
unité di ¥. Soit UCU, T, représente U sur U*CV,. T(U)oT!-(U*) définit 
sur V, une surface de Riemann. Par hypothèse T, est topologique, il reste à 
vérifier que les systèmes (%) et (U*) équivalents, vérifient l'axiome de confor- 
mités Soit H,;=U;n%,. La correspondance entre points de H, considérés 
comme points de U; et de ¥, est Videntité, donc est conforme après represen- 
tation de %, sur V,. Comme U,QU,= U,, les images de U, par T,, et par T(U, ) 
sont en correspondance conforme; ces images sont U; et son image par 
T(U)eT,'(U;). Les images de H, sur V, d'une part, et par T(U)oT,'(U*) 
d’autre part sont en correspondance conforme. — 


THÉORÈME. — Les représentations conformes classiques sont des représentations 
conformes au sens ci-dessus. 


: * 

Soient D et A deux domaines plans, (F) et (®) les familles des voisinages de D 
et A, T(F) et O(®) les uniformisantes locales. Ÿ représente D sur A, donc F sur 
F* et, le système (F*) avec les uniformisantes locales T(F)°4-1(F*), définissent 
sur A une surface de Riemann, identique à celle définie par (® )avec les unifor- 
misantes locales O(®) -- on le reconnait en remarquant que les uniformisantes 
locales T(F)oU*(F*) et O(®) sont toutes deux des représentations conformes 
classiques. 


3. — REPRESENTATION PARAMETRIQUE DE (R Se 


T 


Soient PER et U(P)E(U) un voisinage de P, ayant pour image par T, V, 
dans lequel Q est l’image de P. Soit V’ déduit de V par l’homothétie d¢(Q, 1/2), 
et Y l’image par l’homothétie #€(Q, 2) de l’ensemble des points de V, intérieurs 
AV’. Soit U l’image de V’ par [T(U)|~': c'est un domaine élémentaire UC U(P) 
et PEU. Tous les points frontières de UU sont des points de R. A chaque 
point P associons un VU particulier, Up. 

S peut être recouvert par un ensemble dénombrable de domaines élémen- 
taires, D;, ayant pour image par une certaine transformation topologique ®;, un 


cercle d;. Soit une suite © de cercles fermés concentriques a d; et de rayons 


croissants tendant vers 1. Les C/ étant compacts, leurs images C sur S par ® * 


. r . J . sé is 3 . y 114 . E ; 
le sont aussi. Tout point de C est intérieur à un domaine élémentaire 1). 
(/ peut être recouvert par un nombre fini de U,, donc D; et aussi S peuvent 


(1) Nevanzinna, Lin Satz uber offene Riemannsche Flichen (Ann. Ac. Set. Fenn., Ser. A, t. 54, 
n° 3); Bindeutigheitsfragen in der theorie der konformen Abbildung (A® Congr. Math Nas 


Copenhague, 1946). 
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ètre recouverts par une infinité dénombrable de. Up. Appelons ner e En 


les UW, ainsi choisis pour recouvrir S. 
Soit une surface de Riemann @ de support S définie par CU) et 


[T(U)] : on sait en déduire la famille des U, et leurs images V, par. 
3e(Q, 2) T(U,) = SU). Soient DA(S, CE), D, et D, ses images par B(6:) 


et G(G,), D, et D ses images par T(U,) et T(U,). Les correspondances 


ponctuelles (déduites par identité des images sur D) sont conformes directes — 
entre D, et D’, ainsi qu'entre D, et D,. Or le système (U) et [T(U)] satisfait à 


l’axiome de conformité, done la correspondance est conforme directe entre me 
et D’, et aussi entre D, et D... 

On dit qu’on a obtenu une représentation paramétrique de & lorsqu'on a 
défini sur @ une famille de domaines (6, ) satisfaisant aux conditions : 


° Tout point de R appartient à un élément au moins de la famille dénom- 


~ 


brable (&,). ; | 
2° La frontière de tout &, appartient à R. ; 


3° Deux points quelconques de R peuvent” étre joints par une ie d'un 
nombre fini de (&,) chacun ayant une partie commune avec le précédent. 


4° Tout (&,) est représentable conformément sur un cercle A, (du plan =) [3 3| pre rie 


Cette représentation conforme biunivoque doit étre prolongeable et rester biunivoque 


dans 8,36,, & CR. 

5° Les images dans A, et A, deo= 6, me. 
Les cercles A, sont appelés cercles paramètre, leur ensemble et celui des corres- 
pondances conformes entre parties de a et A, (‘) constituent l'Atlas réduit de R. 


CONSTRUCTION DER. — Dénnong -nous un atlas réduit satisfaisant aux conditions 
suivantes : : 


a. A tout point frontière d’un A, correspond par relation d’enchainement un 
point intérieur d’un A, au moins; 


b. Si d, CA: correspond à d,CA, ee à d, CA, i relation d’ enchainement 
entre À, et À; représente sds mA UE d, sur d,. 


Bornons- -nous à la construction d'une surface de Riemann étalée (obtenue nie 
prolongement d'éléments de Weierstrass) admettant l’atlas donné comme atlas 


réduit. La surface @ (si elle existe) dépend de l'élément &, que l’on fait corres- 
pondre au cercle paramètre A, ; avec un même atlas, la construction de @ peut 


ètre possible ou impossible suivant le choix de &,, sous la condition que LE 
| les T(U) soient des représentations conformes classiques. | 2 ee 


() Ou relations d’enchainement, 


AE À 
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Exemple. — Soient dans un plan 3 les trois cereles suivants : 
Crabe er nel Bae in CU Er. 


Représentons ces trois cercles sur les cercles A,, Ay, Az; les diverses images 
de CAC et G NC, définissent des relations d’enchainement entre A, A, 
et Az, qui peuvent étre regardés comme atlas réduit du morceau du plan 
complexe 3 C, UC, U CG. 

pout alors C,:|z|<1+a(oCa</2—1). Représentons C, sur le demi- 
plan 6 o de la variable € = + in en associant 1+ a<>+0, —1— a+. Aux 
_cercles C, et C, correspondent les cercles I’, et I',, et la fonction log(E — À), 
holomorphe dans l, et F, leur associe des domaines (pouvant se recouvrir), 
&, et &,. Associons a A, l’élément &,; par prolongement de la relation d’enchai- 


plan $=$+in 


nement entre parties de A, et A,, on construit 6, comme image de A, sur R 
cherchée; la relation d’enchainement entre A, et A; fournit une représentation 
conforme biunivoque entre un morceau de &, et un morceau de A;, prolongeable 
dans une partie de A, mais pas dans A, entier (il y a un point exceptionnel 
correspondant à z——1—a). A l’atlas A,, A., A, correspond un morceau 
de surface de Riemann si l’on associe C, à A,, mais ce n’est plus vrai si l’on 
associe G, à A,. Ainsi toutes les relations d’enchainement interviennent pour 
déterminer la possibilité de construction d’une surface de Riemann admettant 
un atlas réduit donné, le premier élément étant aussi donné, la métrique 
conforme étant imposée. 


4. CARACTERES TOPOLOGIQUES. 


a. Une surface R est fermée si toute suite infinie de points intérieurs à R admet 
un point limite intérieur à RK. Du fait que R peut être recouverte par une infinité 
dénombrable d'éléments on déduit que cette définition des surfaces fermées 
(compacte au sens de Fréchet) est équivalente à la suivante : R peut être 
recouverte par un nombre fini d'éléments. Ces surfaces sont aussi compactes 
au sens de Bourbaki. ® est dite ouverte si elle n’est pas fermée; 


a PTE Le 
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b. On appelle genre d'une surface & le nombre maximum de courbes fermées, 
disjointes que l’on peut tracer à l’intérieur de la surface sans la morceler. 

Les surfaces de genre zéro, ou quasi simples (schlichtartige), sont homéo- 
morphes à des domaines plans. — , 

c. Une surface de genre zéro est simplement connexe si toute courbe fermée 
tracée sur elle la sépare en deux morceaux dont l’un est formé exclusivement 
de points intérieurs à la surface, lorsqu'on lui ajoute son adhérence. 


5. INTERSECTION DE DEUX ELEMENTS. 


Soient &, et G, formés à partir de U, et U,, ayant pour images par T(U), 
V, et V, contenant V' et V, images de &, et &,. Soient d, et d, les images 
de d=U, NU, limités par les circonférences C, et C, de V, et V, et par des 


courbes A, et Ay. Soit m, un point de A, : la correspondance résultant de 


l'identité des images sur ®, ne peut associer à m, un point m,€V, : soit M 
l’image de m, sur S; MeU,, donc il existe U'(M)cU, : de même il 
existerait U?(M)CU,. Posons U(M)=U'(M)nU?(M); U(M)e(U). Soient 
e(m,)CV, et ¢(m,)CV, les images par T(U) de U(M). On aurait e(m,)Cd, 
et e(m,)Cd,, ce qui serait contraire au fait que m, (et m,) sont frontières 
de d, et d,. ; ; | 

à Soient (evel C, les circonférences de V' et V,. C; est partagée par A, (image 
de C,) en un nombre fini ou infini d’arcs 8 joignant deux points de À,, et 
auxquels correspondent dans V, des arcs « joignant deux points de C,. Une 


courbe y intérieure à V, (en particulier C,) ne peut être coupée que par un 


nombre fini d’ares % : sinon on pourrait considérer une suite de points 
communs à y et aux arcs &; à cette suite correspondrait une suite de points 


sur C, s'accumulant en un point qui serait aussi point d’accumulation d’extré- _ 
nues d’arcs 8; done en revenant à l’image de la portion de & correspondante, 
sur V,, des points de C, auraient même point limite que des points de y. Un 


arc % ne peut couper C, qu'en un nombre fini de points : on peut extraire 
de a um arc &, Cd, (en supprimant des voisinages des extrémités); à a! 
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correspond. B,cdi: à, est l’image par une fonction analytique de l'arc de 


cercle 8, done c’est un arc analytique ne pouvant couper C, qu’en un nombre 
fini de points. 


THÉORÈME. — Sovent deux éléments &;, &; d'images Aj, Aj. L’ image dans À; 
de &:\&; est limitée par un nombre fini d arcs analytiques intérieurs à À ; et corres- 
pondant à des arcs de la circonférence de Aj. 


S, — &, comprend un nombre fini de composantes connexes. Si l’une n’est pas 
simplement connexe il existe une courbe fermée intérieure à V, correspondant 
à un arc de C, donc à C’ entière. C’est aussi le cas, si l’une Hes composantes 
de &, NE, n est pas simplement connexe. 6, NE, satisfait à l’une des conditions 
suivantes : 


THÉORÈME. — &,N6&,, &,—6,, G: — &,, sont for més aun nombre fint de 
composantes simplement connexes ; 
— &,N&, doublement connexe est limité par la périphérie de &, et celle de &, : 


— &N&,—&, ou 6, : l’un des éléments est contenu dans l’autre. 


B. — Raccordement des surfaces de Riemann. 


Soient sur R deux domaines D et C, limités par un nombre fini d’arcs péri- 


phériques d'éléments &,. D et C sont représentés conformément sur les - 


cercles A et I ue pare complexes uw et e. DAC a pour image I” dans F. Soit 
dans un plan Q—(AÏT) s’il existe. 


a. A tout point ME(DUC) correspond un point 3€ Q et inversement. Il est 
immédiat que la représentation = = ®(M) de DUC sur Q est topologique. 

b. Soit UE(U) qui définit R; UC(DUC) et W= B(U). Soit V un voisinage 
dans Q et 2= WNV. Pour montrer que z —®(M) est conforme il suffit de 
vérifier que à et son image par F(U)°D'(2), ou W et T(U)o® ‘(W)(c’est-à- 
dire les images de U par ® et T) sont en correspondance conforme. Soit PEU, 
il existe U(P) CU. Pe(DUC) done PED ou PEC. Supposons PED, on peut 
prendre U(P)CD. Comme UNU(P)=U(P) les images de U(P) par T(U) 
et T[U(P)] sont en correspondance conforme. La représentation conforme de D 
sur A représente U(P) sur U/(p) en correspondance conforme avec l’image 
de U(P) par T[U(P)]. L'image de U(P) par ® se déduisant de U’(p) par repre- 
sentation conforme est elle-même image conforme du transformé de U(P) 
par T(w). Cela ayant lieu pour tout PEU, 3 = (M) est bien conforme. 


os — CORRESPONDANCE ENTRE FRONTIERES. 


Supposons I” connexe. Si IY était doublement connexe il n’y aurait pas 
d’éléments frontières de Q (plan entier). Supposons I” simplement connexe. 
| Ann. Ec. Norm , (3), LXVIIT. — Fasc. 1. 4 
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‘ ‘ . ? 
Nous supposerons désormais que C est un morceau simplement connexe d’un 


, , + . I È . 0 "4 4 
élément & décomposé en C (image de I’ sur R) et C — C’ tous deux simplemen 


connexes. 


a. Raccordement par croissants. — Si (ALT) est obtenu par un processus 
fini, la correspondance entre frontières est ponctuelle, analytique dans 


l’intérieur des arcs de circonférence, et continue même en &, RE TT Ba 


(notation ch. [). i 
— Soit A le cercle image de & et V l’image de U (dont & est extrait) par 
prolongement de la représentation précédente. Soit 6 l’image dans V de D'AU: 


. « atte A ‘ CE hon 
b est limité par une courbe À dont toute portion intérieure à V est formée d’un 


3 ‘ ee . , # "4 

nombre fini d’ares analytiques. Soit G l’image de C dans À, décomposée en G 
. , . a: 2 > al 

et G— G’. À coupe la périphérie de G en deux points seulement dont l’un Best, 
7 4 2 . CE . ! 

après représentation de G sur un cercle, extrémité singulière de l’image de G’. 


: ‘ irs 
8 
œ 
B, 
’ 


Fig. 19. 


R 


| 


Construisons un petit cercle de centre $, coupant À en deux points 
seulement (c'est possible d'après l'analyticité de À au voisinage de B), 
dont l’un & est extérieur à A. Soit z le point où ce petit cercle coupe l’are de 
circonférence de A intérieur à 6. Soit G, =GU triangle Bar; À décompose G, 


en G=G'U triangle Baz, et G—G’. Soit H, l’image circulaire de G,, G' ayant 
pour image H°; 8,, &,, 7, correspondent a B, x, r. Les parties de A et H en 


correspondance conforme par identité des images sur ® ou V, sont dans A et 
dans H, (H,), du type « en croissant ». Dans A, c’est l’homologue de +, qui est 


extrémité de A’ (correspondant à H°). Done Q — (AH) se construit par un 


processus fini (puisque &,£6,). On reconnaît que D = (AS Chea Asay 


La correspondance est encore continue au point 8 de V. 


Remarque. — Si cela est nécessaire on fera la même construction autour du 
deuxième point d’intersection de À avec la périphérie de G. 


6. Raccordement par pince et croissants. — La périphérie de l’un des deux 


domaines ne sort pas de l’autre. Si AC À, ce serait une courbe fermée ayant en 


commun avec la circonférence, soit un ou plusieurs arcs, soit plusieurs points, 
soit un point. Dans les deux premiers cas on aurait à réaliser un raccordement 


par croissants entre A et une partie de A, dans le troisième cas on aurait à 


au point 6 de V (fig. f). 


. continue en §. 
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réaliser un raccordement par pinces (fig. a); KC A c’est le cas de raccordement 
par anneaux. Supposons donc la périphérie de GCb. Le partage de G est 
du type «en pince» : Le partage de A est du type «en croissant» (fig. c), 
A— A’ pouvant être formé d’un nombre fini de composantes connexes, Si (ALT) 
est obtenu par un processus fini, la correspondance entre frontières est ponc- 
tuelle continue; sinon soient B et B* (fig. b) les points confondus où les deux 
branches de À coupent la périphérie de G. Dans le voisinage de 8 chaque 
branche est composée de deux ares analytiques, l’un extérieur, l’autre intérieur 
à A. Construisons un petit cercle de centre 8 coupant chaque branche de x en 


deux points seulement, deux points d’intersection x et ote A, Soient z et.z* les 


(P) : id) 
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points où ce petit cercle coupe la circonférence de A. Soient Gy=GuU 
triangle Bar U triangle 3*a*7", H, l’image circulaire de G, (fig.e); #,, 0.4, U, 
3,, 5; correspondent a a, a”, z, 7“, 8, B*. La partie de-A en correspondance 
conforme avec II, par identité des images sur V est encore du type en croissant 
(fig. ce). a, BY, ti, a, B,, à, correspondent à a*, B*, 7*, a, 8, 7; Q=(ALZLH,) se 


il 
construit par un processus fini en introduisant les arcs de cercles 


d’extrémités 8, 8%. Q —(A ZT) et la correspondance est ponctuelle continue 


c. Raccordement par pinces. — La périphérie de chaque domaine est intérieure 


à l’autre. À ne sort pas de A et a un point commun avec sa circonférence; dans 


le voisinage de ce point À est formé de deux ares analytiques. La méthode 
précédente, par l'introduction d’un petit cercle de centre B conduit par raccor- 
dement par anneaux au domaine Q, et la correspondance est encore ponctuelle 


es A 


a 


ae ay ‘ eed ae oe ay ae 
+ DE 2 
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Turonèue. — Sotent sur R deux domaines D et C limités chacun par un nombre of, 
Sr oe eure su 9 he » A > ay! à | $ 4 
| fini dares périphériques d'éléments & DAC = C'. CC & avec Get C— C’ simple- | 


ment connexes. D et © sont représentables sur des cercles A et 1 des plans. | 
complexes 3 et ©. Dans ces conditions DUC est représentable conformément sur un 
domaine d'un plan complexe Z (plan entier, plan pointé ou cercle fini), la corres- 
pondance entre frontières étant ponctuelle continue. 


Remarques 1. — D'après le rôle joué par À on peut se borner à faire sur la 
nature de la frontière de D, l'hypothèse suivante : da périphérie de D'est une: 108 
courbe À dont toute portion intérieure à un voisinage U est formée d'un nombre 
fini dares périphériques d'éléments &,. Nous dirons que A estune courbe normale 
sur R. Le théorème est encore valable. | 


? : Fig. ar. 


2. Conservons toujours les mêmes hypothèses sur C, et considérons un — 4 
cercle A dont un morceau 4, simplement connexe, est représentable conformé- 
ment sur dC, où d est limité par une courbe normale. Soit d' = (= dn, ‘sh 
ayant pour images à ct IY dans 2 et P. On sait alors construireQ=(A2TP)la 
correspondance entre frontières étant ponctuelle et continue. as 


2, RECOLLEMENT. 


| Soient sur la circonférence d’un cercle A, deux ares pq’, pa (nq npy = {p à) 
É a2 : <M : to oh . 7 eh “ 
Supposons qu'il existe ¢CA contigu à q'pg’, représenté conformément par be ae 


v4 “ d Er PTS . . 

surdc R, de sorte que pq’ et pg” aient pour image une même courbe y, normale, 
d'extrémités P et Q. Soit C l'intérieur de 4U y, que nous supposons intérieur à 
un élément &, (et simplement connexe), représentable sur un cercle I, dans 


= : fi RS — pore at 
lequel da pour image I’. On dit que pq’ et pg" sont contigus associés. D'après la Ki 
remarque 2 (ci-dessus), on sait construire Q—(AÈT), les points de q'pq" 
= à te > 2 = \ 2 Mars ; | 4 
correspondant à des points intérieurs à Q. Si g'pq" couvre la circonférence de A A 
avec © doublement connexe, Q est le plan entier (fig. b); si 2 est simplement a 
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connexe (/ig.c), QEC, et Q est le plan pointé (privé de l’image de Q). Si G'pg' 
ne couvre pas la circonférence de A, Q est un cercle dont la circonférence est 
, Er 7 cf ’ à — : 
une image ponctuelle continue de l’arc 47’ ne contenant pas p(fig a). Dans tous 


les cas on dit qu’on est passé de À à Q par recollement suivant les arcs contigus 
ep me. 
associés pq’ et pq’. ' ° 
Dans le cas où © est un cercle que nous notons A,, p, étant l’image de g' 
(et q’), il se peut que p, soit l'extrémité commune de deux arcs contigus 


“, 1 -" . 7 “woe . > "2 
associes p,5,, p.5, Correspondant à q’q, et g'q; sur la circonférence de A. Soit A, 


_« ae LA AG, a 
obtenu par recollement de A, suivant p,s, et p,s;. I] se peut que l'on puisse 
recoller A, et ainsi de suite : 


re ae ey Sey ae eRe ee à 


Li 


+ 


ti 


a. Si A, ne peut pas être recollé : si g, <q. la circonférence de A, est en 


: LE DRE . 
correspondance ponctuelle continue avec g,q, qui Hp. Cette correspondance 


9 


aE, (c) 
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Fig. 22. 2 


est analytique entre les intérieurs de ces arcs; si g,—q;}, A, est soit le plan 
pointé soit le plan entier, suivant la façon dont a pu être effectué le recollement 


- ge EP “a= 
de 4, , (fig. b et c) : Dans ces deux cas on dira encore que pq, et pg, sont 
contigus associés. - 


Er -- b. La suite des A, étant infinie, chaque A, contient une image conforme | 
_  deA, ,. Toutes les représentations de A dans A, étant normalisées au centre de A, 
on peut appliquer les résultats du Chapitre 1, A. Soit Q le cercle limite. Sur la 


AFS: - 1 L LA : Ua LE Ar Zo ae i“ 
- circonférence de A, g,— Q', 7, > Q’. L'intérieur de Q’pQ’ se représente sur un 


| oe À : US Sr Z F É 

are À CO, tandis que l'intérieur de Q’Q’ est représenté analytiquement sur un 
arc de la circonférence de Q, mais plusieurs éventualités sont possibles concer- 
nant la représentation des points Q' et Q": ilse peut que un arc de circonférence 


entière de Q soit bout première correspondant à Q' si Q’=Q”, Q étant de rayon 


=e ot | re GPS oar = Ms. 
_ fini. On dit que pQ’ et pQ” sont contigus associés au sens large. 
L S ‘ et | ; É a 3 > . . 
- Apprication. — Sort sur R un domaine D limite par un nombre fini d’ arcs pért- 
_phériques d'éléments &,, représentable conformément sur un cercle À, la correspon- 
dance étant ponctuelle, continue entre les frontières. Supposons que deux arc: 


; Cx eam iga : é re 
res de D, PQ et PQ! suivent le méme tracé À sur & et correspondent à pq 


ik 
x 
\ 
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=} 
td ; 


x 5 et pq" sur la circonférence de A. Les deux arcs py et pq’ sont contigus GSSOCIÉS 4) =o 
: en d’autres termes DUA est représentable conformément sur un cercle, la corres- es x 
pondance étant encore ponctuelle continue entre les frontières, le cercle image 

de DUA pouvant étre de rayon infint.: 29 ; 


‘ Il suffit de remarquer que A peut ètre recouvert par un nombre fini 
d'éléments &;, et de prendre pour domaines C les morceaux les plus grands 3 
possibles de ces &. On se trouve alors nécessairement dans le cas a ci-dessus. 


3. — SOUDURE. 


Sotent deux cercles A, et Ay, et deux morceaux simplement connexes drCA 
da CA», contigus aux arcs À, et hy des circonférences de A, et A,. Supposons 
qu'il existe deux représentations conformes, de à, sur d\ CR, et de à, sur d, CR Es 
telles que d,nd,—5 et que À, et }., aient pour images sur R une même courbe 
normale A. Dans ces conditions on peut réaliser la soudure de A, et À, 
suivant dy et. hs, C'est-à-dire construire un cercle A contenant une unage 
conforme de A,, de A, et de d, UdAU. Si l’une des extrémités de À appartient 
à R, il lui correspond un point sur la circonférence de A. 


_ Soit yC A, et périphérique de &,. Sur A, image de Dy (y est pris assez petit | 
pour qu'un tel & puisse exister), y a pour image un arc analytique, dont + 
est une portion connexe intérieure à A. Soient à; et 2; les images dans A 

| de &Nd, et End, 2, et à, les composantes connexes de 2° et 2: contigués à y’. 
On peut construire dans 3,Uy'U2, un cercle C coupant y’ en deux points 
seulement sous des angles £o et x. 2,— CN, 2, (2). La représentation 
de 0 aye le morceau correspondant de à, restant analytique au voisinage de 
l'arc y’, la périphérie de d'image de 2, coupe la circonférence de A, sous des 
angles +0, r. Oy = (a, C)s’obtientalors par un processus fini. Soit d! l'image 
dans @, de %,. Dans A, la périphérie de d, est un are analytique coupant ba oe 
circonférence de A; sous des angles 40, x. Done @ = (@,“A,) s'obtient par eo 
un processus fini. On a réalisé la soudure de A, et A, suivant A et A” corres- . wae 


= 


x 


Ki 
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pondant-ay’= Cry’. Soient A‘, À? les deux arcs de la circonférence de @, 
correspondant à A,— A’, et A}, À; ceux qui en esponaent à A, i. À; et A; 
sont contigus associés (au sens Tage seulement si À n’a pas d'extrémité corres- 
_pondante sur ®) ainsi que A, et À;. La réalisation du recollement de @ 
suivant À, À, d’une part, A; À; d'autre part conduit à un domaine Q qui réalise 
la soudure de A, et A, suivant A, et À. On dit que A, et À, sont des arcs 
assoctables. 


CG. — Représentation conforme des surfaces de Riemann découpées. 


À. — DÉCOUPAGE DE R. 


A, étant le cercle image de &,, toutes les représentations considérées seront 
définies dans A, et normalisées au centre. 


a. Soit 6, l’élément de plus faible indice tel que GNE, Z 6. 

— S1:6, NÉ: = 6, ou 6,, A, ou A, réalisent la ni sur un cercle 
de &, U6,. 

— Si &,N6&, est doublement one EVE. couvre S (fermée). On sait 


construire 3 = ®(M) représentant & sur le plan entier. 
— &,—6, est formé d'un nombre fini de composantes simplement 
connexes C, C, ... C,. €, est contiguë à 6, suivant un are au moins: soit T, 


l’un deux (le plus grand possible) et soit €; la composante de &, N6, contiguë 


à l',. Soient C,, C!, y, les images dans A, de €,, €, T, ; Ci Uy, UC, simplement 
connexe est représentable sur un cercle €, dans lequel €: est l’image de C:. 

Soit D, —(A,t€,), l’image confor D, = 61 U Yi U C1. Opérant avec @ 
et C, comme avec 6, et C,, on construit D,—=(@,t:€.). D, est une image 
conforme circulaire de D, CR constituée par les points de 6, et de &;, certains 
points intérieurs de &,, points frontières de &, pouvant être frontières de D,. 
La frontière de , est formée d'un nombre fini d’arcs périphériques 
d'éléments &,, et la correspondance entre la frontière de 3, et la circonférence 
de), A, est ponctuelle continue. 


b. Soit &, l’élément de plus faible indice tel que D, NS, 4 5. Les composantes 
de D,N&, sont les composantes de & NE, et celles de 6,M&,, peuvent être 
réunies ou séparées par la suppression et la conservation d’arcs frontières de &, 
pénétrant dans &,. En remarquant que, s l existe dans D, une courbe fermée 
frontière de D,Nn6G,, c’est la périphérie complète de &, et qu’elle est donc 
unique on déduit que le théorème relatif à l'intersection de deux éléments &, 
et &, est valable pour l'intersection de D, et &,, en remplaçant nous son 


énoncé &, par P, et &, par &:. 
Les mêmes cas que dans a peuvent se rencontrer, et dans le troisième l'opéra. 
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tion peut se poursuivre : on obtient un cercle D, image conforme de D,CR, 
> > 7. bate 4 1 Fe e eS 
constitué par les points de &, &:, &;, certains points intérieurs de & U6; 
(frontières de D, donc de &, ou &,) pouvant être points frontières de D,. La 


a ’ ; . , = ie 1. mi 
frontière de D, est l’image sur R d’un nombre fini d’arcs des circonférences | 


de A,, As, Aj. Il peut arriver que D possède deux arcs frontières contigus 
associés. Par recollement de D’ suivant ces arcs on obtient D, qui est soit le 
plan entier (D, est image conformé de ® entière), soit un cercle fini (D, est 
image de D, CR avec correspondance ponctuelle continue entre les frontières), 
soit le plan pointé (c’est le cas où la frontière de D, est intérieure à &,, où la 
frontière de 6, est intérieure à D, et où les deux frontières ont un ou plusieurs 
points communs. Ces points sont intérieurs à des &, d'indice plus élevés et 
l'opération peut se poursuivre). 

c. L'introduction de &, conduit à la construction de D, image de D,CR.... 


R SURFACE FERMÉE. — On a construit sur R une suite finie de domaines 
D,cD,C...cD,— 327. Ou bien D—R et D,— D est le plan entier, ou bien D 
est un cercle fini et la frontière de D est formée d’un nombre fini d’ares péri- 
phériques des éléments &;. On a construit 3 — D(P) représentant conformé- 
ment D(CR) sur le plan entier ou un cercle fini D. 


QR SURFACE OUVERTE. — La suite D, cCD,cD,c...cD,c... est infinie. 


Tout 6, est atteint : &, peut être joint à 6, par une chaine finie d'éléments &;; 
chaque élément de cette chaine est atteint au bout d’un nombre fini d'opérations 
après que le précédent ait été atteint. Les cercles D, de rayon croissant ont pour 


limite un cercle D (application du Chapitre 1, A), et les 9, convergent unifor- 


| mément dans D, vers z—%,(3,). Soit PeD,,, alors PED, (tout 7 >m) et 
notons €; son image dans Di; z= ;(¢;) est indépendante de ¢. On a done 
défini s= @(P). Un domaine CD}; est représentable conformément sur Dj, 
donc aussi sur G du plan z par s = ®(P).. | 


Si P frontière de D,, ou bien PED, pour nN (alors D(P) est une repré- 


sentation conforme détinie dans un domaine contenant P) ou bien P est frontière 
de tous les D, (7==K). Soit alors &, le premier élément de la suite &; (la 
dernière formée) tel que PE6,; P fait partie d’un arc frontière d’un &;au moins 
(c<K,i<y). La construction des D, montre qu’on ne tracera pas dans 6, 
d’autres coupures que celles existant avant Ja vi opération : P est 
frontière de D,,Peë,cD, pour tout Av. Sur A, (image circulaire de &,) la 
frontière de D, se représente suivant un nombre fini d’ares analytiques 
(cf. p. 29). On peut alors construire dans A, un domaine d(P')3P' (image 


de P), tel que l’image de la frontière de D, à l’intérieur de d(P’) soit formée. 


’ 7 1 } rans 1 a] 1 ‘ . 0 
d’un nombre fini d’ares analytiques C; issus de P’, chacun étant image d’un seul 
¢ ee nee , > n . - . . 4 
are périphérique d’un &,. On peut même construire d(P’) tel qu'il soit partagé 


\ 


/ 
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par les G;-en autant de triangles curvilignes ¢. Soient sur ®, 2(P), qi les 
domaines correspondant à d(P’) et ¢;, y; les arcs images des arcs C;. On peut 
remplacer ¢(P) par un voisinage U(P)Co(P). S'il y avait un seul arc y issu 
de P, la représentation circulaire de D,, D, admettrait sur sa circonférence deux 
arcs contigus associés, correspondant au tracé Y: Sur R. Le recollement suivant 
ces deux arcs aurait été effectué sur D,(hZy). Soit alors p(==2) le nombre 
des arcs y;: il existe au moins deux arcs yi, frontières de D, et de tous 
les D, nv; sinon dans ¢(P) et sur p—r au moins des ares y;, certains points 
deviendraient points intérieurs de domaines ,; mais cela ne peut avoir lieu 
que par un recollement suivant y; et ce recollement se poursuit sur tout y; 
suivant y,Uy. si p=2 (mais alors P deviendrait point intérieur d’un ?,), 
jusqu’à P exclusivement si p > 2; le nombre des y; devenant p —r, après une 
autre opération de rang fini, un autre arc y; disparaitra et l’on sera ramené au 
cas p = 2, puis P deviendrait intérieur à D, pour une valeur assez grande der. 


THÉORÈME. — Sz P est frontière de tous les D, n > N, wl existe sur R un voist- 
in a x . : 
nage o(P) et un système de m arcs (m2) issus de P, qui sont les seuls ares 
frontières, intérieurs à à( P), de tous les D, pour n > N, (*). 


Nous appellerons arc définitif y un arc frontière d’un 6; et frontière de tous 
les 9, à partir d’un certain rang. | 

Tout point frontière de D, est intérieur à un Ô(P) dans lequel il existe un 
nombre fini (peut-être nul) d’arcs définitifs extérieurs ou frontières de D,. La 
frontière de D, peut être couverte par un nombre fini de o(P), donc un nombre 
fini d’arcs définitifs appartiennent à la frontière de D,. Tout arc définitif appar- 
tenant à la frontière d’un D,, on déduit : | 


TuéorÈme. — Les arcs définitifs y forment une famille dénombrable, finie si R 
est fermée. 


Considérons un morceau compact KCR dont aucun point n'appartient à un 
arc définitif : il existe un D, >K : K peut être couvert par un nombre fini de 6;; 


i=h 


soit &, celui de plus fort indice et An=(VJ&. D,— A,. La frontière de D, 


i—=1 


comprend un nombre fini d’arcs intérieurs à À, et la construction des D,,m >h 


n’introduit pas de nouveaux arcs frontières CA,, qui seraient done CM, Il n'y 
a besoin que d’un nombre fini d’opérations de recollement pour éliminer tous 


les ares non définitifs cA, : il existe donc un D,DK. s=(P) représente 


done K sur K*cD. D'autre part, tout compact K* CD est couvert par l’image 


(') On indique seulement l'existence de Ny, mais non un moyen de déterminer No ou de caractériser 
les ares définitifs parmi les y; € 6(P). 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. |. - 5 
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arc y ne pénètre à l’intérieur de Ki. 
L'ensemble I des ares y est appelé coupuré & sur R. Sil’, est une courbe fermée 


formée de points intérieurs à et, AT = 6, |’, appartient à un compact K, done 
à un D, et = — D(P) représente I’, sur une courbe fermée cD. Donc I, sépare 
sur @ un domaine formé de points intérieurs à & et EL. | 
Tuéorème. — R* déduite de R par suppression des points appartenant a la 
coupure I, est une surface de Riemann simplement connexe, que la fonc- 


‘ À LIANT 
n 1 a à L 7 # Là 
conforme d’un D,, done d'un D,,, done d’un compact K, CR et tel qu'aucun 


tion 3—0(P) représente conformément sur un cercle D de rayon R Res Jint ou 


infint ). 


2, — CORRESPONDANCE ENTRE LES FRONTIÈRES. 


Soient Pel’, 2(P) déjà introduit, mle nombre d’ares définitifs issus de P. 
Sur A, les ares y; (¢ mod m) ont pour images les arcs analytiques C;. Soit D,un 


domaine dont tous les arcs frontières qui pénètrent dans 4(P) sont définitifs. 


Coincidant sur R avec y; distinguons y;,. arc périphérique de D, contigu au 
triangle 7; compris entre‘y; et Y:1, et y: contigu au triangle <;:, compris 


entre y; et y:,. Notons 6;=yi,. Uyi , soit b; son image sur le plan É,. ty sein 


représente conformément sur un croissant de D,, 6; ayant pour images b” sur la 
circonférence de Tis Pnomn représente b; sur b de la circonférence de D,,, la 
correspondance étant continue sur 67 analytique dans l’intérieur. 

Que & soit ouverte ou fermée, 6; se représente sur un arc de la circonférence 


de D(b” ou 4°), la correspondance étant continue sur 4; analytique à l’intérieur 
des ares c;.. et c;,,,_. En particulier si y; + et Vis, appartiennent au même arc 


définitif de, ¢; et c;,, ne constituent qu'un seul arc analytique et la correspon- 
dance est encore analytique en P. 


THÉORÈME. — La représentation 3 = ®(P ) est continue sur la coupure définitive. 


de R*, PTE à l’intérieur des arcs définit Vit 


Remarque. — La circonférence de D ne peut comprendre deux ares contigu 
assoctés. Sinon soit P’ l'extrémité commune à ces deux arcs sur la er 
de D, et P l’image de P’ sur &. Il existe D, admettant deux arcs frontières issus 
de P, (correspondant à P’), contigus associés, sinon cela n'aurait pas lieu 
pour D : mais le nocolleinent de D, ip avoir été fait suivant tous les ares où il 
était possible. 


3. — SURFACES SIMPLEMENT CONNEXES. 


La coupure I’ ne pare pas R. Soil alors PET. On peut distinguer, coinci- 
dant avec P sur @, au moins deux points P’ et P” frontières de R*, que l’on 


peut joindre par une courbe CC R* (sauf en P). C est une courbe fermée de R 


ques si R est pp erent, connexe, sépare Ren deux morceaux gene à un G est 
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tel que- Ge “GUC est formé de points intérieurs aR; G, morceau compact 


ih 
de R, recouvrable par un nombre fini d'éléments est recouvert par A,=(Jé.. 


t= 3 


PQA, ne comprenant que des arcs périphériques de 67h), en-nombre 
fini, est formé à l'intérieur de G d’un nombre fini d’ares définitifs y. Supposons 
qu'aucun arc y n'ait d'extrémité libre, c’est-a-dire, que toute extrémité d’are y 
est aussi extrémité d’un autre are +: à partir d’un point sur (etintérieur à G) 
on peut parcourir I dans les deux sens et après un nombre fini de pas (si nous 
appelons pas la traversée d’une extrémité commune à deux arcs y) on a par- 
couru entièrement l'AG; or I ne coupe C qu’en un point P, donc nécessaire- 
ment I se referme à l’intérieur de G, mais alors une boucle fermée de IT 
sépare R simplement connexe en deux morceaux, ce qui est absurde. Soit 
donc Q une extrémité libre d’un arc y. Soit 6,5Q. On peut construire sur &, 
6(Q)c&,, 6(Q) ayant pour image sur A, un cercle, dont la circonférence n’est 
coupée par l'image. de I qu’en un point; le recollement de D serait possible 
suivant les arcs images d’une portion de F'A2(Q) voisine de Q. Tne pen pas 
exister. 


PREMIER THÉORÈME DE L’UNIFORMISATION. — Sz R est simplement connexe, z= ®(P) 
la représente conformément et biunivoquement soit sur le plan entier (cas des sur- 
faces fermées), soit sur le plan pointé (cas rer soit sur un cercle fini 


(cas hyperbolique). 


Remarquer que si z = ®(P) représente R” sur le plan pointé, on peut affirmer 


que R*= R, car si I existait D serait de rayon fini. 


# 


D. — Représentation d’une surface ouverte. 


|. — [or DE LA SOUDURE. 


Soient D, l’image de R* par z—d(P), et V(r 2)... a) Une 
suite de disques identiques à D,. Numérotons les côtés (image a’ un à sur la 


circonférence de chaque disque D, de la même façon sur tous les Dj. À; ; désigne 
le côté ayant le numéro & sur la circonférence du disque D,. Tout are y; a sur la 
circonférence de D, deux ares images Ao, et Ao,, parcourus dans des sens 


| opposés quand on parcourt y; sur R. Aq, et Ao, sont dits associés. Ainsi les 
deuxièmes indices peuvent être associés par couples. Il en résulte que 2;,, 
et À: sont associables : en effet, soient dans D, deux morceaux simplement 


connexes d, et d, (d,Nd,=— ©) contigus à ho rt Ross di, el d;, ces mêmes mor- 
ceaux pris dans D, et D;; dj, et d;, sont les images de 2, et 6, sur R, sans points 


communs et admettant une AiDé frontière commune y, correspondant à ER. 


‘et À; Effectuons alors la soudure de D; et D, suivant Ay et À, (où les 
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‘deuxièmes indices 1 et p sont associés). On obtient un cercle 4, sur la circon- 
férence duquel il peut y avoir deux arcs contigus associés, on effectue alors le 
recollement de A’, suivant ces arcs et l’on obtient un cercle A,. Sur la circonfé- 
rence de A, les côtés ont pour indices A;x(1=1,2;#=1,2,...,n,.. .). Les 
côtés Aj, et As, sont associables : pour le voir il suffit de considérer dans A, 
l’image de d;,,. Nous effectuons la soudure de A, et A, suivant la loi ci-dessous. 


Lot de la soudure. — Soit A, sur la circonférence duquel il n'existe pas d’arcs 
contigus associés. Nous lui soudons un nouveau disque D,,, suivant are de 
la circonférence de A, dont la somme des indices est minimum. Si plusieurs 
arcs ont la même somme d'indices on choisira celui de premier indice le plus 
faible. Il se peut que la circonférence de A,,, obtenu par soudure de À, et Drv | 
: possède deux arcs contigus associés. On effectue alors le recollement de 4,., 
suivant ces arcs tant que cela est possible. On obtient alors A,,,. | 

Comme il s’agit de surfaces ouvertes, la circonférence de A’, obtenue par 


soudure de A,, et D,,, possède nécessairement un sommet singulier (point 


d’accumulation de côtés) ne correspondant pas à un point de ®, comme celle 

de D,,; elle-même, et le recollement ne peut être réalisé suivant la circonfé- 
rence entière ni de A,, ni de D,,,. On définit ainsi une suite de domaines (A,), 

ayant chacun une image dans le suivant par Was = Pn1(#,) normalisée au 

centre, et à laquelle on peut appliquer (si elle n’est pas finie, ce qui a priori 
serait possible) les résultats du Chapitre I, A. On obtient alors un cercle A de 

rayon fini ou infini, contenant une image conforme biunivoque de tout A, et tel 
que tout cercle de rayon plus petit est couvert par l’image d’un A,. 


2. — Ervupe DE A. 


| S1PE A, il est intérieur à l’image dans A d’un 4,. Soit P, le point de À, image 
de P avec correspondance conforme biunivoque d’un voisinage. P, est soit inté- 
rieur à l’image dans A, d'un Dj, soit frontière de plusieurs images de disques Dj. 


Premier cas. — P,, donc P est Pimage d’un point P, ED,, avec correspondance 
conforme biunivoque d’un voisinage. Or P, est l'image localement conforme 
de TER*CRK, c'est donc aussi vrai pour P. Inversement si LER", ila une 
image dans Do, localement conforme, done aussi dans tout D,, et n images 
dans A,,; une de ces images P’ est intérieure à l’image de D; dans A. 


a 
Deuxième cas. — P, est frontière de plusieurs images de disques Dj, néces- 
sairement en nombre fini. Soit D, le disque de plus petit indice dont l’image 
dans À, admet P, pour point frontière. P, correspond à un point P, de la fron- 
_tière de A). Puisque P, devient point intérieur d’un A, c’est que P,, est soit inté- 
rieur à un côté de A,, soit sommet régulier (extrémité d’un côté, correspondant 
à un point de ®), la loi de la soudure ne permettant pas à d’autres points péri- 


BS iho Cr 
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phériques de A;, de devenir points intérieurs d’un A,. Supposons P, , frontière 
de A,_,. La soudure de A,_, et D, fait intervenir (cf. 1 recollement) un domaine 
CCR et son image circulaire I’. A, contient, entourant P, une image conforme 
du domaine C contenant l’i image & de ee il en résulte que P,, pee P,, et P 
sont des images localement sentonn es de & | 

geet :1° SE l'intérieur d’un côté de R*. & a deux images P, et P’, 
sur la circonférence de D,, Beene « P,e.. Soient P, et P, les deux points 
de A, qui, sur l’image de D, correspondent à P, et P’. Si P,eÀ,, alors A, contient 
un voisinage de P, en correspondance conforme biunivoque avec un voisinage 
de & sur &. Si P,, est sur la frontière de An; Presa Apres un nombre fini de 
soudures, À», finira par être le côté de A; , dont la somme des indices est 
minimum. Alors la soudure de A4, et D, se fera suivant les arcs Re €b Ars, 


et P,, aura pour image P,e@A,; la correspondance est alors localement 


conforme entre LER, P,EA, et son image PEA. Remarquons que l’image 
de P,_, peut devenir intérieure à A, à la faveur d’un recollement sans que A,,,, 
ait été le côté de somme d'indices minimum. Une image de & dans A sera 
définie par P, ou P’, suivant qu’il s’agit sur la frontière de l'image de D,, du 
point tee nie aP,ou a.P, Pps P,. 

2° £& est extrémité d’un arc y. En Æ aboutissent p ares y; séparant des 
triangles 7; dans 0(@). Chaque triangle 7; se représente suivant un croissant 6! 


de Dy. Soient Qi (c=1, 2, ..., p) les points de la circonférence de D, images 


de &. Qi est l’extrémité commune de À, 4,4) et Ao iss, 5 € "est aussi le sommet 
du croissant 9’. L'ensemble des p points Q{ est appelé un cycle de sommets. Si 
la soudure de A,_, et D, (ou un recollement au cours de cette soudure) a lieu 
suivant les are A;.;;,) et A x, on a rassemblé dans A, le croissant 0; image de 0, 
son sommet étant l’image Qi, de Qi, sur A4, et de Q’. Sur la circonférence 
de A,_,, supposons que plusieurs croissants aient déjà été rassemblés avec Q,_, 
pour sommet commun. Soient A1) et Anu. les côtés de la circonférence 
de A;, aboutissant en Q;,. Les croissants rassemblés en Q’.’,. sont donc 
Gee (t=) Jos. sep dE). eupposens le nombre de ces croissants < p(ce 
qui est vrai pour A, =D,, où il n’y a qu’un seul croissant à chaque sommet). 


_ Après la A" soudure, le croissant 0; est aussi rassemblé autour du point Q;. 
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Ou bien le nombre des croissants réunis en Q est encore <p, + bien il est "Sn 
égal à p, puisqu'on n’en a ajouté qu'un. Dans Je dernier cas i+1=/] modp, et 
l’on peut poursuivre le recollement de A, suivant les ares Aug et Nk, (ees oI Ce ss 
recollement se fait en introduisant un cercle contenant une image conformed'un . 
voisinage de ©. Q’, devient alors point intérieur de A,, en étant une image loca-, 5 
lement conforme de «. Il se peut que le recollement de A, puisse se poursuivre ne 
le long de la circonférence de D, à parheds l'extrémité re l’arc (suivant lequel ; 
a été Me la première soudure), qui n’a pas été utilisée pour conduire à Q,. La 
périphérie de D, et celle de Ay, contenant chacune au moins un sommet sin- 
gulier, le recollement ne peut se faire ni jusqu’au point Q,,; par l’are Ax ua, Ct. 
ses suivants, ni jusqu’au point Qi’, par Vare À, Done une opération de 
soudure n’a bien ajouté qu’un seul croissant Qi. à l’ensemble des croissants déjà 
réunis en Qi. Après un nombre fini de soudure @ aura encore une image loca- — x 
lement conforme à l’intérieur d’un A,, done de A. 


‘ 


DEUXIÈME THÉORÈME DE L'UNIFORMISATION. — Toute surface de Riemann ouverte est 
représentable par une représentation conforme, uniforme ou non, soit sur un | 
cercle, soit sur le plan pointé, de la manière suivante : tout point de R peut être 
enfermé dans un de ses voisinages, que la représentation précédente applique à 
conformément et biunivoquement sur un voisinage d’une de ses images. Tout point — 
du cercle image, correspond à un point de R, avec correspondance conforme biuni- 
voque d’au moins un voisinage sur R. 


CHAPITRE Il. 


LES SURFACES DE RECOUVREMENT ET LEURS ARBRES TOPOLOGIQUES. | “ES 
A. — Surfaces de recouvrement. À rie 


A. DOMAINE RÉGULIÈREMENT COUVERT. — Soit f une représentation conforme d'une 
surface de Riemann R dans une autre R. Un domaine D de R est régulièrement 

‘ Fan par par & pour f si l'ensemble E des points de R dont I’ image par f, appar- Se 
tient à DIE=/"'(D)], n'est pas vide et si toute composante connexe de E est — 
représentée conformément et ee <i sur D per Fon 


B. RECOUVREMENT ABSTRAIT. — Soit R une Surface de Renan un recouvrement 
abstrait (R, f ) de R est un couple formé Par une surface de Riemann R, tune 


représentation f de R sur R telle que tout Lana de R posses un voisinage réguliè- a ; 
rement couvert par R pour f. LEE PETER En 


) D’après Chevalley, Theory of Lie Groups, pour les recouvrements d'espaces topologiques. HA SE RE 


4,7 j \ A" , F Hd À L * 
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2. — Choix DE KR. 


nm L , 
(KR, /) étant un recouvrement de R, (R', ©) un recouvrement de R, (R', feo) 
est un recouvrement de R. pu 


J ° 9 représente &' sur R en satisfaisant aux conditions A et B. En particulier, 
toute surface de Riemann ®’ conformément équivalente à R, peut, combinée 
avec-une fonction convenable, constituer un recouvrement de R. 


RECOUVREMENTS SIMPLEMENT CONNEXES. — a. Existence. — D'après le deuxième 
théorème de l’uniformisation, étant donné une surface R, il existe une repré- 
sentation conforme d’un cerele A (de rayon fini ou infini), sur R telle que tout 
point PER possède un voisinage U(P) régulièrement couvert par A pour /. 
Reprenons R°—R— [l'; si PER*, prenons U(P)CR*; si PED, ilest intérieur à 
à un arc de F, donc à un « disque » ayant servi à recoller divers exemplaires 
de R* [ces « disques » ayant été ordonnés on prendra U(P) inclus dans le 


disque de plus petit indice]. Tout cercle CA est couvert par un nombre fini 
d'images de R* ou de disques. 

E(U) +o, puisqu'il y a des points de E(U) dans le premier exemplaire de 
l’image de R*. Soit MEU(P) et une image de M dans A. La connaissance de v. 
permet de déterminer soit l’exemplaire de l’image de R*, soit l'image du 
« disque » auquel il appartient. Dans les deux cas, l’image considérée contient 
une image conforme biunivoque de U(P) par f *. 


b. Equivalence conforme. — Soient (A, f) et (A’, /') deux recouvrements 
simplement connexes de R où A et A’ sont deux cercles des plans 3 et 3’. Soit 


_pEA dont l’image sur R par / est P. 


Il existe sur R, U(P)-représenté conformément et biunivoquement sur u(p) 
et w'(p’) [une composante quelconque de /’-'(U)]. Pour obtenir U(P) on aura 
pu être amené à se restreindre à l’intersection de deux voisinages de P, l’un 
régulièrement couvert par A pour /, l'autre par A’ pour f”. On a ainsi défini 
z'(z) holomorphe, univalente dans u(p); soit p, sur la périphérie de u(p), 
auquel correspondent P, sur R et p, sur la périphérie de u'(p'). [En ayant au 
besoin réduit U(P) pour que ses représentations sur w et wv’ soient encore biu- 
nivoques entre les frontières]. U,(P,) est représenté conformément et biunivo- 
quement sur w,(p,) et u,(p,). z'(z) est holomorphe dans unu,( 9) et est 
prolongeable dans w, entier. Ce prolongement est possible dans tout À : soit 


qe À dont on peut s'approcher indéfiniment, par prolongement de s'( =) suivant 


une courbe . Q est l’image de q sur R; il existe V(Q), régulièrement couvert 


par A pour / et par A’ pour /’; la composante de f-'(V), connexe aq étant e(q), 


il existe w,(p,) tel que 2€(#,N+v) ne soit pas vide et ait pour image par /, d. 


7 ; ñ : BN 
d a une image dans w,, soit 2, et V(Q) a une image dans A’, connexe à ©’, 


U 


40 LÉONCE FOURES. 


par /’-': le prolongement de s'(3) est done possible en g. 3'(3) est analytique 
dans A, uniforme d’après le théorème de monodromie; elle est univalente, sinon 
3(3') ne serait pas uniforme, et 3’ couvre A’ quand = parcourt A entier. 3'(3) 
est donc homographique. 


~*~ 
Tutorime. — Les recoucrements simplement connexes de R sont tous conformé- 
ment équivalents. 
3. — CHOIX DE /. 


Choisissons maintenant pour représentation /, l'identité locale ('); / qui 


représente une composante connexe de f~'(D) sur D est l'identité. La 


surface @ qui, combinée à / constitue un recouvrement de R, est alors appelée 
surface de recouvrement de R, relativement non ramifiée. 


Existence. — Construisons sur R, # arcs de courbes ne morcelant pas R (on 
peut même supposer qu’il y en a une infinité dénombrable, comme c’est le cas 


pour l'), certains pouvant être fermés. Comme R est orientable on peut distin- 


guer sur R, deux bords d’un tel are de courbe : nous les noterons (a; et a;), 
c’est la loi d’association (Chap. II, D, 1); soit R* la surface ainsi découpée, 


R* une suite d’exemplaires identiques à R*. Si le bord a; de l’exemplaire de Rj est — 


noté a;,;, on peut construire R, = R} UR} Ua. Ua,, où les points a, et a’ , 
correspondants sont identifiés. En se donnant une certaine loi de formation R, 
| par exemple la loi de la soudure (Chap. II, D, 1)], on définit une surface de 
Riemann qui est une surface de recouvrement de R. | 


B. — Arbre topologique. Généralités. 


4. — Derinitions. 


~ 


Pour les surfaces de Riemann de fonctions analytiques, et possédant seule- 
ment un nombre fini de points fondamentaux, c’est-a-dire dont les points de 
ramification se projettent sur un nombre fini de points, on a ntilisé un mode 
de représentation de ses surfaces par les réseaux ou les arbres topologiques 


[Speiser (?), Nevanlinna (*), Le van Thiem (*)]. Nous décomposerons un arbre 


topologique en les éléments suivants : . 


a. Scutma. — L'ensemble des nœuds et des traits de liaison (ou côtés). — Le 
nombre q des traits de liaison issus d’un nœud, est indépendant du nœud. 


1 re ry < + , , : . 15 « 
(*) Abus de langage, pour désigner une projection de domaines plans, à un ou plusieurs feuillets, | 
sur un autre domaine plan. Nous dirons aussi que ces plans sont « au-dessus » les uns des autres 


(2) Ueber Riemannsche Flächen (Comm. Math. Helv., 2, 1930). - 
(*) Eindentige analytische Funktionen (Springer, 1936). | 


(+) Beitrag sun Typenproblem der Riemmanschen Flächen (Comm. Math. Helv., 20, iaike yi 
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Cycle. — Fe nsemble de nœuds et des côtés qui les Re ne de telle sorte que la 


ligne poly gonale ainsi formée, soit fermée et sépare le plan en deux régions dont 
l’une ne contient aucun nœud. 


Un cycle peut avoir un nombre fini » (cycle d'ordre x) de nœuds (donc le 
même nombre de côtés) ou une infinité (cycle d'ordre infini). 


6. ORIENTATION. — Nœuds. — Les nœuds sont de deux sortes, notés o et x. Un 
cote joint un o à un *. 
Côtés. — Les côtés de g sortes, notés a,, a, ..., Ag» 4g. Si l’on tourne 
> . 
autour d’un eo dans le sens direct, et que l’on renconte les côtés dans l’ordre 
di, 4, ..., Aya, Az, iL en est de mème pour tous les autres nœuds o, et si l’on 


tourne dans le même sens autour d’un nœud x quelconque, on rencontre les 
côtés dans l’ordre a,, a,, 4,1, ..., Ge. 


Tutorime. — Tous les cycles du schéma étant d'ordre pair, l'orientation est 


déterminée lorsqu'on a fixé la nature (+ ou x) d’un nœud, et la nature d’un trait 
de liaison. 


S'il y avait un cycle d'ordre pair, le fait pour un nœud de ce cycle, d’avoir 
une nature © ou x serait incompatible avec le fait qu’un côté joint deux nœuds 
de natures différentes. Pour un cycle d’ordre pair, les natures de ces nœuds et 
de ses côtés (donc des côtés issus d’un nœud quelconque de ce cycle) ne 
dépendent pas du trajet effectué sur la périphérie du cycle, pour atteindre ce 
nœud, à partir d’un nœud origine. Or deux trajets distincts joignant un nœud 
origine à un aceud quelconque sont réductibles l’un à l'autre en remplacant sur 
un nombre fini de cycles, une partie du contour d’un cycle par l’autre partie du 
contour du même cycle ayant les mêmes extrémités (!). 

Le schéma et l'orientation constituent l'arbre topologique, et si l’on a fixé les 
projections sur un plan =, des points de ramification d’une surface de Riemann, 
en spécifiant leur nature (par celle des deux arcs de liaison qui l'entourent), la 
la surface de Riemann est déterminée; l'hypothèse (‘) correspond au fait que 
la surface de Riemann est simplement connexe. L'arbre topologique d’une sur- 

face de Riemann peut dans certains cas suffire pour déterminer le type de la 
surface, alors que la liberté du choix des points fondamentaux de ramification 
peut a priori modifier le type de la surface. _ 


2. — LES ARBRES TOPOLOGIQUES A CYCLES FINIS ET REGULIEREMENT RAMIFIES. 


Il s'agit diarbres T ne possédant pas de cycles infinis et dont les nœuds ne 
s ‘acoumulent qu’à l'infini. 
| 


(1) Cela implique que les nœuds du schéma, s'ils sont en nombre infini, ne s ’accumulent qu’au 
point à l'infini du plan. Nous nous placerons toujours dans cette hypothèse. 


Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL — Fase. 1. 6 
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© DÉFINITIONS. — 4. À id schématiquement équivalents. — Deux nœuds P et P' 
sont dits schématiquement équivalents (P o> P’) si les figures constituées par le 
Bi: schéma et le point P d’une part, le schéma et le point P' d’autre part, sont iden- 
eae (en tant que figures définies à une tran ee topologique Fr 


Phases — Il est évident que P © Q, Q R entrainent Pon: 


b. Un schéma est régulièrement ramifié, s'il existe un cer tain ensemble fire (E) 
de nœuds tel que tout nœud du schéma soil à un nœud de E. 


tuées par l'arbre ' et le point P d’une part, l'arbre T et le point Q d’autre part, 
sont identiques. ; 


Transitivité. — PQ. Q-~ R entrainent P LR. 


existe un certain ensemble fini K de re tel que tout nœud de l'arbre soit © à 
un nœud de K. | 

D’après le théorème du paragraphe A ensemble des nœuds o» P, peut étre 
séparé au plus en 2g classes de nœuds équivalents, d’où : 


Tatorime. — Un arbre topo genus à schéma régulièrement ramifié est réguliè- 
ment ramifié. | 


 Tnéorème. — Sc I, régulièrement ramifié, ESA une infinité de nouds, tout 
nœud Q a une infinité de nœuds équivalents. 


P;~P,. Soit Q un nœud de T, qui peut être joint à P, par une ligne polygo- 
. ligne l';, comme I’, est construite sur Ta partir de Py. Chaque I; détermine un 


valent à Q, la ligne I’; peut se construire d'une counties unique à pare de Q; 
comme I’, à partir de Q. D'où l’on déduit : 


\ 


THÉORÈME. — Si T, régulièrement ranufié n'a qu un nombre fini de wide: 
chaque classe de nœuds équivalents comprend le même nombre de nœuds. 


e. Cycles équivalents. — Deux cycles sont équivalents st tous leurs nœuds sont 
re à deux équivalents, et rencontrés dans le même ordre lorsqu'on parcourt les 
cycles dans le même sens : I n’y a qu'un nombre fini de classes de cycles équi- 
_valents; et d’autre part, pour que deux cycles soient équivalents, il suffit qu’un 
nœud de l’un soit équivalent à un nœud de l’autre, et que les côtés du cycle 
issus de ces nœuds soient de même nature, La eee itos sur les sens est respectée 
d'elle-même, puisque les nœuds + RUPE sont de méme nature, 


c. Nœuds équivalents. — P et Q sont équivalents (P RQ), si les fig cures consti- 


7 ae Se < : y “en \ Pr ,* 
d. Arbre régulièrement ramifié. — V est un arbre régulièrement ramifié, s'u 


L'un au moins des nœuds de K, soit P,, possède une infinité de nœuds 
gonale [’,. On peut construire d’une manière unique à partir de chaque P;une 


nœud Q;-~ Q. De plus I; et l; déterminent Q; et Q; distincts, car Q; étant équi- 


A 
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C. — Les surfaces fermées et leurs surfaces de recouvrement. 


|. — ARBRE TOPOLOGIQUE D'UNE SURFACE FERMÉE. 


Soit lune courbe fermée du plan z passant par les projections des points 
critiques de R; l'est partagée en un certain nombre d’arcs par les projections 
de ces points critiques. Construisons alors à partir de R une surface R* simple- 
ment connexe obtenue en retirant de R les points de certains arcs y dont les 
projections sur le plan = sont des arcs de PF. La construction de l'arbre topo- 
logique T* de R* met en évidence des côtés issus de certains nœuds, et n’abou- 
tissant pas à un autre nœud. Ces côtés représentent des liaisons entre demi- 
feuillets à travers un arc de R— R*. Cet are sépare dans son voisinage deux 
demi-feuillets de natures différentes, et à chacune de ces deux lèvres corres- 
pond un côté libre de l’arbre T*. [dentifions conventionnellement ces deux 
côtés libres notés À, — À. Alors tout côté de T* joint effectivement deux nœuds 
(ec etx), et T* devient l’arbre T de R. Une transformation topologique globale 
de R transforme les demi-feuillets en domaines sur S transformée de R. Si 
nous prenons pour S une surface type de même genre que R, un coussin à 
p trous par exemple, Les domaines transformés des demi-feuillets seront appelés 
demi-domaines d’univalence, et la frontière de chacun pourra être séparée en 
autant d’ares que l. Sur cette surface S, l'arbre T de R peut être construit sans 
que l’on ait recours à l'identification conventionnelle d'éléments « libres ». 


Remarque. — L'arbre T peut être régulièrement ramifié, si les définitions c 

et ds’appliquent à l’arbre T construit sur la surface S. 7 
Inversement, soit T* un arbre composé d’un nombre fini de nœuds, dont 
certains sont origines de côtés libres eux-mêmes associés par couples (¢, — €); 
si deux côtés libres associés étaient successifs sur la périphérie de T*, on 
pourrait les raccorder en fermant un cycle; deux côtés associés doivent être de | 
mème nature et issus de nœuds de natures différentes. Dans ces conditions on 
peut construire de proche en proche la surface R* représentée par I” et la 
limiter par des coupures indiquées par les côtés libres de T*; en identifiant les 
coupures correspondant aux liaisons ¢, —<, on a construit une surface de 
Riemann R à nombre fini de feuillets. On sait déterminer le nombre n de 
feuillets de R, sur T*, et pour déterminer le genre de R, il suffit de déterminer 
le nombre des points critiques avec leur ordre. La périphérie de T° est séparée 
par les côtés libres en un nombre fini d’ares polygonaux qui représentent 
chacun un trajet sur R limité aux deux coupures représentées par les côtés 
libres extrêmes. Ce trajet peut se poursuivre sur R et simultanément sur d’autres 
ares polygonaux de la périphérie de T*. Lorsque le parcours se sera fermé, le 
trajet correspondant sur R se sera également fermé, et l’on aura décrit sur R un 
chemin fermé entourant un seul point critique : tous les arcs polygonaux ainsi 
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parcourus sur la périphérie de T* appartiennent à un même cycle dont l'ordre 
est 2v (nombre de côtés de l’ensemble de ces ares) et le point critique corres- 
pondant a pour ordre v. Sur la surface S on ne distinguera pas les cycles initia- 
lement fermés sur T* et ceux qui correspondaient à des systèmes d’ares poly- 
gonaux de la périphérie de T*. Nous dirons que le « centre » d'un cycle 
d'ordre 2v correspond à un point critique d'ordre y. D'où le genre de R, 
2p =X(v;—1)— 2(n—1) qui ne dépend que de T°. . 


3, — SURFACE DE RECOUVREMENT. | 


Soit G l'arbre topologique de R, surface de recouvrement de R. Un nœud It 
de % représente un demi-feuillet de @ et comme tel correspond à un nœud N 
de T (Chap. IT, A, 3). Soit alors un point critique de R permutant une famille 
de demi-feuillets, dont fait partie celui représenté par Jv. A ce point critique … 
sur ® correspond sur R un point critique de même ordre, done à chacun des 3 
cycles auxquels appartient 9T correspond un cycle de même ordre sur T auquel | 
appartient -N (d’où l’on conclut que © est à cycles finis). La correspondance. 
entre JU et N ayant ainsi été prolongée à tons les nœuds des cycles contenant 9 
et N, on peut à partir de IU construire un arbre T, identique aT. L'arbre & est 


l'arbre de la surface de recouvrement représentée par T,. Mais T, peut être 


construite à partir de n’importe quel point Jt de &, donc : 


Taéorème. — © est à cycles finis, régulièrement ramifié, l'ensemble K (cf. déf., 
Chap. II, B, 2) pouvant être pris identique à l'arbre T de R. 


Cela n’exclut pas que l’on puisse trouver un ensemble K’ plus restreint que T. 
: : \e ‘ : 5 


be CELLULES. ~ 


_ Soit Q un ensemble fini de nœuds de 8. On peut définir les éléménts sui- 
vants sur & : nœud périphérique de Q, nœud NEQ et tel que l’un au moins des 
nœuds de & et &Q soit reliable à N par un seul côté; nœud extrapériphérique 
de Q, nœud Q de & et €Q, reliable à un nœud N EQ par un seul côté. N est donc 
périphérique de Q. 


Cellules. — Une cellule est un ensemble fini € de nœuds de &, tel qu'il n'y ait 
pas dans €, deux nœuds équivalents, et que tout nœud extrapériphérique de € soit 
équivalent à un nœud de €. | | 


Construction. — Soit PES, et b’, l'ensemble des nœuds extra-périphériques 
pour P. Désignons par b, le plus petit sous-ensemble de b', tel que tout nœud 
de b: soit rv à un nœud de b,; posons B, — b, UP. Soit b l’ensemble des nate 
extra-périphériques de B, et 6, le plus petit sous-ensemble de D! tel que tout 
nœud de à, ait un équivalent dans B:= B,U b,, :..1:Cette construction des B; 


‘ 
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ne peut fournir une suite croissante de B;, puisqu'il n’y a qu'un nombre fini de 
classes de nœuds équivalents. Lorsque B,,, = B,, B, est une cellule €. 


Côtés libres associés. — Un côté libre de € est un trait de liaison de T joignant 
un nœud périphérique de € à un nœud extra-périphérique. Soit Q extra-périphé- 
rique, il possède un nœud équivalent R dans €, et soit « un côté libre joignant Q 
à Q’ (périphérique ); le côté issu de R et de même nature que « joint REC a RB’ 
qui ne pent être Q’ lui-méme, sinon il y aurait deux côtés de même nature issus 
de Q’, puisque Q et R sont distincts; R’ qui est ~ Q’ ne peut donc appartenir à €, 
sinon € comprendrait deux nœuds équivalents. Les côtés (RR’) et (QQ’) sont 
deux côtés libres dits associés. Il est immédiat que cette association est réci- 
proque et qu’un côté libre n’a qu’un seul associé. (Nous conviendrons dans ce 
qui suit de ne représenter que la moitié d’un côté libre.) | 


Arcs périphériques. — Appelant extrémités de € les extrémités des demi- 
côtés libres, nous pouvons séparer sur la périphérie de € (précisément au 
moyen des extrémités) des arcs périphériques. 


PAVAGE DE © PAR LES CELLULES. — A partir de deux nœuds de ©, P; et Q; res- 
pectivement équivalents aux nœuds P et QE€, on peut construire d’une 
manière unique des cellules €; et €;, comme € est construite à partir de Pet Q. 


Tuéorème. — €; et €; ou bien sont confondues ou bien n'ont aucun nœud 
commun. 


Supposons qu'il existe NEC; et à €;. N a donc un équivalent N,E€ et un 
seul. €; et €; sont construits a partir de N comme € à partir de N, et cette 
manière de construire €; et €; n’a qu'une solution, donc €;=€,, 


Tuéorèue. — Tout nœud P ES a un équivalent dans €. 


Soit PES, on peut le joindre à OE€ par une ligne polygonale L, d'un 
nombre fini de côtés. Parcourons L (de O vers P); soit P, le premier point 
extra-périphérique de L pour €, il a un équivalent P' dans €; on peut cons- 
truire €, à partir de P, comme € à partir de P' et €; et € n'ont aucun point 
commun. Soit alors P, le premier nœud extra-périphérique de L pour CU €, 
il est extra-périphérique pour l’une au moins de ces cellules et a par consé- 
quent un équivalent périphérique, P,e€. On construit €, à partir de P, 
comme € à partir de P'. Comme P,P,, et que L comprend seulement un 
nombre fini de nœuds, il existe €,3P. Donc P a un équivalent dans €, évi- 
demment unique. Si l’on distingue 0€ € et l’ensemble de tous les Ov O, on 
couvre © entier sans omission, ni superposition en construisant les €, à partir 
des O, comme € à partir de O. Soient €; et €; deux cellules telles.que PE €; 
et Q;EC; soient reliés par un seul côté (cellules juxtaposées ), Q; désignant 


At 
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equivalent dans €; de Q; le côté issu de Q; et de méme nature que Q;P; ane ÿ 


précisément l'associé de P;Q; dans la cellule €;. 


it aude Pr a 
THEorime. — Dans le pavage de © deux cellules juxtaposées sont reliées l’une à 


l’autre par des traits de liaison associés. 


A. — CYCLES. 


Considérons un cycle K de 8; pour former le contour de K, il faut juxtaposer 
dans le pavage de %, un certain nombre de cellules. Un certain nombre ¢ d’ares 


périphériques de € contribuent à la formation du contour de ce cycle (en pou- 
vant y apparaitre plusieurs fois). Il n'existe pas sur la périphérie de € d’arcs 


périphériques (autres que les ¢ ci-dessus), contribuant à la formation du 


contour d’un cycle équivalent, sinon € comprendrait deux nœuds équivalents. 
Supposons qu’un arc périphérique de € apparaisse » fois sur le contour du 


cycle K. Soient P,, ..., P,, y nœuds équivalents appartenant à ces arcs; comme 


& est le même à partir de chacun des P;, tout are qui contribue à la formation 
du contour de K apparaît également » fois; y est donc aussi le nombre de nœuds 


équivalents apparaissant sur le contour de K, et à ce titre estindépendant dec. 
Nous appellerons v la caractéristique de K. Par contre, ¢ dépend de la décompo- : 


sition cellulaire. Le nombre total d’ares ee de cellules € apparais- 
sant sur le contour de K est vo. 4 


D. — ARBRE DE BASE. 


L'arbre de base de & est un arbre T, avec un nombre fini de nœuds, et une 
loi d'association entre côtés libres, qui soit l’arbre d’une surface algébrique A, 


_ tous les cycles de T ayant l’ordre qu’ils ont sur &. Si tous les cycles ont pour 
caractéristique 1, € est l’arbre de base de &, mais ce n’est pipe le cas dès qu'il | 


yasur & un vole de caractéristique 41. 


Prenons pour T un groupement G de N cellules €, dont les indices sont: 
définis modN. On va chercher un choix des indices des cellules €; de facon — 


que, en parcourant un cycle K; dans le sens direct, on passe par les demi- 
liaisons (z4, —1) [la liaison re €,, et la liaison — te €] de la cellule €, à la 


relie |, ce que l’on voit en parcourant le cycle K; adjacent à K; suivant (7, —/). 
Pour chaque K; on a une équation — : 


KE | | VD ee AN, 
K 


me ’ eC Dt eR EE vat i ; en) Seo os tape a he : 
où y; est la caractéristique du cycle K;; >) la somme des x; distincts corres- 


Kj 


~ 


¥ cellule €; avec k=h-+a;. On a alors 2_;=—2; [si nous cherchons à faire 
de a; un coéfficient lié à la liaison (4, —2) indépendant des cellules qu’elle 


1. 
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_pondant-aüx côtés libres reliant deux cellules consécutives du cycle. À; doit 


ètre un entier premier avec v;, sinon le cycle se fermerait sans être constitué 
par ve arcs périphériques de €: 

Si le système (1) est résoluble en nombres entiers, on peut construire un 
groupement de N cellules ayant toutes des indices différents, et prendre pour 
loi d'association, la suivante : soit z un côté libre de €,, on lui associe le côté 

ibre — 7 de C,..: l'association est évidemment réciproque : à — de Cri, 
correspond z de C,,,,,,= €». On a ainsi constitué un arbre de base T d’une 
surface algébrique A('). 


SURFACE DE RECOUVREMENT DE A. — Soit PE Get O un nœud de T. On peut cons- 
truire une ligne polygonale OP ou A. Soit P, le premier nœud extra-périphé- 
rique pour T sur A, P,Q, le côté de A précédant P,(Q, eT,). PQ, côté libre 
de T a un associé Q’ P' (PET) et l’on peut construire une ligne A, à partir 
de P, comme A à partir de P,. Soit P, le premier nœud extra-périphérique 
sur A, pour T; on peut construire A, et à chacune de ces opérations on pro- 
gresse au moins d'un côté sur A, et l’on associe ainsi à P un point II de T. 

Ce point IT ne dépend pas de A; il suffit de montrer que [n’est pas changé si 
l’on remplace dans A, une ligne polygonale contour d’un cycle, par la ligne 
polygonale complétant le contour du même cycle et ayant les mêmes extré- 
mités. Cela revient à montrer que si Q est un nœud de &, et M un nœud T~Q, 


_ et que l'on fasse parcourir à Q, le contour d’un cycle en partant de Q et reve- 


nant en Q, le point M,©Q, va parcourir à partir de M une ligne polygonale 
connexe ou disjointe de T se fermant en M quand et seulement quand Q, 
atteint Q. C’est une conséquence du fait que les équations (1) sont vérifiées 


(A; premier avec y;), d’autre part, si Q, décrit un cycle d’ordre 27, M, parcourt 


une ligne polygonale de 2r côtés (en comptant pour un seul deux demi- 
liaisons associées). | 

Soit R la surface de Riemann représentée par & et admettant les mêmes 
points fondamentaux de ramification que A. Un point de & appartient, sozt à un 
demi-feuillet : alors la correspondance établie entre les nœuds de & et ceux de T, 
permet d'établir entre un point d’un demi-feuillet de ® et un point d’un demi- 
feuillet de A, une correspondance conforme des voisinages, localement iden- 


tique; soit à l’intérieur d’un arc séparant deux demi-feuillets : la correspon- 


dance ci-dessus s’étend encore à ce cas, avec correspondance identique des 
voisinages ; ou bien c’est un point critique de &, d’ordre À correspondant sur & 
à un cycle d'ordre 2A. A ce cycle correspond sur T une ligne polygonale de 2% 
côtés, donc sur A un point critique d'ordre À. La correspondance entre 
e 
eh ee ee ee Le 
(1) Jai montré par une toute autre méthode que l'ordre de base T pouvait être construit même 
dans le cas où (1) n’est pas résoluble en nombres entiers, (C. £., Acad, Sc:, 239, 1951, p. 467). 


"TASER Se 
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€ centres » de cycles s'étend encore dans le voisinage des points critiques, par . 


identité locale. 


TuéorÈME. — La sur dre R représentée par % et ayant les mêmes points Yor: 
damentaux de ramification que A, est la surface de recouvrement de A repre ernea 


part. 


(6. — RÉSOLUTION pu SYSTÈME ( 1 ). 


Au lieu de conserver 2; et x; dans les équations (Gi): nous écrirons eZ: Où £;; 


est le coefficient de æ; dans I’ équation de K;. 


L 


a. 2n désignant le nombre des côtés libres de €, les équations 


(1) ae À; N > 


Ky 


contiennent z inconnues. Puisqu’ il y a 2n côtés libres, il y a aussi 27 arcs péri- 
phériques de €, d’où 27 équations. Si dans une équation figurent k inconnues, 


c'est que A arcs périphériques de € participent à la formation de K,, et I’ équa- \ 


tion de K; se trouve répétée h fois dans les 27 que nous avons écrites; h est ici 
le défini plus haut. 


b. Retirons du système les équations qui se rencontrent plusieurs fois et 


écrivons le système sous la forme 


LUEUR Seer 

eis ty ; 
Dans ce système, puisque les cycles K; sont toujours parcourus dans Je sens 
direct, l’inconnue x; se rencontrera deux fois seulement dans deux équations 
distinctes, avec des signes différents, puisque la liaison (7, — 1) correspon- 
dante, est un côté commun à deux cycles seulement et est parcourue dans deux 
_sens différents lorsqu'on parcourt les deux aries dans le méme sens. 


. Si toutes les équations comportent au moins deux inconnues, il, yaau 
se n équations dans le système SP) Supposons que (1) contienne « équations 


à une inconnue, ce qui ramène à 27 —« le nombre des équations répétées au 
moins deux fois : 


Sia, il ya au plus a —1 équations distinctes à plus d’une inconnue, ce 


qui porte à n +1 au plus le nombre d’ équations distinctes dans (2). 


_Sia >2, soient sur la périphérie de € deux arcs périphériques “tg DER TS 
limités par les côtés associés À et — À et, v. 


d’autre arc de p—1 entre les côtés libres À et uv. Il y a alors entre x et d., un 
are au moins d’un cycle de ¢ a 2; sinon à partir des côtés Libres 2 À et — À tous 


[+ 


et — p, et tels qu'il n’y ait pas | 
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les cotés-libres seraient deux à deux associés, et l’on trouverait que p. aurait un 
autre associé que — p., puisque entre — À et — y il y a d’autres arcs de cycles 
avec p — 1. Cela ayant lieu entre chaque couple a’ arcs dont les extrémités sont 
associées, on déduit que : 


Si «== 3 au moins une équation est écrite trois fois dans (1 ). 

Si «= 4 au moins deux équations sont écrites trois fois ou une équation est 
écrite quatre fois, etc. ; dans le cas général on pourra retirer« — 2 équations de(1) 
pour se ramener au cas où toutes les équations restantes (à part celles ne con- 
tenant qu'une inconnue) sont encore écrites au moins deux fois. Il reste donc 


au plus & + = [Con —%)—(a—2)|=n-+1 équations dans (2). 


d. Le système (2) comprenant p équations, le rang du tableau des coeffi- 
cients est p — 1; la somme de toutes les formes linéaires figurant aux premiers 
membres est =o, d’après (b). Donc le système ne sera PA ne que si l’on 
peut trouver N et un système de À; (chacun premier avec le y, correspondant) 
vérifiant 


ol jain =O, 


Sile rang était < p—t, il serait possible d’exprimer une forme linéaire des 
premiers membres, comme somme (changée de signe ) d’autres formes de (2), 
sans pour cela les utiliser toutes; revenons alors à la signification de ces équa- 
tions : I’ équation d’un cycle fera toujours intervenir les équations de tous les 
cycles qui lui sont contigus qui sont les seuls où figurent les inconnues appa- 
raissant dans la forme initiale, et de proche en proche tous les cycles périphé- 
riques de € interviendront. 

Il est à remarquer que la condition (3) ne fait pas intervenir la structure de €, 
ni les cycles de caractéristique 1. C’est une condition ne dépendant que de &. 


c. Calcul du déterminant des p — 1 formes principales. Il possède la pro- 
priété suivante H : chaque colonne se compose de 3éros et de deux éléments au 
plus, < 0 égaux l’un à +1, l’autre à —1. 

Nous chercherons NÉ la valeur absolue de ce détenuinant, sachant 
_ qu'il est Ao, et nous permuterons sans précautions pour le signe, Fes: ou 
colonnes. Aucune colonne ne pouvant être composée exclusivement de zéros, 
ni aucune ligne, on peut placer un 1 comme premier terme de la diagonale 
principale et ajouter la première ligne à celle où figure —1 à la première 
colonne. Le coefficient de a, est un déterminant D, de même espèce que le pré- 
cédent, puisqu'on a modifié une seule ligne sans altérer la propriété fondamen- 
tale H. Il en résulte que ce déterminant a pour valeur absolue 1. 


Sous la condition (3) le-systéme (2) est résoluble en nombres entiers. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. |. . 7 
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CHAPITRE IV. 


DECOMPOSITION EN FEUILLETS DE CERTAINES SURFACES DE RIEMANN. 


A. — Méthodes d'isolation des singularités. 


1. NOTATIONS: 


La variable complexe étant w, nous considérerons des surfaces de Riemann & 
obtenues par prolongement analytique. Nous anmelre que le prolongement 
est possible au delà d’un point algébrique sur ®, et nous réserverons le nom 
de point critique à la projection sur le plan w, d’un point algébrique de &. 
RK sera supposée simplement connexe, représentée sur un cercle C de rayon ¢ — 
(finiouinfini), par une fonction 3 = 9() dont la fonction inversesera w = f(z). 

Un point w, est transcendant pour 9, s’il existe à l’intérieur de tout cercle 
centré en #, un élément &(w, 3) prolongeable dans l’intérieur de ce cercle, 
suivant un certain chemin jusqu’à #, exclusivement. Un point transcendant 
n'existe que dans le plan w [les points critiques sont provisoirement exclus, 
puisque l’on a admis que 9 était prolongeable au delà des ne algébriques]. 
I] peut arriver que certains éléments soient prolongeables jusqu’en #, inelusi- 
vement; nous dirons qu'ils définissent une branche régulière (ou algébrique) 
en #,. Nous désignerons par % l’ensemble des points transcendants, &' son 
dérivé, &— &U &’. Nous nous bornerons aux surfaces & telles qu’i est possible 
pour chaque valeur de l'entier n, de construire un ensemble fini de domaines sim- 
plement connexes RG sesh ope RE Pn) tels que : 


12 wes; 


2° max dist(P, &')+o quand n—+ ©, P parcourant la frontiére de Us. 


2. — EXHAUSTION QUASI SIMPLE DE CB. 


Soit y, la courbe fermée frontière deo ; la trace de ! sur 2, est un ensemble 
fermé intérieur à à, dont la distance ay’, est A’, > 0. La couronne oe va 
- entre y, et une courbe y” dont tous les points sont à une distance de y} < hi, 
ne renferme qu’un nombre fini de points transcendants, et au plus une infinite 
dénombrable de points critiques. Il est donc possible de construire dans cette 


couronne une courbe y! fermée limitant un domaine 6” CŸ,, contenant à son 
intérieur tous les points de & intérieurs à 0, et ne passant par aucun point cri- 


tique. Les points de & extérieurs a Us sont isolés et en nombre fini : on peut 


les enfermer dans des domaines da ne ‘contenant LR qu’ un seul point trans- 


‘ ? 


SUR LA THEORIE DES SURFACES DE RIEMANN. 51 


cendant,-et dont les courbes frontiéres ne passent par aucun point critique; on 
. Gi 4 hes. . . * y Ds A 
peut assujettir les d, à avoir des diamètres qui tendent vers zéro quand n->. 


pue = Ni . Nj À 0 j 
Designons par, les domaines 2” ou d'(i— 1,2. ..., qu) et posons A, = € Uz ; 
l 


n n? 


les À, forment une suite croissante, chacun étant limité par un nombre fini g, 


de courbes fermées y, limitant les domaines ©! ; A, ne contient aucun point 


transcendant et les y, ne passent par aucun, point critique. Les à 
alors à 


1° GC US: 
i 


2° max dist(P,G) 0 quand n->x, P parcourant la frontière de US: 
i 


satisfont 


L 


3° y, ne passe par aucun point critique ni transcendant 


. 


3. — [EXHAUSTION SIMPLEMENT CONNEXE DE CG. 


Sur chaque courbe y, marquons un point A’. Construisons alors dans A, à 
partir d’un point A; intérieur non critique, g; courbes ne passant par aucun 
point critique, sans autres points communs que A, et aboutissant aux points A‘. 


Fig. 25. 


Les à, se séparent en q, familles: tous les 6, d’une même famille étant inté- 


+l 


rieurs au même 0”. Joignons alors chaque A”, à A’ par une courbe ne rencon- 


trant pas de point critique, intérieure à d,—A,,, NÔ,. Ces courbes, qui n’ont 
d’autre point commun que A’, seront notées [A’ A’, ,]. En retirant de A, toutes 


n+l 
les courbes ainsi tracées, on obtient un domaine A’, simplement connexe. Les 
courbes qui deviennent ainsi frontières de A’, en constituent la « frontière 


n? 


régulière ». La suite des A’, est croissante; soit A’ le domaine limite dont la 
]. Soit 
a, &&; il est donc à une distance ¢ >o de & et d’après la condition 2°, «, est 


= VUE “4 , ‘ 4 À k 
«frontière régulière» est l'ensemble de toutes les courbes [A,A,., 
extérieur aux 6, pour 7 assez grand. Donc w, € A’, en étant soit intérieur, soit 
sur sa frontière régulière (celle d’un A’, pour 7 assez grand). 

Considérons une courbe fermée [ intérieure à A’; elle sépare le plan en deux 


courbe ns) yC)y+ ve [A , A]. Il y a autant de ces courbes que de 2 
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régions dont l’une (dite intérieure) ne contient pas A,. Cette région est formée 


_ de points intérieurs à A’: en effet, s’il y avait un point de & dans cette région, 


comme I est à une distance p >o de ®, il y aurait toute une courbe y, dans 
l’intérieur de I, donc un point A}, et la frontière régulière de A’, donc celle de 


A’ couperait I’, ce qui est exclu. Un point w,@%, qui nest pas intérieur à A’, 

est donc sur la frontière régulière d’un 4,,, et s’il était intérieur al’, on aurait 
la même contradiction que dans le cas précédent : les A’, et A’ sont simplement 
connexes. 


4. — CONSTRUCTION DES FEUILLETS DE (€. 


1° LES RAYONS DE PROLONGEMENT. — Soit O', un point non critique intérieur ad, 
Soit une famille de courbes €*, dépendant d’un paramètre continu yp. (variant 
par exemple de 0 à x), intérieures à d',, joignant O, au point A, sans autres 
points communs que les extrémités, telles que partout point de d,, il passe une 


et une seule C*,, une €*, ne pouvant passer par plus d’un seul point critique. 


ni? 


: Appelons d; le domaine simplement connexe obtenu en retirant de d, la fron- 


tière régulière de A’,,; un certain nombre de courbes €*, sont à double 
détermination : elles sont des deux types suivants : 


+ des courbes (O0 A’: 


n+ 1 


) + (pour l’une des déterminations seulement) la 
mu inté-,, 
rieurs à à, | 

B. une courbe (0, A) + (pour l’une des déterminations PAR la 
courbe y,). Dans un voisinage de A‘, on peut distinguer un arc de y) issu de A‘, et 
un arc aboutissant en A’. Nous pouvons assujettir les arcs (0', A) et (0°, 4 5) à 
ne SARA ES RE l'angle qu’ils forment en A‘, que l'arc de y!) issu de A‘, et 
aucun arc [A, À ] ou [Ai A“,,]. Les courbes à double détermination sont 
astreintes à ne passer par aucun point critique. S 


2° PROLONGEMENT Dans d'(£). — Considérons un élément 6(0,, €) de o(w)et 
prolongeons-le radialement suivant les courbes €*,. On ne poursuivra pas le 
prolongement au dela d’un point algebrique et l’on mnueliers « rayon exception- 
nel », la portion de €, (sur) comprise entre le point algébrique et le point A’. 
Pour las Cra ere détermination on effectuera le prolongement suivant les 
ares (0, A“) et y".,) seulement pour les courbes du type a, et suivant (0°, A’) 
et y!) pour le type B. Le prolongement de &( 0‘, C) a été effectué dans di (0)=d' 
privé des ares [A,A/,] et des « rayons exceptionnels », toujours en nombre ~ 
fini : sinon ils s’accumuleraient suivant une €* (a simple ou double détermi- 
nation) qui passerait par un point transcendant, ce qui est impossible. 


a Vins) désigne la courbe y#,, parcourue dans le sens died à partie de Afi, ,. 


— 
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3° CONSTITUTION D’UN FEUILLET. — Soit O, une origine dans A, et 6(O,, CG) un 


élément de 9(). Effectuons son prolongement dans A! comme il vient d’être dit 
(A, =A, privé des arcs[A,A‘]) et suivant chacune des courbes vy). Ce prolon- 
gement permet de définir dans chaque d,, un élément unique &(0!, €.) qui, 
prolongé dans d'(€, ,), coincide sur y! avec le prolongement de &(0,, Co). Nous 
dirons qu’on a sur R un domaine ne se recouvrant pas, simplement connexe, 
tel que tout point du plan w qui € CS soit projection d’un point ou intérieur ou 
frontière de ce domaine, que nous appellerons feuzllet de R couvrant C&. Ce 


feuillet sera dit complet si CG couvre le plan ww. 


4° Domaines D'UNIVALENCE. — Un feuillet de R est l’image par w= /(s) de 
domaines du plan = où j est univalente, ses valeurs couvrant CG. Soit s,EC: 


si /(s,)€&, on sait déterminer par un nombre fini d’opérations, le domaine 
d'univalence auquel appartient =,, où les domaines (en nombre fini) dont il est 


point frontière. w, est à une distance finie de G, donc il existe x assez grand 
pour que d,3#.. On prolonge alors &(s,, z,) jusqu’à O' suivant la €*, passant 
par ce point. Si ce prolongement rencontre un point algébrique entre w, et 
0’, on obtient deux éléments en 0’; on peut en obtenir plus de deux si 
&(%5,2,)est lui-même élément algébrique de o(). Le prolongement du ou des 
éléments obtenus en O', suivant le système des courbes (0' A‘) (4,0!.)(0°,.,A!.,) 
conduit en O, à un nombre égal d'éléments : les feuillets construits à partir de 
ces éléments comprennent le point (4,, z,) de R, donc les domaines d’univa- 
lence correspondants comprennent z,, comme point intérieur ou frontière d’un 


nombre fini de feuillets ou domaines d’univalence. 


D. — RÉDUCTION DES ENCLAVES FINIES. 


Soit 6(A‘,, a‘) un élément que l’on prolonge suivant y,) sans limiter ce pro- 
longement lorsqu'on rencontre A’. Supposons que la courbe I, obtenue dans le 
plan s Comme image de y, soit une courbe fermée, qui se décompose donc en 
p arcs élémentaires ayant chacun pour image y, parcourue une seule fois. Pro- 
longeons alors (A, a’,) dans ©, de toutes les façons possibles. Ce prolonge- 
mentn’est arrêté par aucun point transcendant puisque I’, estfermée. Le domaine 
D: obtenu dans le plan =, est ou simplement connexe, ou de connexion finie, 


puisque /(3) =A‘, n’a qu’un nombre fini de solutions à l’intérieur de I; dans 


le cas où D, est multiplement connexe les courbes frontières autres que I’, ont 


pour image y; dans le plan w, et peuvent être décomposées en un nombre fini 
d’arcs élémentaires. Dans les deux cas D, ne comprend qu’un nombre fini de 
zéros de f(z) et peut être décomposé en un nombre fini de cellules d’univalence 
dans chacune desquelles /(z) prend toutes les valeurs couvrant 2, Chacune de 
ces cellules a pour frontière un arc élémentaire de la frontière de D,. Dans le 
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cas où D, est de connexion multiple, soit [*’ une des courbes intérieures, 
obtenue par prolongement suivant y, de &(A!, a7’). Prolongeons cet élément 
de toutes les façons possibles à l'extérieur de y,. On peut renouveler pour le 
domaine D‘ (obtenu ainsi à l’intérieur de I’ tout ce qui a été dit pour @,). On 
décompose D}, en cellules d’univalence et l’on rassemble en un même domaine 
d’univalence deux cellules, l’une intérieure, l’autre extérieure aT’, ayant en 
commun un arc élémentaire de T°’. Ces domaines complets d’univalence sont 
complètement intérieurs aI”, et de ce fait sont en nombre fini ; même en consi- 
dérant tous ceux que l’on peut constituer à partir de toutes les courbes inté- 
rieures à I’, images de y,. Nous appellerons réduction de l’enclave finie I", 
l'opération qui a consisté à décomposer l’intérieur de I’, en domaines complets 
d’univalence, et en cellules à valeurs couvrant 2’, ces dernières admettant cha- 
cune un arc élémentaire de T° comme arc frontière. \ 


THÉORÈME FONDAMENTAL, — Soit 3, EC. Stw, = f(2,) € &°(2,)(!) on sait détermi- 
ner le domaine d’univalence de f(z) auquel 3, est intérieur, ou les domaines (en 
nombre fini) dont il est point frontière. 


Soit z, EC avec w,—/(:,)E 8, mais tel que les diamètres des à, qui con- - 
tiennent #,, décroissent vers zéro. Convenons que dans la méthode générale de 
construction des domaines d’univalence, nous réduisons les enclaves finies I‘, 
toutes les fois que cela est possible. Soit (1, 3,) l'élément de o(w) corres- 
pondant à 3, : c'est un élément à un ou plusieurs feuillets qui se projette sur 
un disque E, du plan w; il existe un à, CE, avec #, €, et A’ €E,. L'élément 
&(A, a!) prolongement immédiat de &(w,, 3,), prolongé suivant y, engendre 
dans le plan 3 une courbe fermée T°. Dans la suite des à, (m—n, n—1, 
n—2,...,1), soit 2, celui d'indice le plus faible, tel qu’un élément &(A%,, ak) 


prolongé suivant y”, engendre, dans le plan z une courbe fermée I, conte- 


nant 39. La réduction de l’enclave finie correspondante permet de déterminer le 


ou les domaines d’univalence de f(z) auxquels appartient 3, soit comme point 
intérieur, soit comme point frontière. ; ies 


6. — VOISINAGE D'UN POINT TRANSCENDANT ISOLÉ. 


Si w est transcendant isolé, il existe 8°S, de diamètre arbitrairement 
petit, et S(A?, a?) — où AY est un point du contour de 2° — qui, prolongé 
dans ©, de toutes les façons possibles, lui fait correspondre un domaine A? 
non fermé, c’est-à-dire admettant des points de la circonférence C, comme points 
frontières, sans que ce prolongement soit arrêté par d’autres points transcendants 


(1) Nous notons 8*(3,) l'ensemble des points de & pour lesquels la suite des ô!, (satisfaisant aux 
conditions du paragraphe A,2) qui les contiennent, n’ont pas des diamètres qui tendent vers zéro. 
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que w, Ou que les projections des points algébriques rencontrés s’accumulent 
en un autre point que w. 


a. Si 0” ne renferme aucun point critique, A® est alors limité par un seul 
_ contour. Joignons AY au pont w, et dans le plan z, prolongeons tous les élé- 
ments 8(A®, av) tels que a," appartienne au contour de A° me suivant (A®, o). 
On a ainsi séparéA® en cellules d’ univalence à valeurs couvrant 0”, chaque cellule 
admettant un arc élémentaire du contour de A® pour arc frontière. 

b. Si à, renferme un nombre fini de points critiques, on peut, en réduisant le 
diamètre de à, construire un d correspondant au cas précédent. 

Si à, renferme une infinité de points critiques, construisons dans d° une 
famille de courbes €, joignant w à A®, et soit encore (w, A®) la @*., à double 
détermination. Supposons que les prolongements de tous les 6(A®, a®”) sui- 
vant (A, w) conduisent à des éléments réguliers en w. On effectue alors le 
prolongement de chaque élément obtenu en w suivant la famille des €. Les 
cellules d’univalence obtenues dans A® sont limitées par un nombre fini de 
courbes correspondant à des «rayons exceptionnels» joignant des points 
algébriques à A”. 


Remarques. — 1. Dans le cas où ; est méromorphe, on reconnaît dans les cas a 
et b, les points directement critiques de première espèce ; dans le cas c, les 
points indirectement critiques, où les rayons du cercle de centre w considérés 
par Iversen (') sont remplacés par la famille des courbes €*.,,. 


2. Dans les trois cas ci-dessus on dira qu’on a réduit l’enclave infinie A}. La 
méthode utilisée est bien la méthode générale où l’on a considéré dès le début 
une courbe (A°w) au lieu de rer une suite d’arcs (0',A”,,O/,,) dont 
l’ensemble constitue une courbe joignant A? à o. 


B. — Surface de Riemann de type parabolique. 


L'existence de fonctions méromorphes w= f(z) pour lesquelles toute valeur 
w est point transcendant pour la fonction inverse 3 —ço(#) montre que même 
pour des surfaces de Riemann de type parabolique, il peut ne pas exister de 


suites de domaines © de diamètres tendant vers zéro et enfermant &. 


1. — CONSEQUENCE DU THÉORÈME DE Gross. 


Soit F la famille dénombrable des éléments réguliers de o(w), dont les 
. centres sont à coordonnées rationnelles. D’après le théorème de Gross [ sous la 


(1) Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes. Thèse, Helsingfors, 1914. 
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forme donnée par R. ba (*)], si G(r, 3,) est un élément régulier de’ 
Me il est prolongeable j jusqu’a  —+, sur presque tous les rayons issus de 
»,; donc dans tout angle 0 <'arg(w—w,) <0", il existe une demi-droite 
arg —w)=4, (0'<0< 6”) suivant laquelle G(s», 3,) est prolongeable jus- 
qu’a  — 0. Rangeons les éléments de & en une suite &,, Ga, ..., Gp, ... de 
centres #43 Wo, +++) use... SOit Cy un domaine convexe borné fermé du plan w: 
si 4, EC, et si E designe un cercle de rayon inférieur a celui du cercle de 
convergence de 6, le domaine C, = C, NE: est un domaine convexe borné 
fermé done lequel &, est prolongeable A ent Si w, &C,, il existe dans 
l'angle que font les deux « tangentes » issues de w, aC, une demi-droite suivant 
laquelle le prolongement de &, est possible jusqu’à =. On peut me déter- 
miner un angle A, de sommet i ad’ ouverture ~, >o0, contenant A, à son inté- 
rieur, dans lequel le prolongement radial de &, est possible jusque dans 
Ci CGoN'AS TE prolongement de &, étant supposé possible suivant les demi- 
droites extrêmes de A,, C, est convexe, borné, fermé. C, et &, jouant alors le 
role que jouaient C, et &,, on peut définir un nouveau domaine C, convexe 
borné fermé dans lequel &, et &, sont prolongeables radialement. On obtiendra 
ainsi une suite de domaines convexes, dont aucun ne se réduit à sa frontière, 
ordonnés par inclusion 
SCOR SG OAK 


‘ 


qui ont au moins un point commun Q. 


Tutorime. — Tout élément &; € & est prolongeable radialement jusqu’au point Q 
inclusivement et y définit un élément &(Q, w;), (distincts ou non)(*). 


A 


2. — ÉTOILE p’HOLOMORPHIE E*(Q, w) dE &(Q, m). De 


“ 


| 

1° Les secreurs S. — Désignons par [0] la demi-droite arg (4 — Q) = 0. Suppo- 
sons &(Q, w), prolongeable suivant [9,] jusqu'à [wo —Q|—R inclusivement. 
Ce prolongement est possible en utilisant seulement un nombre fini d'éléments 
dont l’ensemble forme une ‘chaîne C(4,). Soient [6, | et [6,1 (9, <0,<0,) les 
deux rayons dont tous les points sauf un nombre fini, sos ). Soient A, et A’ 
les points d’intersection de [0,1 et [0'] avec |@ — Q|— 

I. Supposons &(Q, w) non prolongeable suivant [0, siete en ve 


a. Sila première singularité rencontrée sur [0,] à partir de Q est algébrique, 
on introduit l’élément algébrique d'ordre # correspondant oe l'on prolonge sui- 


vant (0, | la branche dont l’image dans S plan z fait + = 7, avec la branche 
(1) Eindentige Analytische funktionen, Springer, 1936. 


(2) Shimizu utilise un tel point Q, mais n’en démontre pes l'existence : Oe the fundamental domains 
(Jap. Journ. math., VI, ds Pp. 175-304). 
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d'arrivée (s il s’agit du rayon [0] on remplace + x. Par — i On dira que 


7 
l’on a contourné le point algébrique dans le secteur [9,— 4]. 

3. Supposons que par prolongement suivant [0,], après avoir éventuellement 
contourné les points algébriques dans [0,—0,], on rencontre un point trans- 
cendant T. On peut construire un segment POST, morceau de [0,] dont tous 
| les points sauf T, sont intérieurs à C(6,); construisons un lacet L, intérieur à 

C(9,) joignant P à Q; l'élément &(P, p) obtenu par prolongement radial de 
&(Q, w) définit par prolongement suivant L un élément &(Q, g). Aux prolon- 
gements de &(P, p) et &(Q, q) suivant [0,] jusqu’en T (exclusivement) corres- 
pondent deux ares infinis pt, g¢ (t à l'infini), qui avec l’arc pq image de L, 
limitent une langue image conforme biunivoque de la portion du plan # com- 


plan w point algébrique 


plan z A 


prise entre Let le segment PQ de [9,]. Nous disons que les deux arcs pt et qt se 
raccordent en £. . | 

La portion de [0, | comprise entre Q et le premier point singulier (algébrique 
transcendant), sera un segment I et l’arc issu de w qui lui correspond (fini ou 
infini) sera un arc y. L’image dans le plan 3 du secteur [4, —4,| est un domaine 
limité par : ; 

— une courbe finie image de la portion de [4,] vérifiant |» —Q|R; 


ee ae RS 
— un arc 4,4, image de l'arc A, A, delæ—Q|—R(0,<0<0,); 
— une courbe y issue de w aboutissant en c [c à l’infini ou bien f'(c)— 0]; 
— un nombre fini d’arcs finis ou infinis, se raccordant entre eux et à l’extré- 
mité de y(à l'infini ou en des points annulant /”). 


II. Supposons le prolongement radial de &(Q, w) possible suivant [0, ] jus- 
qu’en A, inclusivement. On peut alors construire [0,] à partir de [0,] comme 
[0,] à partir de [0,]. Il se peut que [6.] soit de l'espèce étudiée au paragraphe I, 
sinon on définira [0,] à partir de [6,], et ainsi de suite. Supposons qu'aucun [0,] 
ne rentre dans le cas I. Alors si R est supérieur au rayon de convergence de 
_&(Q, w), les [0,] tendent vers une position limite [8]. Le prolongement de 
&(Q, w) est holomorphe dans le secteur (ouvert) [@ — 6,] et sur [0,]. Prolon- 
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geons &(Q, w) suivant |O]; si la première singularité rencontrée est algébrique, 
on définit dans le plan z, l’arc joignant w à un point à distance finie où f(s)= 0. 
Si la première singularité rencontrée est transcendante, l'arc y estinfini. | 
Considérons un élément &(w,, 3,)dans[® —9, | obtenu par prolongementradial 
de &(Q, w). Le prolongement radial de &(w,, 3,) montre que les singularités 
rencontrées sur [@] par ce prolongement forment un ensemble fermé de mesure 
nulle. Ces singularités sont évidemment les mêmes pour le prolongement radial 
de tout élément centré dans[© —0, | et obtenu lui-même par prolongement radial 
de 8(Q, w). Sur tout intervalle de [6] si petit soit-il, il existe un élément régulier 
&(u, €) qui peut se déduire par prolongement radial de &(sr,, z,). Prolongeons 
&(u, C) suivant |@| vers Q et vers A, en contournant s’il y a lieu les points cri- 
tiques dans [0 — 0]; ce prolongement ne sera donc arrêté que par des points 
x 7 


jai dans chacun de 


transcendants. Partageons QA en intervalles de longueur 


ces intervalles il existe au moins un &(w;, ¢;) que nous prolongeons vers Q et 
vers A suivant [0]; nous obtenons ainsi dans le plan z, outre l'arc y déjà cons- - 
truit qui peut se prolonger par d’autres arcs dont l’un s’éloigne à l'infini, un 
un nombre fini de courbes allant de l'infini à l'infini, images de segments de[@]. 


a. Ilse peut que pour une valeur de 2, tout point de [0] ait été atteint inclusive- 
ment ou exclusivement. Il est alors impossible de prolonger &(,, 3, ) à travers 
[©] sans traverser l’une au moins des courbes déjà tracées dans le plan 7 : tout 
prolongement de &(w,, 3,) à travers [0] traverse ce rayon en un point régulier 
qui a donc été atteint inclusivement par le prolongement suivant [@] d’un au 
moins &(u;, C:). 


8. Dans le cas contraire, on peut affirmer qu'il n’existe plus sur [@] d’inter- 


valles supérieurs à 


ne contenant aucun point atteint par le prolongement 


on—1 


suivant [O], des &(uw;, G:). On divisera alors QA en intervalles Bet on intro- 


on+1 
duira un &(u;, ¢;) dans chacun des nouveaux intervalles où il n’y a pas de point — 
atteint par les prolongements de l'opération précédente. On poursuivra la divi- 
sion indéfiniment et l’on obtient à la limite dans le plan = une infinité dénom- 
brable de courbes allant de l'infini à l'infini. Tout prolongement de &(w:, 3,) 
qui peut se faire en traversant [@], traverse [0] en un point régulier dont le 


cercle de convergence couvrirait une portion de [0], supérieure nee et nous 
2, 2 . 


avons vu qu'il n’y a pas, après la (p + 2)*"* opération, d’interyalle supérieur à 


| ee a ¥ | 
ra Où ne pénètre pas le prolongement d'un &(u, £). Il est donc impossible de 


prolonger &(w,, 31) à travers [9] sans traverser l’une au moins des courbes 


tracées dans le plan : comme images d’une famille dénombrable de segments | 
de [0], Fer RUE 
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ve lee , 2 , , . > / 

Si Pon remarque qu’on a considéré les prolongements radiaux de 6(Q, w) 
dans |~—Q|R, on constate que l’image de l'arc A,A de [4 —Q|=R, se 

bs C . . É 
compose d’un seul arc issu de a, et aboutissant soit en a( f(x) = À), soit à 
l'infini. | 
? A A st Ad > LA 5 

Si l’on opère de la mème façon, à partir de [O,]| vers les 0 décroissants, on 

limite dans |wQ]ZR un secteur [0 — @/] que nous appellerons secteur S, ou 


secteur d'holomorphie pour &(Q, w). Il correspond dans le plan z, au secteurs, 
un domaine s limité par F,: 


- deux courbes y issues de w; 

un arc p, p(O — 0’), image de l’arc A’ A de | —Q|=R; 

des arcs 4, formant au plus une infinité dénombrable, images d’inter- 
-valles sur les rayons [0] et [0’]. 


: 
FL 


Puisque le prolongement de tout élément &(w, 3, ) obtenu par prolongement 
radial de &(Q, w) ne peut se faire à l'extérieur de S sans que le point z traverse 
une courbe de la famille F,, on déduit que s est un domaine d’univalence pour 
f(z) à valeurs couvrant S. 


2° EXHAUSTION DU CERCLE |” —Q|—R. — Partageons le cercle | —Q]ZR 


L : ; 
en secteurs À, X, ... %,, d’ouverture me: Dans chacun de ces secteurs il existe 


au moins un rayon suivant lequel on peut prolonger &(Q, w) jusqu’à | — Q/R 
inclusivement. Faisant jouer à ce rayon le rôle de [0,] de la première partie, on 
définit à partir de lui un secteur S, auquel correspond dans le plan z un 
domaine s. Si deux domaines s ont un point commun ils sont identiques. 


a. Il se peut que pour une valeur de 2 les secteurs S recouvrent entièrement 
| —Q|R. On reconnait alors que les rayons exceptionnels de l'étoile de 
&(Q, w) ayant leur origine à l’intérieur ou sur la frontière de |, Q| <R, sont 
en nombre fini et l’on sait construire l’image dans le plan z, de cette étoile que 
nous noterons E®(Q, w). Les domaines s se raccordent suivant les courbes Y que 


l’on supprime. 


8. Quel que soit », les secteurs S ne recouvrent pas | —Q}ZR. Considé- 
rons un rayon quelconque [0] suivant lequel S(Q, w) est prolongeable jusqu’à 
|w— Q| =R inclusivement : il existe done un secteur o d’ ouverture non nulle 
contenant ce rayon et intérieur lui-même à la chaîne €(0). Ce secteur fait 
nécessairement partie d’un secteur S, puisque après la n*™° opération il n’y a 


plus d’angle supérieur à mee dans lequel ne pénètre au moins un secteur S; si 


2-1 >< /ouverture de 5, lesecteurc est tout entier dans un secteur S. Considé- 
rons alors dans le plan 3, l’ensemble dénombrable des domaines s et introdui- 

. ; ° a . , . sk 
sons toutes les courbes limites des systèmes F,, en désignant spécialement par À 
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60 
les courbes limites de suites de courbes y : 4* est formée d'un ou plusieurs arcs 
distincts, dont l’un est issu de w, et a pour image dans le plan w, un segment 

de rayon [@], A*, issu de Q, le rayon [O] étant limite de rayons exceptionnels ; 

2* n'a pas d’autre extrémité à distance finie (excluons le cas où cette extrémité ÿ 
serait celle d’un arc dont les deux bords: seraient plages d’accumulation de — 
courbes y; cette éventualité ne peut en effet se présenter puisque /( 3) est holo- 
morphe et que l’image de A* est un segment de [@ |); une extrémité de A* ne peut 

être que point d’accumulation d’extrémités des courbes y, donc de points qui sont 

des zéros de f’(z)et qui, par conséquent, ne peuvent s’accumuler à distance finie. 

L’are de A* issu de « est un arc infini et les autres arcs de la même courbe 2*_ 
vont de l'infini à l'infini. Appelons À l'arc de À” issu de w et se terminant au 
premier point où /'(z)— 0, ou joignant © à l'infini si /’(s) Ao sur }”. Soit A 
l'image de À. | 


3° Courses y ET CourBES A. — Si w,—/(3,)ET ou A, &(Q, w) est prolon- 
geable radialement jusqu’à «,. Inversement si &(Q, w) est prolongeable radia- 
lement jusqu’à #,, 4, est soit intérieur à un secteur S soit sur une l'ou une A: 
supposons que , n’appartienne pas à un secteurs, c’est que &(Q, w) n’est pas 
prolongeable jusqu’à | — Q|—=R, suivant le rayon [0] qui passe par 4. Dans 
tout angle (0, 0+ «), il existe un rayon prolongeable jusqu’à |æ —Q|—R, qui © 
appartient donc à un secteur S auquel n'appartient pas [0]. C’est donc que [9] | 
est soit frontière pour un secteur S, et alors el’, ou bien il existe des rayons 
exceptionnels, donc des [ dans tout angle (0, 0 + a) pour si petit que soit a. 
Les courbes I’ s’accumulent suivant une portion A* de [0]: w,€ A, sinon les 
extrémités des I’ s’accumuleraient en un point de [6] situé entre Q et w, et le 
prolongement de &(Q, w) ne serait pas possible jusqu'à «,, donc w,€A. 
Comme [6] peut être limite de rayons par valeurs supérieures ou inférieures, il 
se pourrait que certains arcs de À soient aussi des arcs y. La propriété ci-dessus 
montre donc que cela ne peut arriver que pour un arc de À. Les courbes A et Y:: 
forment donc une famille telle qu'aucune de ses courbes ne peut être d’une 
autre espèce parmi celles qui ont été définies. 


: 


\ _ 4° FORMATION DE E"(Q, w). — Supprimons dans le plan 3 toutes les courbes y 

et À. Soient G le système des courbes restantes, &(w, 3,) un élément 

| (| 7) — Q| <R), accessible par prolongement radial de &(w,, 30); soitz, reliable 

_. à 3, par une courbe ne coupant aucun arc de G. Soient Z cette courbe, L son 
image dans le plan w. S'il existe sur / un point z,, tel que &(w,, 3,) ne soit pas 
accessible par prolongement radial de &(Q, w), il existe un point €, tel que tous 
les points de l'arc (34, ©) de J, correspondent à des éléments accessibles par 
prolongement radial de &(Q, w), et que cette propriété ne soit plus vraie pour 
tout autre point ©’ au dela de € sur / (en partant de z,). ¢ ainsi défini ne peut 

. correspondre à un élément accessible par prolongement radial de 8(Q, w), 
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sinon1Lenserait de même pourtous les points voisins, sur /, saufsi FQ — QI=R ; 
supposons que | /(C)— Q|—=R, l'élément 6(/(C), ¢) régulier ou algébrique, est 
accessible par prolongement radial de &(Q, w); si [0] désigne le rayon passant 
par / (©), [0] ne peut être rayon limite de rayons exceptionnels, ni par valeurs 
supérieures de 4, ni par valeurs inférieures, il en résulte que [9] est soit un 
rayon intérieur à un secteur S, soit un segment commun à deux secteurs S (si 
J'(5) = 0: dans le premier cas Ÿ est sur une courbe p d’un système F, (donc sur 
une courbe de G); dans le deuxièmé cas € est l’extrémité commune de deux 
courbes o de deux systèmes F,, F,(et dans ce cas encore € est sur une courbe 
de &); / couperait G, ce qui est exclu. Supposons donc que &(f(£), €) ne soit 


- pas accessible par prolongement radial de 6(Q, w). Les points précédant € sur 


{, sont soit intérieurs à des domaines s, soit sur des courbes y ou À. Si € est 
limite de points situés sur des courbes y, € est sur une À* sans être sur l’arc À 
correspondant, donc serait sur une courbe de G. Si dans un voisinage suffisam- 
ment petit de avant €, sur Z, il n’y a pas de point sur des y, c’est que tous ses 
points sont intérieurs au même domaine s. C&s et l’on ne peut prolonger un 
élément intérieur à S sans que le point z correspondant traverse une courbe 
de F,, donc ¢ est sur une courbe ¢ (ou A), c’est-à-dire sur une courbe de G. 


Tout point reliable à w par une courbe ne coupant pas &, correspond à un élé- 
ment accessible par prolongement radral de &(Q, w), dans | — Q| < RK, et ineer- 
sement (sauf s’il s’agit de points dont l’image est sur |s»—Q|=R). G limite 
donc une région 0" du plan z qui est un domaine d'univalence à valeur couvrant un 


domaine E*(Q, w). 


5° Forwation DE E*(Q,w). — Soient c“ et 2" deux domaines images de E"(Q, w) 
et E"(Q, w) ayec RB’ >R: Sz Pe*,Pe’": Pes correspond à un élément 
accessible par prolongement radial de &(Q, w), c'est donc que Pec", puisque 
son image n’est pas sur | — Q|=—R’. | | 

Tout point frontière de 2" correspondant à un élément non accessible par 
prolongement radial de &(Q, w) est donc aussi point frontière de", puisqu'il 
ne peut être point intérieur et qu’il y a dans son voisinage des points intérieurs 
à 0", done à 2". (Il y a peut-être exception s’il s’agit d’un point frontière d’un 


arc p.) 


Considérons alors une suite de cercles|æ—Q|—R, où R, croit indéfiniment, 


On peut construire une suite de domaines 2", tels que tout point intérieur 


d’un 6™ est intérieur à tous les 6®"’(n! > n) et tel que tout point frontière d’un o™, 
dont l’image n’est pas sur | —Q|=—R,, est frontière de tous les a(n! >n). 
Soit un domaine borné | |p. On peut toujours supposer que | s| 9 ne passe 
par aucun pôle de f(s) : alors | f(s)|<M pour |s| =o. Soit w une racine 
déterminée de f(z) = Q à l'intérieur de | z| <p, et prenons dans la suite des R,, 


ntel que R, >M. On peut alors entourer les poles de f(s) intérieurs &|3|< ¢ 


ns: 
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—R,. Dans le domaine restant A,, |f(z)| CR; 


de courbes fermées | f(s) 


construisons le domaine 6™ relatif à @. Nous pouvons affirmer que tout point 


de À, est situé par rapport à la suite des 2"(n/ > 7), soit comme pointinterieur, 


* Ke AE Soak 
soit frontière, soit extérieur. Appelons alors à le domaine limite des à, quia 


pour image E*(Q, w) dans le plan w. 


6° ACCESSIBILITE DES POINTS FRONTIÈRES pe ©. — © est limité par des courbes g du 
système G. Supposons qu’une famille g; de ces courbes s'accumulent suivant 
une courbe g, (qui est aussi par conséquent de la famille G). Un point de g,ne 
peut correspondre aun élément accessible par prolongement radial de &(Q, w), 


car il n’y aurait pas, sur le plan w, dans un voisinage du point correspondant, — 


de rayons exceptionnels, pas plus par conséquent que dans une image conforme 
biunivoque obtenue dans le plan s. L'image de g. dans le plan w est donc 


# ” 


Ww 


, 
. 


Fig. 27 


nécessairement un segment de droite arg(w — Q) = C*, sinon on serait en con- 


tradiction avec le théorème de Gross. Soitz,€ g.( f(s.) 4+, f'(s,)40). On 
peut considérer un voisinage U, de z,, de sorte que d"" permette de définir à (par 
ses points intérieurs et ses points frontières) à l’intérieur de U,. Soit mainte- 


nant U un cercle de centre 3,, intérieur à U, et assez petit pour que son image 


dans le plan w soit un domaine convexe Ÿ (à un feuillet évidemment) : c’est 
toujours possible avec /’(3,)40, de plus tous les cercles de centre =, et de 
rayons plus petits se représentent sur des domaines convexes. Une courbe g qui 
pénètre dans U le partage en deux régions seulement, puisque l’image de gest 
un segmentde droite qui partage Yen deux régions. Soient alors 2,,25,8; trois 
courbes de la famille g;, qui pénètrent dans U. Ces courbes et g. séparent le 
plan en cing régions B,, B,, B;, B,, B, (on a pris 91, 22,8; du même côté de g. ). 
De plus les courbes g; ne peuvent se couper, en raison de leur image sur le 
plan «. Soient dans Al, €; Eg, et CF, g; et des voisinages w, et u, de C, et C, 


| respectivement :u, ne pénétrant que dans les régions B, et B,, v, dans B, et By. 


‘ 


; : < & Ses 
Dans wu, il existe 3, 2 et dans u,, 3, €0. Tout chemin joignant dans VU, 3, à 3, 


doit nécessairement couper gy. Soient = /(z,), w= f (4s). 6(Q, w) est 
prolongeable radialement jusqu'à w, ets, inclusivement, et &(w,, 5,) est prolon- 


plan # soit à un feuillet (/(z)40). Ÿ contient des points qiy....y,... à 
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geable jusqu’à +, inclusivement suivant le segment de droite 4,4, entièrement 


intérieur Ÿ, l'élément obtenu en w, étant précisément S(w;, 33). L'arc z, 35 
image de w,#, ne sort pas de U, donc coupe g, en «, l’image A dans % (il ne 
peut y avoir qu un seul point d'intersection d’après l'image dans %). En parcou- 
rantle pourtour du triangle curviligne wz,3;, on fait parcourir à w le triangle 
OQ, une seule fois, et inversement; il y a correspondance conforme biuni- 
voque des intérieurs de ce triangle et tous les points du segment w,w, peuvent 
être atteints par prolongement radial de 6(Q, w), ce qui est contraire au fait 
que &(A, à) n’est pas accessible par un tel prolongement. 


Les courbes du système G ne s'accumulent pas à distance finie. Tous les points 
an NS 3 k Sion 
frontière de à sont accessibles par l'intériéur. 


Remarque. — Au 2° on a introduit toutes les courbes limites des systèmes F,, 
ce qui n’a donc introduit en fait que des courbes A*, puisque les autres courbes 
frontières des domaines s sont des courbes de G qui ne s'accumulent pas à 
distance finie. 


3. — CONSTRUCTION DES FEUILLETS DE CR, OU DES DOMAINES D’UNIVALENCE DE /(3). 


Considérons les domaines à; construits dans le plan z à partir des éléments 


-&(Q, w;) formant un ensemble dénombrable. Les 3; sont des domaines complets 


d’univalence pour f et deux à; et 2; ne peuvent avoir de points intérieurs com- 
muns sans être identiques. Dans toute portion du plan il pénètre au moins un 
domaine ë;: soit 3 et un voisinage VU assez petit pour que son image ® dans le 


x 


cooordonnées rationnelles dont les images dans le plan 3 sont ¢,¢,...%,.. 


dans U. Les éléments &(n,, &,) sont de la famille #, donc sont prolongeables 


xadialement jusqu’à Q, ou ils déterminent des éléments &(Q, w;) à partir 


desquels on a construit E*(Q, ,) ayant pour image ©, dans le plan z. €, est inté- 
rieur à ©. 6; étant caractérisé par l'élément &(Q, w;), de l'étoile duquel il est 
l’image, peut-on déterminer à quel domaine à; appartient un point = du plan? 


a. Siw = f(z) est à coordonnées rationnelles, 8(w,:)éFet se; que l’on 
sait déterminer si f(z) <o. Si //(z)=o0, = est frontière de plusieurs 2;, que 
l’on détermine par prolongement radial jusqu’à Q des diverses branches de 
&(w, 3). On peut en effet avoir inclus dans # l'ensemble dénombrable des 
éléments &(w, 5) algébriques à coordonnées rationnelles. 

b. Si&(w, =) est prolongeable radialement jusqu’à Q inclusivement, l'élément 
&(Q, w’) obtenu contient des points à coordonnées rationnelles, centres d’élé- 
ments de # dont &(Q, w’) est le prolongement immédiat. Donc &(Q, w’) est de 


la famille &(Q, w;) et z €; relatif à w’. 
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c. Supposons &(w, 2 non prolongeable jusqu’à Q suivant le segment PCs 


Introduisons une suite de points NA CA VAE Aine . tendant vers 3, dont lesi PR me 


Vo Mas © +9 Ynys SONT à coordonnées rationnelles. Si tous les éléments 8( ni, Gi) x 


conduisent par prolongement radial au méme élément &(Q, w;)[on doit prendre — 
la suite telle que les arguments des n, forment une suite monotone], = peut être 
sur la frontière d’un domaine s;, donc sur la frontière d’un à; que l’on sait déter- 
miner; si z n’est sur la frontière d’aucun sj, comme les points ¢; sont soit inté- 


rieurs aux s, soit sur les courbes y communes à 5; et s;, soit sur des À limites de 


domaines s/,57,...,57,---, 3 est par conséquent sur une courbe A* qui n’est pas — 
une À. Das de ces cas 3 est sur la frontière de 4; relatif à w;. Si les En: CG) 
ne conduisent jamais, à partir d’un certain rang à un élément unique, 3 fait 


partie d'une courbe limite de frontières de domaines ©, que l'on peut détermi- 
ner. C’est le cas de ad Rte mis en évidence par G. Valiron dane son 


étude sur la fonction w — © 


LA 


() Journ, Math., t. 19, 1940. Division en feuillets d’une surface de Riemann. 
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CERTAINES FONCTIONS ENTIÈRES 


Par M. YU Cara-Yunc. 


INTRODUCTION. 


L'étude des fonctions entières définies par des séries de Dirichlet a son 
origine dans un Mémoire de M. J. F. Ritt. [9, b](*), qui a introduit la notion 
de l’ordre linéaire (?). En s'appuyant sur cette notion, MM. S. Mandelbrojt 
et J. Gergen [6 et 5] ont établi, pour certaines fonctions entières, l’existence 
des droites de Julia, Avec la méthode de sommation qu’il [ 10, d] avait utilisée 
dans la recherche des directions de Borel, M. G. Valiron [ 10, f] a étudié 
les droites de Borel des fonctions entières d’ordre linéaire positif définies’ par 
certaines séries de Dirichlet absolument convergentes partout. A une telle 
fonction, il associe une série de Dirichlet ayant une abscisse finie de conver- 
gence absolue. Chaque sommet à distance finie de l'étoile horizontale [1, p. 184] 
de la série associée correspond à une droite de Borel de la fonction donnée. 

Dans ce travail (*), nous traitons, avec la méthode de sommation de 
M. Valiron, le cas des droites de Borel des fonctionsentières définies par certaines 
séries de Dirichlet ou leurs généralisations. Le premier Chapitre est consacré 
au cas des séries de Dirichlet. Nous donnons quelques relations entre les 
suites des exponentielles et des coefficients des séries et la classification 


(1) Les numéros figurant entre crochets dans le texte renvoient à la Bibliographie placée à la 
fin de ce Mémoire. 
(2) Nous employons ici la terminologie de M. Valiron [10, ae 
(3) Une partie des résultats de ce Mémoire ont été résumés dans deux Notes des Co. nptes rendus 
Acad. Sc. Paris, 228, 1949, p. 641-643 et p. 1833-1835. 


Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 1. - mo 9 
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d’après le mode de croissance linéaire des fonctions entières que ces séries 


définissent. Les résultats obtenus sont des extensions des théorèmes 
classiques. Ensuite, nous exposons les théorèmes de M. Valiron, précisons un _ 


point et donnons des applications immédiates de ces théorèmes. Nous pouvons 
comparer les droites de Borel d’une fonction entière et celles de ses trans- 
formées de Cramér [1, Chap. III] qui contiennent les dérivées de la fonction 
donnée comme cas particulier. Une opération inverse de celle de M. Valiron 
nous conduit à construire, correspondant à une série de Dirichlet ayant une 
abscisse finie de convergence absolue, des fonctions entières d'ordre linéaire 
positif définies par des séries absolument convergentes partout telles que 


chaque sommet à distance finie de l'étoile horizontale de la série donnée | 


corresponde à une droite de Borel des fonctions associées. L'application d’une 
méthode de sommation de M. M. Riesz permet aussi de traiter, dans le cas de 


_ l'ordre linéaire fini positif, ce problème inverse et le problème originel. 


Les transformées de Laplace-Slieltjes et les séries d’exponentielles 
complexes peuvent être considérées comme des généralisations des séries 
de Dirichlet. Dans la première partie du deuxième Chapitre, nous étudions des 


fonctions entières définies par des transformées de Laplace-Stieltjes qui sont 


très « voisines » des séries de Dirichlet. Dans ce cas spécial, presque tous les 


résultats du premier Chapitre s'étendent. Dans le cas des transformées 


générales, nous étendons également quelques théorèmes sur les singularités et 


une méthode de sommation des séries de Dirichlet de M. M. Riesz. 


Dans la deuxième partie du deuxième Chapitre, nous traitons des séries 


‘d’exponentielles complexes. Ici, il n’est plus question d’ordre linéaire et de 
droites de Borel horizontales. Avec M. Valiron, nous introduisons l’ordre en e” 


et étudions les droites de Borel parallèles à toute direction. Nous associons des 
séries qui ne sont pas absolument convergentes partout à une fonction entière 


d'ordre fini positif ene” définie par une série d’exponentielles complexes 
absolument convergentes partout. Les singularités des séries associées 
fournissent des renseignements sur les droites de Borel de la fonction donnée. 


M. Valiron [10, e] a étudié cette question avec une autre méthode et a obtenu 
des résultats plus précis. Mais ces deux méthodes ne peuvent s'appliquer ni 
l’une ni l’autre à la recherche générale des droites de Borel d’une fonction 
entière d'ordre infini en e’. | 


En terminant, je suis heureux de remercier le Gouvernement Francais qui 


m'a permis de travailler sous la direction de maitres éminents. Je ne pourrai 


jamais exprimer suffisamment toute ma respectueuse reconnaissance à 
. = . , ict is . ° F; . Le 

M. Valiron, qui m’a proposé le sujet de ce travail et m'a donné des conseils . 

et des encouragements très précieux. J’adresse mes remerciements respec- 


tueux à M. Montel qui a bien voulu présenter mes Notes des Comptes 
rendus et publier cet article dans les Annales de l’École Normale Supérieure, 


et à M. A. Lichnerowicz. 
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CHAPITRE I. 
FONCTIONS ENTIÈRES DÉFINIES PAR CERTAINES SERIES DE DIRICHLET. 
1. Préliminaires. — On considère une série de Dirichlet 
(1.1) Peter Dan Ut, =; lim A,=0, E—L+iY, 
… « FR =109 
où | 
ek —— los 7 
(4:32) li ra == 0% 


Elle définit, dans son demi-plan de convergence, une fonction holomorphe. 
En posant | a,| — A, et en désignant x,.(F) et æ,(F) l’abscisse de convergence 


et l’abscisse de convergence absolue, respectivement, de F(z), on a les 


relations suivantes Se et 10, /| 


| (1.3) "oZr(F)—x(F) LD; 


(1.4) —DZa.(F)+ fim 2842 

Soient (x, F) le maximum de A,e""(n ere Mr, Fa borne 
supérieure de |F(æ+1y)|, —o<y<o, où x est une constante inférieure 
à x,(F). M. G. Dœtsch [3] a démontré que logM(a, F) est une fonction 
convexe de x. Si ,(F)=, &(F)—=, F(z) définit une fonction entière et 
l’on démontre, comme dans le cas des séries de Taylor, que logu(æ, F) est 
aussi une fonction convexe de x. 

En effet, on a 

log A 


(1.5) meer ee 

Il s'ensuit que, si l’on marque les points P, de coordonnées (A,, — logA,), 
on peut, avec ces points, tracer un polygone de Newton +(F) convexe vers le 
bas et laissant les points P, au-dessus ou sur ces côtés, les sommets étant 
certains des points P,. æ étant fixé, le terme maximum de plus grand rang 
correspond à la plus grande valeur n(a) pour laquelle la droite de pente x 
passant par P,,, ne traverse pas le polynome x(F). 

Suivant la méthode de M. Valiron [10, a] dans le cas des séries de Taylor, 
on obtient 


ae fe G,—G 
logp(æ, F)= (« = yak NG wag 
et ae 
À Ge À (Cre ~ 5 a D re D 
logue, Feet made pour STE 


À2—h 


En considérant les dérivées à à droite et à gauche de log p(w, F), on trouve 
que logu(æ, F) est une fonction convexe. 


- 


hor. o> 
» 


» 
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a Puisque pour 7 < æa(F), 
Fi I eae : 
an ent = lim Y f end F(a + ty) ay; 
Y= Yo 1 
ona 


A,e@**<M(a2,F) (n=1,2,..-); 


et par conséquent = 
(1.6) p( 2, F)=Me F}, RSR 


D'autre part, quel que soit ¢ > 0, on peut choisir un entier positif N(<) tel > oe 


que logn< n(D + :) pour n> N(<). Done 


: EB M(x, F) >) Aer? Citys 
à N(e)—1 $ 
Le F2 A. gan 243 ent (w+D+£) ph (D+) is 
N(e) 

<N(éypla, F)+p(æ+D+e, RS Te 

Q N (€) D+§ 
a a z - 
<Kp(r+D+e,F), &< £_(F), 2 ee 
K étant une constante dépendant de F(z) ete. 1 tr 5 TS 


Six,(F)—=, logu(æ, F) étant convexe et indéfiniment croissante, ona. 
logp(æ+m F)=logp(æ, F)+np(x) n>0,  p(x)-+æ, 
et il s'ensuit que | | 
(1.8) M(x, F)<p(z+D+e, F), FEES > æ(e). 


Les résultats que l’on démontre dans ce numéro sont en effet ceux de =i 
M. Valiron [ 10, /]. 


2. ‘Classifi cation des fonctions entières da après le mode de croissance linéaire. 
=— Étant donné une fonction entière ®(3), on définit M(æ, ®) comme dans — 
le n° 1. On peut classifier les fonctions entières d’après leur mode de 
croissance linéaire, c’est-à-dire, d’après le mode de croissance de M(a, ©). ‘$ 
M. Ritt. [9, 6] définit l’ordre linéaire de la fonction ®(z) par le nombre _ 


- 


canon OR Se (x, D) 2) 


t= lim 
esr 
ae et, sio {7 <<, le le type de son ordre linéaire + par le nombre 


es tia oe RE Fr 


| On dit que la fonction D(:) est d’ ordre linéaire fini ou infini suivant 5 € eo 
ou 7— et qu'elle est du type minimum, moyen ou maximum de son ordre. 


LL 
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linéaire 5--sûivant 5 —0, 0 <5< x ou o<oo. La fonction ®(z) d'ordre 
linéaire 7 est dite à croissance linéaire régulière si 


log log M(zx, D) 


t= lim : 


LE De x 


la fonction (sz) du type o de l’ordre linéaire + est dite à croissance linéaire 
parfaitement régulière si 


D'autre part, soit U(æ) une fonction réelle continue définie pour + supérieur 
ou égal à une constante. Si, quel que soit ¢ > 0, l'inégalité 
M(x, D) > U(x2— 8) 
est vérifiée pour une suite de æ tendant vers |’infini, on dit que ®(z) est au 
moins de l’ordre linéaire de U(x). Si, en outre, quel que soit ¢ > 0, ona 
M(x, ®)< U(z+ 8), 


pour æ assez grand, ce que l’on exprime en disant que ®(z) est au plus de 
l’ordre linéaire de U(x), on dit que ®(z) est de. l’ordre linéaire de U(x). Si 


‘les deux inégalités ci-dessus sont vérifiées dans chaque bande horizontale 


contenant la droite y= y,, on définit de la même manière l’ordre linéaire 
de ®(z) sur cette droite, 

Considérons la fonction F(z) définie par (1.1). Supposons dorénavant 
que &.(F)—, donc x,(F)=o. F(z) est ainsi une fonction entière. M. Ritt 
obtint un théorème analogue à celui de Liouville : Sz F(z) n’est pas un poly- 
nome exponentiel, quel que soit le nombre positif K, le rapport M(x, F): e°* finit 
par dépasser tout nombre donné. Supposons de plus que F(z) ne soit pas un 
polynome exponentiel. Comme dans le cas des séries de Taylor, on peut 
étudier la relation entre M(x, F) et les suites {a,} et {A,}, On a les théorèmes 
suivants : 


Tutorkme 2.1 (1). — La condition nécessaire et suffisante pour que F(z) soit 
d ordre linéaire 7 est que 
9 ij logAn. =. LT 
aes Pee Be LOG ae ee 
1 5 : I Ê 
(- = —— © SIT=0 CL —— = 0817 = x). 
T T : : 
Démonstration. — Supposons d’abord 0<7< o. Je dis que la condition 
est suffisante. Par hypothèse, on a, quel que soit © 0. 
a 
à Mets) 
(2.2) VAn< (SE) 


a 
(1) Ce théorème est dû à M. Ritt, mais son énoncé a été publié avec une faute d'impression. 


CHIA-YUNG YU. 


à partir d’un certain indice »,, et dautre part, 


hal | e(t—eE THE 
(2.3) VAn> (2) l 
pour une suite indéfiniment croissante d'indices m1, ms, . LT 
u et p étant des nombres positifs, on considère I’ expression FOX ANS 
et x 4 . 4 % ‘2 iS 
| | : 2 ae 1 L à MZ, # 7 
(mx)? | | ‘3 LIRE 
comme fonction de x, qui atteint son maximum pour : LES 
4 = = d fe 
, / ied < : = 
- d’où > +1 
x —= —logzpe à # 3 
On voit que ce maximum est égal a | a 
F px 5% 
| ae [ee “À 
| eS 
En vertu de (2.3) et en faisant ga =e mG Bb PTE: do obtient | 
e(t— 8) hehe 
(2.4) M(2, F)> exp[e-9=] 4 
pour - | NES 
| Care Le (p=1, 2 ) 4 
P T—E T8! | ras | 9 se. Je ve à 
D'autre part, la série ae | 2 x: Paras TRS 
| | DA ae 
Se ale _ (k=const. > 0, n=1, 2, ...) Se 
est convergente. En outre, ona RS : + 
7 3 dre \ ‘ AS «3 
(An re ' , . F & 1 
. RE 
FI me ie I aes 
dès que À, > (=)e! HE) +D +R), (122) entraine que RE Le dès que nest assez a 
grand. Donc si æ est assez grand, (2.5) est vérifiée dés que 4 
n> exp| "= : es | . 4. PSE ES 7 
be è 4 
- : - ° oi 
En tenant compte de (2.2), on aura | +} 
‘ No—t ; is æ > ; } Fr Le 
: - LE Ae è < sie 
M(z, F)< D Anem*+]—— | i 
1 ne | (wan) PIRE "MOTTE RES 
ee pit se | 2 ie aes 
<K+ Dd Ane exp[(D + 2)(7 + )e+er+P+ 841] exp [alter] > Pk 
at | dE RASE HS “a 
Ny—1 ° ; | + LORS 
HAN ans {rc re eVelr+e(D+ + RU 
= > nen” + exp { [A + E)(T+eleFTAN+ +14 7] este | Se 
: 1 HE PRE LR. DURE see 
| | ; 


ona 


(2.6) LOT ce ‘ 2 . M(x, F) A are bees 


4 pourvu que æ soit assez grand. Donc la condition est suffisante. — 

4 On voit facilement que la condition est également nécessaire et que la 
3 condition reste vraie dans le cas où t= 0 out =. 

4 


{Tao Dee Se F(z) est du type © de l’ordre linéaire fini + > 0, on a 


DE: a ae Ear 4ZoZ(tDeP+! +4 1)a, 
a a PEI S 
Di cr 


x : | Démonstration. — On ae d abord Ree ne Oo eur ait hynotbese, ona, quel 
a que soite 0, À 


a 4 
Mes * ‘ zs = 
el ef Que 2 ; tea(r-+e)\* 
pu. ni 3 3 a) 

eee 


a partir we certain indice n, et ry autre part 


= - 1 
or > 


je Tea(i—#) z 
ma (eta) 


‘Th 


ee Jour une suite RER nent croissante d'indices Puis Mo, .... Comme dans la 
ape émonstration du théorème précédent, on trouve que | 


Ma F) > exp[(1—e)ae™*], 


=e ‘ : I An 
A men TE à * —— — = lo paper ht ( SSM RIT e, 
= {> at i À du Rt 2 . 


Ge D'autre part, . æ est assez grand, ona 


Pal 


a needa eben exp {ra (D + + TR ep a(1+eje™] 


peers AAG ; = 


= K+) An ‘aig ae ef pets rJa(1+ sje} (k>0),, 


[En 


EM. - 


une constante dépendant de ke Done 
Se eo ie an LS Hi ra oe pray 
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CorozLatRe 2.1. — Si D =o, la condition nécessaire et suffisante pour que F(z) 
soit du type o de l’ordre linéaire fini 7 > 0 est que. ; PES 
(2.8) | lim (2 ae) (WR) =e | | ae 


n— a 


THéorèMe 2.3. — Si D — 0, la condition es Biles est suffisante pour que F(z) 
du type o de l’ordre linéaire fini + > 0 soit à croissance linéaire parfaitement 
régulière est que la condition (2.8) étant réalisée, on puisse trouver une suite 
d’indices n, telle que 


À h Serres) 
(2.9) lim (22) ( VA) =e, lim —2 —r. 
Per ne poe Ann + | A 
Démonstration. — Nous utilisons les mémes notations que dans la démons- 


tration du théorème précédent. Supposons o <<. Démontrons que la 
condition est suffisante. Soitx,Zæx“x,,,, en posant 
An 
= À Pp 
# = Xp= — log PTE EE (OST) 
Nous aurons © - : 
M (az, F)~M(2p, F) > exp[(1— ¢)ce* ]. 


Or, la condition (2.9) entraine que 


é 


Nous trouvons ainsi, pour æ assez grand, 
M(x, a > exp[(i1—e) cer]. 


En achevant la démonstration comme celle du théorème précédent, il est ainsi 
prouvé que la condition est suffisante. 


Démontrons que la condition est nécessaire. Sinon, il existerait deux 
nombres positifs, 8 et y, tels que l’on ait 


VA< (° re ey, 


pour une infinité d’intervalles A,.< An, A,r(v =1,2, ...), extérieurs les uns 
aux autres et satisfaisant à la condition À,,> (1+ y) A. Choisissons convena- 


blement le nombre <> o et partageons les termes de la série en quatre groupes, 
correspondant respectivement aux valeurs suivantes de l’indice n : 


w= Ny, teenth MER, Reon 


La somme ZA,e**(n=1,2, ..., m—1) n'aura pas d'influence sur le ote 
résultat. Suivant la démonstration du théorème précédent, on voit que la 3 
valeur absolue de la somme des termes du troisieme gteupes est inférieure ou 
égale à ce 
exp {(1-+ 2e)[(1— Boy ae]ert. rail. ten hed s 
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Pour les-deux autres groupes, ona 


1 he 
nee tea(1-+e)\" 1 An 
Ane Aas | =exp| 2 (1—log’2) |, 


où à désigne la valeur de À,, à = 20 , 
g ur de A,, 8 = to(1-+¢)e™, pour laquelle l'expression en 


question atteint son maximum. Déterminons x par la condition 6 0 — (x ++ Ua Ds 
ny 
d’ où il suit 


SY N 
5 ie) > Mer = 
A, == -=—— 3 Ane > bck Were à 


oo 
oes) 
2 
On aura, pour le deuxiéme groupe, 


Ane’™* << exp pia An = ex koe 
85 = exp[(1+¢)dce™ |, 


et, pour le quatriéme groupe, 


no À à 
Aner®< exp (ile) —=exp{(1+e)k"cetx], 
kK’ et £" désignant les quantités | 


io (2+), D lee pie A oh: 
- 
ees eae 1+ + 
2 2 


[ici 


2 


Or ces deux quantités sont toutes les deux inférieures à 1. On pourra obtenir, 
pour une infinité de valeurs æ indéfiniment croissantes, 


M(x, F) < exp[(1— n)ce™], 


ou n désigne un nombre positif fixe. F(z) ne serait pas à croissance linéaire par- 

faitement régulière, contrairement à l’hypothèse. Notre démonstration est ainsi 

achevée. On peut vérifier facilement le théorème dans le cas où c=0 ou 5 =o. 
Par une méthode analogue on établit le théorème suivant : 


Tnéorème 2.4. — La condition nécessaire et suffisante pour que F(z) d'ordre 
linéaire fini + > soit à croissance linéaire régulière est que la condition (2.1) 
étant réalisée, on puisse trouver une suite d'indices n, telle que 


er logA,, I log», is 
(2.10) ia A CURE te log An, apes 
Remarque. — Si l'on a 
, logn __ 
Jim Lu. =E< +0, 


la condition CL: ae est vérifiée avec D =o et l’on a [10,e] 
log M(x, By 
; nm Toute D) — 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1,- | 10 
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Dans ce cas, on pourra démontrer le théorème 2.1, le corollaire 2.1et les 
théorèmes 2.3 et 2.4 par la méthode de M. Valiron [10, a]. 


3. Série associée à la fonction entière F(s) et leur prolongement analytique. — 
On considère seulement le cas où l’ordre linéaire de F(z) est positif. On prend 
une fonction V(æ) définie pour æ <1 comme suit : 


1° Dans le cas de l’ordre linéaire fini positif r, étant donnée une suite positive 
décroissante { n,} tendant vers zéro, si l’on a, quels que soientæ(>X,)etn 


logp.(x, F) > elt), 
on prend | | 
V(æ)=logu(x, F). ST 


Dans le cas contraire, on a une suite {x,} indéfiniment croissante pour = 


- laquelle : 
log pan, F) = ela n, FAR S 


Dans chaque intervalle (a, &,.,) on prend V(æ) égale au plus grand de : 
deux nombres logu.(a, F) ete”. 
2° Dans le cas de l’ordre linéaire infini, on prend 


+ + 
ie = nid dot UE pour TT sh A 


Dans le premier cas, V(æ) est une fonction convexe de a; dans le deuxiéme 
. cas V(a) est une fonction continue. En tout cas, on a, pour æ assez grand, 
(3.1) oa V(x) > logp(z, F) a | 
et, pour une suite de x tendant vers l'infini, | LE 


(3.2) : V(æ) =logu(x, F). 


En tenant compte de (1.8) et (1.6), on voit que, quel que soit £ > 0, 


(PES RER RAD A ARS 
pour æ assez grand et 
\ (3.4) ra Ne) RMS ENT 


pour une suite de æ tendant vers l'infini. Done, en posant W(x) =e", F(s) 
est au moins de l’ordre linéaire de W(a) et au plus de l'ordre linéaire de 
W(æ+D). SiD =o, F(z) est de l’ordre linéaire de W(æ). | 


Dans le casoC ta, V(æ) enr, (0 << +), pour x assez grand; Le 
dans le cas +—, V(æ)=exp|zd(x)], où D(x) = en est une fonction _ 
indéfiniment croissante. Donc dans tous les cas ; 


(3.5) | Via) > 2 DOUTE Xi SE 


+ ree as 
oo 
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ES D'ailleurs dans le premier cas, en vertu de la convexité de V(æ), 
oe Se AWS = A I = CES er bey 
Ne) ve < exp | = rs Eee | 
(a2—h)?— V(X, 
3 ph a | ae 


D. pour æ assez an et dans le douxtène cas, 


7. | : Wikis capite = Az) » 
we D. Wi(zx) Æ exp{æ®D(x)] VAT 
= on aura bee conséquent — 4 
2 6. 6) if Mob <œ pour tout h>o. 
fe 5 | Construisons la fonction — hi 
ge | >> ete sors i pub 
6) Ur i i yt = f wi” 


Pa a maximum de way’ PAC et posons 
5 ' eutu 
MOSS TE Yo 

| Nous avons, dès ee u est assez grand, 


elu — “et eltlu Vv 


et = ; 
see ca ‘ | k 
J + = gar, > gut ; re ne } 
meme —— dt < —v(u)+] edt 
aE WG} i, WE ie 2 ee 
FE . À x 2 


7 


Le 


- FRE ED <o(n < TAC 


— 


1 F(a), on on associe if série de Dirichlet 
os US n= ad; XD ….) 


wd 
-_ 
a 
Cr tran 
ne 
I ge 
> _ 
vw 


sex fx WG “ef ° La Wu) > au W(t.) — 2u 


ee ER | 
NAN CET ET AU 
EL A) = ys à DS 
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att st SAUent une fonction croissante de wu. Désignons parv(u) le 


ae 
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En vertu de (3.1) on obtient iene 
log v (An). = Ant, = Vi) a log An 


pour 7 assez grand. D’ailleurs, en vertu de (3.2), 


log v(An) DS Ant — V(t) = Ant — log p(t, F) 


pour une suite de ¢ tendant vers l'infini : {4,,}. Il en résulte que 
logy(Am)=+— log Am 


pour une suite de À, telle que p(t), F)—A,e"". Donc (3.8) entraîne que 


a An 


- 


(3.10) est ainsi établi en tenant compte de (1.4). 
On va donner une méthode de sommation de f(z). Pour Rs) <a on 
peut écrire 


fs Benno, Jon aS noe J fae if Re: Us 


qui converge osent et Pt on dans nee dean fermé situé | 


dans le demi-plan æ<x,(f). On peut donc intervertir le signe de sommation 


et celui d'intégration dans la dernière expression des égalités ci-dessus. Il 
s’ensuit que 


(3.31) raya fo Waa, a2) <a. 


Si, aussi petit que soit e > 0, 


| F(ao+ ge ay AN ese T 


dans la demi-bande | y|<6,, a X,, l’intégrale du second membre de (3.11) 
converge uniformément pour les valeurs de =z dans une demi-bande|y— y,|<¢,, 
LA L)+ bo, OÙ À, > 0, à > 0, et elle donne donc la valeur de f(s), prolongée 


horizontalement, dans cette bande. On obtient ainsi la proposition suivante : 


THÉORÈME 3.1. — S3,—æ,—+1y, est un sommet à distance Jinie de l'étoile — 
.… horizontale (*) de f (3), F(s) est au moins de l’ordre linéaire de W (a — x,) sur 
Deere | | Ty 
Démonstration. — Quel que soit ¢,>o0, il existe un point (E,, qn) dans 


l'intervalle |a—a|<é,, |y— — Yo <¢, tel que As chaque res ete, 1? ) 
il existe un £, > C, vérifiant 


| F(En+ Lin + La) |; = WE, — 4 . 


pry Voir [1, p. 184]. , = - à Le 
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Choisissons convenablement deux suites décroissantes {én} et {e’, } tendant vers 
zéro et une suite croissante { C,,} tendant vers l’infini et posons 


Sn Lp DE En + EE Tin: 
Nous avons donc 


(3.12) | F(sp)| > W(æi—xo— 0(1)), Tr ©, Yn—> Vo 


et le théorème est ainsi démontré. 


Remarque. — Pour construire la fonction V(æ), M. Valiron | 10, /] a utilisé 
logM(a, F) au lieu de logu(æ, F). Dans ce cas, F(z) est de l’ordre linéaire 
de W(æ)et l’on a 

V(x)= logM(zx, F), 


l'égalité étant vérifiée pour une suite de x tendant vers l'infini. Les inégalités 
(3.5), (3.6) et (3.8) restent les mêmes, mais (3.10) est remplacée par 

; —D22,(f)ZD. 
On trouve que /(z) n’a pas de points singuliers dans le demi-plan 2 < 0 et que 
le théorème 3.1 reste encore valable. 


4. Droites de Borel de F(z) d'ordre linéaire positif. — Soit A, y — y, une 
droite horizontale. Désignons par n#(#, A, à, ®—Z) le nombre de zéros de 
D(z) — Z appartenant à la demi-bande |ÿ — y, | <<, x< hk, à © 0. Dans le cas 
où l'ordre linéaire + de D(z) est fini posiif, la droite A est dite une droite de Borel 
si, quels que soient 0 >o ete >o, dès que kk, (4, €, 4), 


n(k, A, 6, ® —Z) er 


pour tous les Z sauf deux au plus (l’infini compris). Dans le cas de l’ordre 
linéaire infini, on suppose que ®( 3) est au plus de l’ordre linéaire de U(x + K), 
K =const. 0, et au moins de l’ordre linéaire de U(a). La droite A est dite une 
droite de Borel au moins de l’ordre linéaire de logU(a—h), h=const. >— K, 
si, quels que soient 3 >o ete >0, dès que kh, (4, €, Z), 


n(k, A, 0, D — Z)~logU(k—h —e) 


pour tous les Z sauf deux au plus (l'infini compris). Considérons la fonction 
entière F(z) de l’ordre linéaire + > 0. Suivant t<o ou t=oo, on établit, 
en appliquant le théorème 3.1, les deux théorèmes suivants : 


Tutorime 4.1. — SitT< © et Si 39 = Lo + LY est un sommet à distance finie de 
Ve, Be F : 3 T : 
l'étoile horizontale de f(z), il existe dans la bande | y — yo|< = une droite de 


Borel de F(z), y=y’, y' =const., jouissant de cette propriété : on peut trouver 
une suite de cercles V,, |2—4,|=o(1 ), Ol 3,—=2,-+ ly’, Æn— oo, tels que 
dans T,, la fonction F(z) prend au moins 


ern(t+En) én 01 )s p= tal Z), 


on Noe Raise bs ac Ra. DONNE 


ne 78 eras Oe crue vo. 
: fois chaque valeur de Z pour laquelle | tt FA 5 : 4 
log| Z| < exit), log| Z— Z,|> en talt—Oi), ï ‘ 3 
les points Z,, tendant vers une limite lorsque no. , Reape as + | à 
Démonstration. — Considérons la transformation 4 
Cry) fetta, ome, ; | f 8 : 


qui transforme la bande Y—rI<; © dans un angle d'ouverture 7 dans le | 
plan des €, Posons 
D(E)—=F(z:), = + in =pe 


et désignons par M(¢, ®) le maximum de |®(C)| sur la patie du are HE 7 
dans l'angle d'ouverture x mentionné ci-dessus. On a De 


LS = 


im | glogM(x, F log V(æ + D +e : 
(ica) Tim EN RO RES RSS | 
p=x oge Pen a( 2 — Lo) rsx a(æ > To) 
: D'autre part, le théorème 3.1 entraine 
o log Z 71 >. a 
(4.2) Tim log logM(p, ®) — 75 loglog|F(éa)| pre log V(an— av— o(1)) _ 5, 4 
p=2 loge net (Ti To) R= a (Tr — Lo) a 
Done la fonction (¢) est d’orde = >1 dans l’angle considéré. En appliquant 
à ©(C) un théorème de M. Valiron [10, e] et en revenant a F(z) par la trans- Ë 
formation (T,), on voit qu’il existe une suite de cercle T,.,|3—3:,,| <w, 
AU OC). OÙ. 354 == Lui Vos The CONRAD, PR PET tels que F(z) 
prend dans ces cercles au moins | DRE 
eX palt+€pa) cpa o(1), Epx = Epa(Z) 
_ fois chaque valeur Z pour laquelle | = 
log| fh | == eXpalT+Epa), log| Pi Zoe | > e—*palt+Epa) 2 
Zp, tendant vers une limite lorsque p => 6. ; ; EE 
: \ S'il existe une valeur de « pour laquelle | y,— », |£ 2 57? notre théorème est. : 
. démontré. Sinon, on verra ay "il existe une suite de re dont les centres sont a 
représentés sur Y=Y+ > 5x Ou Y=N-= et qui jouissent de la propriété 2 
ine exigée. Dans ce cas, en. effet, correspondant a une suite croissante positive i 4 
{a} >, il existe des suites de ee Tyxp [3 — 5pa;| px, dont les coor- ee 
données des centres tendent vers Hs HSM = : lorsque a;->7.Supposons — : 
que Yo + — ~ est une limite de ces on Choisissons une suite croissante ASE 


positive pe et une suite positive (2; jo. I existe dans la suite de : ae 


ce vw ‘2 
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cercles F,., (p=1, 2,..-), un cercle Ps), dont l’abscisse du centre est plus 
grand que s; et pour tit @pisjaj Ot [Epc iar | sont plus petits que o;(‘). On obtient 
ainsi une suite de cercles Eee a pri, O(N)» Cf 315, 27-8), 


dont les abscisses et les coordonnées des centres tendent vers l’infini et Yo a 


ane et dans lesquels F(z) prend au moins EXP[ Myra, CT + Episa “+ 
= O(L), Episja,= Episja(Z), fois chaque valeur Z pour laquelle 
One el (ja; (T + Episjay) ls log| Z— Z,,, jay | > — eXp[ Lys j)aj(T + Epis ya;) |» 
Construisons les cercles les plus petits dont les centres sont sur la droite 
Te . : 2 
Y¥=Yo+ 5, et qui contiennent respectivement un des cercles F,,,, 


(j=1,2...). Ceci achève la démonstration de notre théorème. 


THÉORÈME 4.2. — Sct = est un sommet à distance finie de 
l'étoile horizontale de f(z), la pete Y =}, est une droite de Borel de F(z) au 
moins de l’ordre linéaire de V(æ — x, ), jouissant de cette propriété : quelque petit 


L : = = og 
que soit e > 0, il existe une suite de cercles I, : LE — 2n| PEN soe 
En D, Yn> Vos h > 0, tels que dans V,, F(z) prend au moins V(xæ,—æx;—e) 
fois chaque valeur Z pour laquelle 


log| Z| << V(xzr— a — E), log| Z— Z,| >— V(a@,— a — =), 
les points Z,, tendant vers une limite lorsque n +. 
Démonstration. — Désignons par C,=£,-+ 77, les points z, dans la démons- 


tration du théorème 3.1 et employons les autres notations du n° 3. Supposons 
qu'il existe deux nombres C et C tels que 


log| C| <-V (Ër — do — €), RES SEE ete ot 
log| C — Gf V(Ën— 2% — €) 
et que le nombre des zéros de. F(z)—C et F(z)—C' dans le 
RS ee pant UE M crée ic 
cercle VE a, Oo soit inférieur. à V(é,—æ,—e), où 
l=D+ 2%, + 2e ('). ee une extension du théoréme de Schottky due 


à M. Valiron 110,-g Javec t= 7 -etr— =; ( ) dans le cercle 


L m9] - FAT) : 
= 5 log V (Ën— %o— €) 5 log V (Ën— to — €) 


(4) On voit que pour un a, | Epa | lend vers zéro uniformément pour tous les Z considérés puisque 
ee ee CED %LoNpa(Z) PI 
Epa = anpa(Z)— 7 Rg ETS. Four [10, b]. 
(+) Remarquons que nous avons x9 > — D. 
(2) On mis? ici les notations du Mémorial cité. 


AE ee OO ie 
aC Soy 


4 
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Puisque | | | i 
logM(é, — 4, F) <.V(&,— 2% —€) 4 


pour 7 assez grand, nous avons, pour 7 assez grand, 
~ log| F(z) |< aV(En— a%— €) +BV(En— xo— €) +7 V(En— do —E) + ù 
<(a+B+y+0+i) V(ên—Zo—Ee) 
SR (En — Lo — €) 
5 log V (En — Zo— €) 
constantes numériques positives. Ensuite appliquons le même théorème avec 
le même + et r au premier cercle. On trouve que, dans le cercle concentrique - 


3R(En— Lo — €) 
avec rayon TE VE a — €)" 


dans le cercle concentrique de rayon , où a, B, y, à sont des 


log| F(z)|<aV(Ga— %o— €) + BV En— %— €) + Y(a + B+y+0+1)VE,— x—e)+8 
pe dere aa ne V(En— Lo— €). 


~ 


Appliquons de nouveau cette extension du théorème de Schottky au cercle 


[on — f+ R(En— do — €) = h(En— LE) 
x 2log V(En—ao—e) || “log V(Ern—Zro—E) 


s’il existe deux nombres C, et C vérifiant les mêmes inégalités que C et C’ tels 
que le nombre des zéros de F(z) — C, et F(z)—C dans ce cercle soit inférigur 
à V(E,—a#—«), et ainsi de suite. On aura les deux possibilités suivantes : 


1° 5,—=2,-+ ly, se trouvant entre €, et ¢,—/ sur le segment joignant ces 


deux points, il existe un cercle |z—=z,|< here dans LEE F(z) 
NT S| | 


prend au moins V(é,— a, — ¢) fois chaque valeur Z vérifiant 
Se SA oN CS ek el à toe cee bse V(b Res). 


Puisque miel nice on trouve, à plus forte raison, 
han 
LTn— Lo — &) 
V(x,— x ,—<) fois chaque valeur Z vérifiant 


que dans le cercle F,, |@—4nl< fev » F(s) prend au moins 
log| Z| < V(a,— a%—€), log| Z — Z,| > — V(an— a— €). 
2° Nous aurons 


log| F(Gn) |< (a+ B + y +8+1? V(E,— x — 8), 


ou a j'a > à 
7 dog V(En— a — €) 1@(é,— 2 — €) 
Be Ee HB ae Wier: CALE 


En tenant compte du théorème 3.1, il s’ensuit que 
V(En— do 0(1)) < (a + B + y + à +1) VE Bo €). 

Donc 

exp[ (En — Zo — 0(1)) P(En — Lo — o(1))] 


llog(a+B+y+d+i) 


[ | <4 B+y 4d. 
exp) | Ex— Ly— e+ di a= 8) 


~ 


Noe 
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Nr en llogtorre Br ) 
Choisissant A tel que To + € — eee Si D Lo, nous trouvons que 


l'inégalité ci-dessus est impossible si n est assez grand car , P(æ) étant indéfi- 
niment croissante, le premier membre de cette inégalité eae vers l’infini avec n. 

Notre théorème est démontré en supprimant certains des cereles I", dans 2° 
tels que pour la nouvelle suite des cercles, Z, tendent vers une limite. 

Les théorèmes 4.1 et 4.2 montrent que, dans le cas <> 0, chaque sommet 
à distance finie de l’étoile horizontale de f(z) correspond à une droite de Borel 
de F(z). La formule de M. M. Riesz [1, p. 185] donne l’abscisse de l’étoile 
horizontale de f(s) appartenant à chaque droite horizontale: elle donne done 
des renseignements sur les droites de Borel de F(z). D'ailleurs, de certains 
théorèmes sur les singularités des fonctions définies par des séries de Dirichlet, 
on peut tirer des théorèmes sur les droites de Borel de F(z). On en énonce ici 
quelques-uns, dont les démonstrations sont immédiates : 

Q(A,) étant supérieur à zéro, un théorème de M. C. Biggeri [| 2, a] entraîne 
le théorème suivant : 


THéoRÈME 4.3. — Sv les parties réelles de a, ne sont pas négatives et si les 
arguments 9, de a, sont tels que 
‘ . ON 
lim \/COS Gn =1, 


7i—co 


F(z) admet, dans le cas 0 <C7< x, une droite de Borel dans la bande, | y |Z = 


et, dans le cas t=, y — 0 comme une droite de Borel au moins de l’ordre 


linéaire de V(x — x), Za—xa(f). 


Le théorème suivant résulte d’un théorème de MM. Polya-Bernstein 
[1/01401: 


THÉORÈME 4.4. — St { À, } est une suite à densité maximum fine A et à indice de 
condensation nul, F(z) admet dans le cas o [7 <[, une droite de Borel dans 


. I Ë 
chaque bande horizontale de largeur | 2A + :) 7, et, dans le cas t=, une droite 


de Borel au moins de l’ordre linéaire de V( a — x, ) dans chaque bande horizontale 
de largeur 2.Az. 


En posant A = o dans le théorème précédent, on obtient un théorème corres- 


pondant à une généralisation d’un théorème de MM. Hadamard-Fabry. 


Un théorème de MM. Paley-Zygmund [7] conduit à la proposition suivante : 
Taéorème 4.5. — Pour presque toutes les suites | v,}, |v,|=1et{e,}, = +1, 
les fonctions La, ve et La, ene (n=1, 2,...)admettent, dans lecaso< 7< ©, 
: . : | TE ; 
une droite de Borel dans chaque bande horizontale de largeur — et, dans le cas 


r—, chaque droite horizontale comme une droite de Borel au moins de l'ordre 
linéaire de V(æ — Xo), &, étant l’abscisse de convergence de 
S| ap |? (A) em? (Cee he pee ec 
Aun, Ee, Norm., (3), XVIII. — Fase. 1. 11 
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Remarque. — En examinant les raisonnements, on voit que si l ‘on utilise la 
fonction V(a) construite au moyen de M(x, F) au lieu de pla, F), les 
théorèmes 4.1-4.4 sont encore valables, mais le théorème 4.5 ne > peut plus se 
démontrer. | 


5. La comparaison des droites de Borel F(z) et celles de ses trans formées de 
Cramér. — On considère la transformée de Cramér | 1, chap. oo de F(z) 


(B.1) W(s) = Za, 0(In)em © (n—1,2,...) 


où 0(z) est une fonction holomorphe dans tout le plan pour laquelle il existe 

une constante non négative # tel que, quel que soite > 0, on a, pour ile etn 
suffisamment grands 7 

(5.2) log| 0(s) |< (A+ 6¢)| 4], al beh. Ne ; ery 


(1.5) et (5.2) entrainent que la série (5.1) est absolument convergente | 
partout et que W(s) définit une fonction entière. 

En utilisant les notations du n° 1 et en tenant compte de 4 2), 0 on trouve 
que, quel que soit e > 0, 


(5.3) p(a, F)<u(z+k+e VF), plo, ) <p(z+ ay: +e, F), 
dès que æ est assez grand. Par conséquent, en vertu de (1.6)et(1.8),ona 


(5.4) M(æ, F)<M(w+D+k+e¥), Me, WY) <M(a+D+k-+e, F) 


dès que æ est assez grand. 

V(a) étant définie comme dans le n° 3, les inegalites (3.1), (3.2) ef (5.3) 
entrainent que W(z) est au moins de l’ordre linéaire de W(a — k) et au plus de 
l’ordre linéaire de W(æ+D+#). Dans le cas de l’ordre linéaire fini, F(z) etre 
W(z) sont du méme ordre 7. : 

A la fonction W(z) on associe 


(8:5) (8) = Zan (dn) Ru) ebm? (n=1, 2, ...), 


qui est évidemment une transformée de Cramér de /(z) et dont ne de | 
convergence absolue x,() vérifie | inégalité suivante : £ 


Ve iP 2) Ia) = @e(b) | Ek 
\ Siz,=2,-+ vy, est un sommet à distance finie de l'étoile horizontale de Us), 
il existe, dans le cercle | s — 3, 3,|<kun point singulier ou un point de l’espace 


lacunaire de /(z). Il existe donc dans l’ensemble 
(3.7) B(s;|s | ZA) + ECs; Gal f) LE LB IR 


un sommet 5, —,+ 47, de l'étoile horizontale de As 2) 
Si, en outre, dans un secteur 


(5.8) jargs|—« (o< 2 = const, ZT ), x 
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0(z) ne-s’annule pas et vérifie, pour | z| suffisamment grand, 

(9.9). log | O(z)| >—(K-+ «)| 31, 

f(2) est une transformée de Cramér généralisée | 1, p. 71| de Ÿ(z). Dans ce 


cas, 5,—%,+1), étant un sommet à distance finie de l'étoile horizontale 
de /(<), il existe dans l’ensemble 


(3.10) E (23 |2— soi 2k) + Es; wa(p) Zea, |y — |Z) 


un sommet de l’étoile horizontale de (z). 


On remarque que si k= 0, (5.7) et (5.10) deviennent deux segments et les 
étoiles horizontales de f(z) et de U(z) coincident. 
Comme on a fait pour f(z), on peut écrire 


a Le Lx =f “win alt; ns Rel oe 


On en conclut que, Bi Lo bY élant un sommet a distance finie de I étoile 
horizontale de PC) , la fonction W (2) est au moins de l’ordre linéaire de W (a — Lp) 
sur la droite y=y,. On établit, comme dans le n° 4, les deux propositions 
suivantes : 


TuéoRèME 5.1. — Si F(z) et sa transformée de Cramér W(z) sont d'ordre 


linéaire fini 7 oe O et St 3,—= Lot LV, est un sommet à distance finie de T étoile 
horizontale de (2), F(z) admet une droite de Borel dans la bande 


Sle ke 


et W(z) admet une droite de Borel dans la bande |y — y, pe ee 
Si, en outre, dans un secteur (5.8), 0(z) ne s’annule pas et vérifie (5.9) pour | s| 


assez grand et st 3,=X)+1yY, est un sommet à distance finie de l'étoile horizon- 


tale de (2), F(z) admet une droite de Borel dans la bande | y — y, |= ~ et W(s) 


area 


admet une droite de Borel dans la bande | y y, ha = : 


Tatorime 5.2. — Sv F(s) et sa transformée de Cramér W(z) sont d’ordre. 


linéaire infini et st 35 — z+ y, est un sommet à distance finie de l'étoile horizon- 
‘tale de $(z), F(z) admet dans la bande |y — y,|.<k une droite de Borel au 
moins de l'ordre linéaire de V(a —x,—k) et W(s) admet y =y, comme une 
droite de Borel au moins de l'ordre linéaire de V(x — x). 
Si, en outre, dans un secteur (5.8), 0(z) ne s'annule pas et vérifie (5.9) pour | 5 | 
assez grand et Si 3)= Lo + UY est un sommet à distance finie de l'étoile horizon- 
‘tale de f (3), F(z) admet y= y, comme une drotte de Hore! au moins de l’ordre 


TES 
A 


ged Silas = 


? “ y 
he, Sede ator. 
i oy eee A PDU 


(6.2) AT 
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84 
linéaire de N(x— x) et W(3) admet dans la bande |y — y,|<k une droite de 
Borel au moins de l’ordre linéaire de V(x — x,— k). 

La dérivée d’ordre m de F(3) : 
(5.12) | Fv") (3) = La, }"ehrs (her: By Cay 
est évidemment une transformée de Cramér de F(z) avec ‘=o. Les étoiles 


horizontales de f(z) et de /'”)(z) coincident. En appliquant les résultats 
précédents, nous obtenons le théoréme suivant : 


Tutorime 5.3. — Sc 5, =ay+ty est un sommet à distance finie de l'étoile 
horisontale de f(2) et si o°T<o, De et toutes ses dérivées admettent une 


droite de Borel dans la bande |y — y; | Les = st au contraire T—®, Y=YVo est 


une droite de Borel au moins de l’ordre linéaire de V(x — x) deF (z) et de toutes 


ses dérivées. 


6. Fonctions entières associées à certaines séries de Dirichlet ayant une abscisse 
de convergence absolue. — Etant données certaines séries de Dirichlet ayant 
une abscisse finie de convergence absolue, on peut leur associer des séries de 


Dirichlet absolument convergentes partout telles qu'un sommet à distance 


finie de l'étoile horizontale des séries données correspond à une droite de Borel 
des fonctions entières d’ordre linéaire positif définies par des séries associées. 
Cela posé, connaissant l’étoile horizontale de certaines séries de Dirichlet, on 
peut construire des fonctions entières ayant des droites de Borel correspondant 
à cette étoile horizontale. On donne ci-dessus une méthode pour construire 
des fonctions entières associées. 

Étant donnée une série de Dirichlet 


(6.1) g(z) = Xbnehrs (R=1, 2, 2), 


ayant une abscisse finie de convergence absolue x,(g) = C, À, vérifiant (1:22 
on voit que, en posant |b,| = B,, 


logBe | DC Te OSB, 


n= © n “R=0 a 


Soit V,(¢) une fonction croissante continue définie pour <1 et telle que 


(6.3) Vi(x)& efr, k = const. So 

pour æ assez grand. On voit que . | : 
®, eut 

(6.4) : Sia | Wit) on Wi (eye, 


pour tout uo et que oS V2) tend vers l'infini avec x. On suppose toujours 


SUR LES DROITES DE BOREL DE CERTAINES FONCTIONS ENTIERES. 85 


dans ce Sn ch que —— vi ie 12) est non décroissante. D’ ailleurs, on a V,(æ) > x? 


pour x assez grand. En eee ate par v,(u)le maximum de —— 
les inégalités 


ree (1) » Q,(u) vérifie 


(6.5) | a <Q; (u) <2u0,(u) 
dès que u est assez grand. 
Si 
QG, (An) 
— Anlog An aay ©), 


et si l’on ne peut pas tirer de la suite {,} une suite X, telle que 


(6.6) an eae 2 


ass I, 
D = © log Any 


on construit une suite croissante | A, | par l’interpolation des nombres dans la 
suite { À, | telle que : 


(6.7) lim El H <a, 
(6.8) LE AE 
n= » log À; 


Par exemple, on peut insérer tous les nombres entiers positifs dans { À, } et 
MN EEE a + ; 
Posons {u,}—{À,} ou et RU Ge D ou H suivant que nous introduisons 
|i, | ou non. Construisons la fonction entière 


Une 
(6.9) - O(2)=> Se. (n=1, 2, ...). 


En effet, si petit que soit € >o, on aura, pour nn, ny étant assez grand, 
u étant arbitraire, ay 
ebnT 2 Un ebn® ebenla+é) 


G24 (Un) 1 (Un) aaa (ur). 


En prenant u = x +e, on obtient, pour 2 7, 


\ ent 


qu © EO 


Par conséquent 
eine ebin(e+K-+€) 


eee ee eee 
1\ Pn 1( Pn : 


(==, Notre). 


ehns 


— n—=1, 2, ...), n'est pas d’ordre 
=. |: ( fy 12 Pp 


(*) Dans ce cas, la fonction entiére définie par S| 
linéaire infini (Voir le théorème (2.1)). 
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On en conclut que, si petit que soite > 0, ona 
Dr) << W,i(a + K+ ¢) pour 2>2(é). 


D’autre part, quels que soient x ete © 0, on aura 
D( a | en? we | Evine Fa ebnlt—E) : yeas ebntn 
2) Sn ee EE à 
pour » assez grand. Puisque 4, croit indéfiniment avec n, il existe une suite de — 
valeurs indéfiniment croissantes de x telle que 


P(z) > Wi(æx — €), (x) > 0, limelx) = 0. 


Considérons la fonction 


(6.10) ' Gi) =Yatnen | (RL Me 


qui est aussi une OR entière. En effet, on vérifie que, si petit que soite >0, 
Mie Bo eu Davee cee 

pour æ assez TS et que, pour une suite de valeurs idéfiniment croissantes / 

de x, 


M(z; G) > Wile - —C—D—e«)> O(x — es D—K—2¢), e(2)>0, lime(æ) — = 
Done G(s) est au moins de l’ordre linéaire ss O(a — Cae -K) et au hee be 
_ l’ordre linéaire de B(x — C). D'ailleurs, on voit que 
‘Tim LV ÉD He G) ee Pa m 108 Vi(æ) 
g x 


T—2 T= >» cS 2 


WT: oat 


Si R(s) < C, on pourra re = 
(6.11) EOLA SOD a. 


Pareillement, pour. reaane ko; 


ake oie era 
6. 2 Dy eee nes Re Sa EEE BESO \ — 
(6.1 vi ; AE =f" | Wi) dt FORTE ern Ie 


| Donc si . 
\ 1G(ao+ gota D) < (x — K —k) 


dans la demi-bande |y|<c, 7@.X,, : >0, On pourra prolonger g(z) le long 
de la demi-droite y=y,, x < «,. Comme dans le n° 3, il en résulte que : 


; Taionème 6.1. — Si 55=%5+1Y, est un sommet à distance finie de l'étoile — 
horizontale de g(z), la fonction G(s) est au moins de l’ordre tre de SE 
®(7 —K— 2,) sur la droite y= Yo. . | | 


En utilisant ce théorème, on démontre les deux propositions suivantes : | | oh 


. THÉORÈME 6.2. — St G(2) est d'ordre linéaire fini + ee Oetsiz 50% + 170 est. 


r 


ARE 


D ER PE a ge ll ta a Oe pal Soe See ie a CE UE A ee "Ra ‘ “n= 
eo Va pee er is 


= 


+ 


aS 


. 
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un sommet à distance finie de l'étoile horizontale de 8(2), d'existe une droite de 


Borel de G(z) dans la bande‘ y — y, | = a - pourvu que 


O 
(6.13) Tey A 
= = LOL U 
existe. 


En vertu de (6.6), (6.7) et du théorème 2.3, ®(z) est à croissance linéaire 
régulière. La démonstration de ce théorème est la même que celle du 
théorème 4.1, à condition que (4.1) et (4.2) sont remplacés par les inégalités 
suivantes : 


——= loclos U(o los los | à o los — Le T 
Rp Fe ®,) eatin loglogM(a, G) lim log log ®(a — C—e) re 
p= ogo ran &(£— 2%) 1 A(X — Lo) a 
Tim losloeM(9, Cay JE een) Sim PENCE DER eae Oe 
exe log o n—= A(Ln— Xo) n=x A Ly — Xo) a 


où ®,(¢) correspond a la fonction ®(Z) dans la démonstration citée. 


Tutoreme 6.3. — Sv G(z) est d'ordre linéaire infini et si 3, est un sommet à distance 
finie de l’étoile horizontate de g(z), la fonction G(s) admet y = y, comme une 
droite de Borel au moins de l’ordre linéaire de log ®(a — K — X,) pourvu que 
log log ® (a) 

Xx 


(6.14) 


soit non décroissante (*). 


\ 
La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 4.2. 
Mais dans ce cas on commence par un cercle de centre æ,—K—x,+C—2e 


h(a,— K — 2, — 2 
et de rayon ee or NE > Où 


log logD(x, — K — x, — 26) 


Remarque. — On peut étudier la question traitée dans ce numéro sans 


introduire ®(z). En effet, on choisit V,(¢) vérifiant, en plus de (6.3), les 


couditions suivantes : 


na ' 0 a3 — . 
[ AL AE pour tout h >; 


W, (2) . 
lim REV Ae) existe ; 


s 


log V, (a ape Stake om Cry 
EN Ee) est non décroissante si la dernière limite = oc. 
pe” 


En prenant * 
et 
; == ah 


(1) HAE de ce théorème dans ma Note aux Comptes rendus (228, 1949, p. 641-643) n'est pas 
complet. 
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on trouve que G(z) est au plus de l’ordre pears de W, ont CeD) et au 


moins de l’ordre linéaire de W,(a— C —D) et que, 


te log Vi(x) ee Le loglogM(x, G). 
x 


En comparant les deux intégrales 
F(4+ 3) Wi oes DA), 
als =f SACs fe Eee 
on établit les théorèmes analogues aux théorèmes 6.2 et 6.3. Dans ce cas, on 
supprimera, dans le théorème 6. 2, la condition que (6. 13) existe, et, dans le 
théoreme 6.3, la condition que (6. 14) est non décroissante; y= y, sera dans 


ce dernier théorème une droite de Borel au moins de l’ordre linéaire de 
V(æ— C—D—z,). RES 


7. Applications d'une méthode de sommation de M. M. Riesz. — On peut 
appliquer une méthode de sommation de M. M. Riesz | 1, p. 184] à l’étude des 
droites de Borel des fonctions entières d’ordre linéaire fini positif définies par 
certaines séries de Dirichlet absolument convergentes partout, On traite 
d’abord la question du n° 6 et l’on utilise les notations précédentes. 

Considérons la série 


Girt) &,(2) =) ————, o<t<0 (na, ar wad 


qui définit une fonction entière d’ordre linéaire +, à croissance linéaire régulière. 
En effet, on a, d’après la formule de Stirling, | 
— log 1+ ee) — logl (1 + Ex) 
: ‘4 


be Oe ed ar. ee oe eae 
n= 5. Mn 1 = En log Ur : 


alm 


(1.5) et le théorème 2.3 établissent notre affirmation. 
A la fonction g(z) on associe 


(7.2) HOT a) er EL ee ae 
Pa AE 


On voit également qu’elle définit une fonction entière d’ordre linéaire 7. 
Pour R(s) < CG, on pourra écrire 


(7.3) g(s) ey eg (= +- à et dt. 
Pareillement, on a, pour chaque k > 0, 
(7.4) Zee f e“6,(— k= k+ etat (re 10, 0). 


ah re AP AS 


ar re? CA eg NE a 
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Comparant (7.3) et (7.4), on établit, comme dans le n°6, le théorème suivant : 


THÉORÈME 7.1. — Si 3, — 2%, + Ly, est un sommet à distance finie de l'étoile hori- 


sontale de g(z), il existe une droite de Borel de G.(z 


DRE 
Or 


Réciproquement, étant donnée une fonction entière du type 1 de l’ordre 


linéaire fini 7 >o ANG par une série de Dirichlet absolument convergente 
partout 


(T5) Gla) == tem ogi CG, (m=; 25 2.) 


où (1.2) est vérifiée avec D =o, on lui associera une autre série. Le corol- 
laire 2.1 montre que 


(7.6) lim 2 (VC) — 


= © 


Considérons la série 
(7.7) es) = ST (1+) be (A =, 2, eae 


En vertu de la formule de Stirling et de (7.6) on trouve que 
log CAT (1 + a =) 
Sa 2) = — in ne arms oe 


où æ,(g) désigne l’abscisse de convergence absolue de g(z). Par conséquent, 
on a, pour R(z)<L 0, 


(7.8) 2(s) =: EG + :) edt. 


En comparant (7.8) et (7.4), on démontre cette proposition : 


THEoREME 7 — Si z,= 2+ Ly, est un sommet à distance finie de l étoile hort- 
zontale de “as ilexiste une droite de Borel de G.(z) dans la bande ar ie ve = 
CHAPITRE IT. 
FONCTIONS ENTIÈRES DÉFINIES PAR CERTAINES GÉNÉRALISATIONS 
DES SERIES DE DIRICHLET. 
I. — Transformées de Laplace-Stieltjes. 
8. Préliminaires. — Soit «,(t) une fonction monotone dans les intervalles 


nr feats (rt 0; 1,2, ...), tels que la suite { À, } soit croissante avec RE 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1. 12 
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et vérifiant la condition (1.2). En outre, dnppeuan 3 que ayn ) se trouve ; 


entre a,(A,—) et (À, +) et que 
(621) Lim BO" — 1e, BU ie eae ee ry Ÿ 


n=2x ‘na 


Considérons la transformée de Laplace-Stieltjes [11] de a (2) 
(8.2) F()= f etdaa(, SC, 


qui définit, dans son demi-plan de convergence une onde holomorphe. En 
désignant æ.(F,) et x.(F,) son abscisse de convergence et son abscisse de 
convergence absolue, respectivement, on a les relations suivantes [ 11]: 


(8.3) 0 e(Fi) — Za( F1) LD. 
—— log Ain 
An 


RL" - 


(8.4) SD boy abate Zz 05 Ain | 4 (An yeaa ols —) |. 


n—= A2 


En effet, soit #w,(æ) la variation totale de a(t) dans l'intervalle ottZe. 


Ona 
MS pe bee Apa 
ettdwi(t) = if etd (= if e™tda,(t)| + DA,e*” 
ff etan(n=y o=> (4) | + ZA | 
(2=0, 1 Sms) ‘ 
où l’on écrit A, —=o. or 


< ehnts*| ot (Ania —) — O4(An +) | = By ny reins”, 


An+1— 
if e*! da, (t) 
Apt : 


la condition (8.1) entraîne que la série 


. Anti 
> if e*'da,(t) 
Ant 


est convergente partout. (8.4) est ainsi une conséquence de (1.1 yeas 
_ La condition nécessaire et suffisante pour que F, (2) soit convergente partout | 


RCE RUAE BTE 


et par conséquent absolument convergente partout est que Ne. 
(8.5). lim D PES 20 , 


ra=e n 7 i 


ce que l’on supposera dorénavant. On voit que 


Fi(s) OE et da ( t)=2 [En Ainetns ats B,, ee Yn1 (s)e tas], : ans é 


. : tae, [Ynea()| <1 (n= 0,1, 2,.:.), ; : 


et que les deux séries Ze, A ,,e"" et =Binyn(s)e’"™ sont absolument convergentes 
partout. Donc, en posant y,(:)— 0, ona 


(8.6) Fi(s) = Bl eeAin+ Binya(s)]@ (20, 1, 3, 2) à NON 


TE We cea Nip pate ah ya ete t " | 
. por | * 
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Posons 
(8.7) Fy (3) = SA en (FU AIO | Lite), 
et supposons 
LS eae kaj 
(8.8) VBin= 0( VA). 


Evidemment (8.8) entraine B,,—o(A,,) et DEC AR) ces, deux 
expressions et (8.5) entrainent (8.1). | 

On utilise les notations du n° 1. En vertu de (8.6), (8.8) et (1.7), on a, 
quel que soit e > 0, 


(8-9) Mx, Fi) <M(x, F1) + M(a, Xo(Ain) er + 0(1)) p(e+ D+ , 5.) 
Luz + D+:x, 7;) 
pour + assez grand. D'autre part, supposons (*) 
M(x, Ben Asne*) =| Ze, Aunel|, BR + (RE AA ee 
En vertu de (1.6), (8.8) et (1.8), on a, pour x assez grand 


M(z, FE) > | Ben Ainein? — E Binyn(z ) en? 
M(x, Zen Aine’*) — M(x, 2 Bype*n?) 

> p(x, F3) —-M(x#—D—1, 2 Bin en D+1) ehys) 
> (x, F1) — wr, Zo( Ain) 5) 

a= (iO (han: 4) CIF OAT ay Dae alae 


Done, quel que soit ¢ > 0, 
(8.10) 0 Mies 6, F) > pa; F4) 
pour æ.assez grand. | 
: Au lieu des transformées de Laplace-Stieltjes des «,(¢).on peut considérer 
celles de certaines fonctions complexes, qui définissent aussi des fonctions 
holomorphes dans leur demi-plan de convergence. Soit 


(8.11) a(t) = at) + ia(t). 
où a(t) vérifie les NT énoncées ci-dessus et EX est une fonction 
réelle vérifiant 
ee Bai) PE A UE Blatt ee) )—a,(t)|,. .K= const. > 0, 
| pour chaque ¢, pourvu que |à| soit assez petit. Évidemment x, (+) est à variation 
bornée dans ie intervalle (o, T), T >o0. Donc «(t) l’est aussi et a( A, +) 
et «(,—) existent. De plus, on suppose que ~,(A,) se trouve entre (À; —) 
et æ, (À, +). Considérons 
(8:13): F(z) AK extda(t) = day (t) + if estdas(t) = F,(z)+ iF,(z). 

; 0 0 


0 


(1) On modifie facilement le raisonnement dans le cas où cette borne supérieure n’est pas atteinte 
en un point à distance finie. 


DT LE Ts de 


a ed << 


ad 
| 


- 


ou 
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Par hypothese, 


T © T 


uf et da(t)|zVReer [ ev!|da(t)}, T>o. 


0 


Done F(z) est absolument convergente partout et définit une fonction entière. 
On a 
F, (2) SR e* day (t) = Zi [as(An+) — %(An—)] + BinY'n(2)} en, 
0 ‘ 
lyn(z) | <K, Yo(z)= 0 (rio ER 
Par suite 
(8.14) F(s)=2fenAint i[ae(An +) — %2(An—)] + Ban[yn(5) + Éya(z)]} et" 


(no, boa aos 


On a de même, quel que soit < > 0, Ms 


(8.15) M(a, F)<p(æ+D+e, fi) 


pour + assez grand. D’ autre part 


M(x, Z {en Ain + gb ae pes RC PRE Ain + t[ Ge (Ân +) — Go (An _ yes 


= p(x, ZVAE, + [as (An+) — &(An—) |? sere) Se tie F1) (R=; RRRE 


On trouve, comme on a fait plus haut, que, quel que soit < > 0, 
(8.16) M(e+e,F)> pla, Ks) 
pour æ assez grand. 
On peut également étudier la transformée de Laplace- Stieltjes de a,(t)+- 1a (à. 


On remarque que F(z) est une fonction F(z) particulière. 


9. Méthode de sommation et droites de Borel. — Comme dans le Chapitre 
précédent, on peut étudier par la méthode de sommation les droites de Borel 
de F(z) ou F,() d'ordre linéaire positif. On voit que F(s), F,(s) et #,(s) sont 
du même ordre linéaire + > o. Introduisons comme dans le n° 3 les fonctions © 


V,(t) et Q(t) au moyen de p(x, #,). Il s’ensuit que F(z), F,(s) et ¥,() sont 
au plus de l’ordre linéaire de W(x + D) et au moins de dase linéaire de Ba ce 
Considérons 


‘ 


(9.1) Leet) ft = eee est dy,(t), 


P4(6) = f au Basti 


Évidemment e,(2) est monotone dans les intervalles PERS (no, 


Pope? et ON 


Pa(An+) — Pa (ln) = Q(An) [ (An +) RE a Cu} 
F1 (An AVENANT ) [a Qu) — a4 (An md 4 
Pa Res —) — P(Ant) = = Q(Envs) Rise = SA (An+)], ; ane are 


‘fe TRTS 
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Donc #,(%,) se trouve entre v,(A,—) et (A, +). D'ailleurs, en vertu de 
(3.8) et (3.1), on a, pour » assez grand, 


log | Pa Anis) == 91 (An + )| = = log 82 (E;i14) =i log B;. n+4 
<= log 2En 44 nie log y (Era) Eu log By, n+1 
à = log 2En+4 ns Gn+1 Cnty — V (init) aia log By. n+1 
log 2341 + Ent tna — logp.( tris, Fi) + log By n+1 
< log2 À» ,1 — (Era — Anis) trea — log Ay nis + log Br 
(8.8) entraine ainsi 
(9.2) l im los L 1 (Ania —) — 01 (An +) | ee LA 
A= ‘n+1 = ; 
D’autre part, ona 


(9.3) pa log AG) — (n=) 


= © An 
En effet, 
log | Pa (An) — 61 (An—) | = log Q (An) + log Ain< log2},— 0(1). 
En outre, 
loge (An-+) — #4 (An —) |= log (An) + log Aun 
> logy(An) — log22, + log A:,, pour 7 assez grand, 
> dnt — V(t) — log2d, + log Aun, quel que soit ¢, 
= ),t—logp(t, ¥:)—log2A,+ log Aun, pour une suite de +o, 
— log2An, pour une suite de 7 —> co. 


(9.3) est ainsi démontrée. En vertu de (9.2), (9.3) et (8.4), l’abscisse de 
convergence absolue, x,( /,), de /,(z) se trouve entre — D eto. 
A la fonction F(z) on associe 


(9.4) Ayal sata f est du(o+i feet da (t). 


Puisque 


fi QMidani Zl eQ da yi Zvi EU 


l’abscisse de convergence absolue, æ(f), de f(z) est égale à æ,( f,). D’après 
le théorème de Fubini[11, dk 26 |, on trouve que, pour R(z)< x(f), 


F 3 
(9.5) = et da(e) [<p WT 5 af sr Ww FF ewieda(e) =f wos à 


Suivant le paigonnement du n° 3 on arrive a un théoréme analogue au 
théorème 3.1. On démontre, en tenant compte de ce théorème, deux propo- 
sitions dont les énoncés correspondent à ceux des théorèmes 4.1 et 4.2. 

On pique que l'extension de la formule de M. M. Riesz (') donne 


(+) Foir le n° 12 ci-dessous. 


A RR ER EE TO i EE CA 


94 CHIA-YUNG YU. ahs: Aga ie CAFE 


l'abscisse du sommet de l'étoile horizontale de /(z) appartenant a chaque 
droite horizontale et qu’elle donne donc des renseignements sur les droites de 
Borel de F(z). 


Re. 10. Quelques théorèmes sur les sing gularités et leurs applications. Nous 
ae donnons ci-dessous des extensions Aaa théorème de M. ee et d’un 
de. théorème de M. Cramér dont les démonstrations sont analogues à celles 
ie... données dans le cas des séries de Dirichlet. | 
THéoRèME 10.1. — Soit 
(10.1) 6(t) = Ba(t) + ¢B2(2), Of to, 


où B,(t) est une fonction croissante et 3.(t) est une fonction réelle vérifiant 
(10.2) | Bx(¢+ 0) — B2(t)| = K/B,(¢+6)—6i(2)|, K=const. > 0, 


pour chaque t, pourvu que |Ô| soit assez petit. Les droites de convergence et de 
convergence abrité de 


(10.3) Aa =f et dB (t) =A “et dB, (t) + if et dB, (4) 
4 0 0 0 
coincident et coupent l'axe réel en un sommet de l'étoile horizontale de (=). 


Tuéorème 10.2. — Soient (1), (o-<t1< ©), une fonction complexe à 
variation bornée dans chaque intervalle finie et 0(z) une fonction i ails tne 
dans tout le plan vérifiant 


(10.4) dog] 8(s)|<(k+e)|z|, e>0, |s|SZ(e), ko. 


Si la trans formée de Laplace-Stieltjes 
gts)= f. eds 


dont l’abscisse de convergence est finie, définit une Jonction g(s) holomorphe dans 
un domaine Lo) sur une surface de Riemann et si 0, désigne le domaine intérieur 

à ® et d’un seul tenant avec le demi-plan R(2)<e—k, et dont les points sont 
situés à une distance supérieure à k de la frontière de ®, l'intégrale 


(sz) a e 0( 0) dB (t) 
“converge pour Tubes <c—hk et définit une fonction holoarpie dans De 


Le théorème 10. r et les résultats du numéro précédent conduisent acette 
proposition : 


TaéorÈmE 10.3. — Si a, (2) et es vérifient les conditions énoncéesaun’Set 
su a(t) est une fonction croissante, F(z) admet, dans le cas OS T< ©, une 


; as à < ès : a 0 = 
É . " an Siem Cae Pas 
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droite de Borel dans la bande | y |Z =, et, dans le cas — ©, l'axe des x comme 
droite de Borel au moins de l’ordre linéaire de PT AMIE Oe f, D 

On peut étendre quelques théorèmes de M. Biggeri [2, a et b] aux trans- 
formées de Laplace-Stieltjes et en tirer des résultats sur les droites de Borel. 
On peut également étendre des autres théorèmes sur les singularités des séries 


de Dirichlet aux transformées de Laplace-Stieltjes particulières et obtenir ainsi, 


par exemple, des théorèmes pour F(3) correspondant aux théorèmes 4.3 
et 4.4. | 


Au moyen du théorème 10.2, on peut comparer les droites de Borel de F(z) 
et celles de sa transformée de Cramér 


(10.5) WG)=f e0(da(n= letdown) val 0(u) dat 


\ 


où Ü(z) est une fonction holomorphe dans tout le plan vérifiant (10.4) et 
(10.6) na pee (hae lane Eole), ik 0. 


On voit que W(z) définit une fonction entière. En effet, on a 


f etidatiaf er (aeyildaini< f ele Naf Ed. 
rite) ule Z (E) Ze 


W(z) est donc absolument convergente partout. 
De la même manière qu’au n° 8, on trouve que 


(10.7) W(z)=2 {0 (un) [a (at) — a Qu) + (2) On) Bin fe? (no, 1,2, ...), 
(2) 0, . [mn(s)| VRP Tr, An bn hu. 
Par hypothèse, | | 
En posant | 
(10.8) ° G (3) = 2 | a(An+) — a(n—)||0(n) | 6775, 
qui est convergente partout, on démontre que, quel que soite © 0, 
(10.9)  M(w, W) <p(w+D+e,G), . Mets, W)>p(a, G) 
_ pour æ assez grand. En vertu de (10.4) et (10.6), 
(10.10) H(z, >p(r—k—e) “pa, G)<ple+k +e, Fs) 
nett a assez grand. Par suite, quel que soit < >0, 
(10.11) | M(a2,W)<p(e@+Dtik+e,%1:)<W(e#+D+k-+e) 
pour æ assez grand et | 
(10.12) eee ROM (a: Site, F,)=W(x—k—:) 


= 
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ee ae 2 
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pour une suite de x tendant vers l'infini. Donc W(s) est au pie de l’ordre 
linéaire de W(x + D +h) et au moins de l’ordre linéaire de W(x —k). 
A la fonction W(z) on associe 


(10.13) Waal etary Qn dale, 


qui est évidemment une transformée de Cramér de /(z) et dont l'abscisse de 
convergence absolue x,() vérifie les inégalités suivantes : 


(10.14) 2 f)—k£LarNd) axa f) + &. 


Par un raisonnement analogue à celui du n° 5 et en tenant compte de (10. 11) 
et (10.12), on démontre deux théorèmes dont les énoncés correspondent à 
ceux des premières parties des théorèmes 5.1 et 5.2, et un théorème dont 
l'énoncé correspond à celui du théorème 5.3. - 


LE Fonctions entières associées à certaines transformées de Laplace-Sueltjes 
ayant une abscisse finie de convergence absolue. — On étend maintenant à 
certaines transformées de Laplace- Stieltjes le problème étudié dans le n° 6. On 

roaster’ une transformée 


erate, à | is . 
(11.1) ss)=f dale) =f edf (+ à fe dB.(e) = gite) + taal 


ayant. une abscisse de convergence absolue æ,(g)= C, où B,(4) et By (#) sont 


_ des fonctions réelles satisfaisant aux hypothèses suivantes : 


1° B,(4) est une fonction monotone dans les intervalles A,< t< kes tels 
que la suite {A,,} soit croissante avec À, — 0 et vérifiant (1.2); 


(11.2) 2° |Bx(¢+ 8) — Be) | 2K" |B, (t + à) — B(2)), K'— const. > 0; 


3° Bi(An) se trouve entre B,(A,—) et B,(A,+) et B.(A,) se trouve entre 


Ba(An—) et Ba(Ant)3 | ‘ 4 
s . ] ¢E n À 7 3 ; 
spn Se lim “$=, Eu|B(u—)— Pea) ; 


On voit que les abscisses de convergence absolue de g,(z3)et de Nee sont | 


égales et que l’on a 


— logCin 
(11.4) — lim gn Dee = le, 


n= n n=0) An’ 


ne |B(An+) — Pa An—) E 


Soit V,(t) une fonction croissante continue définie pour £>:1 telle que (6. 3) 


soit vérifiée, que —— a pue 


soit non décroissante et que = = es 
(11.5) E,Q(h) = 0[ Cn@ (na) | 
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Construisons une suite { u,} et introduisons la fonction ®(z) comme dans 
le n° 6. Considérons 


= at = 
AL6) GE gM, ES 5 (n=0, 1, 2, ++), 


Q, ( À, ) Chua 


qui sont absolument convergentes partout et définissent deux fonctions 
entières. Suivant les raisonnements des n° 8 et 6, on trouve que 


| 


ane 


LATE AUS Qin) 4 DO TR le 
ep, tee list Vogts) yee y= 0 Ce FSO Te Sess 


te) G(s) = 3} peas + CD Fn) Pula + AC 


et que, quel que soit ¢ > 0, 

(11.8) M(æ, G)<@(2+D—C+22)< Wile +D—C+K +36) 
pour æ assez grand et | 

(11.9) M(æ, G)= W,(x— 2D — G— 32) > ®(a — 2D — C— K — fe) 


pour une suite de æ tendant vers l'infini, où K est la constante définie dans 
le n° 6. 


Si K(s) << C, on pourra écrire a 
HEC 
(11.10) g(s) = f wa : 


~ En comparant (11.10) et (6.12), on obtient deux théorèmes pour G(z) 
analogues aux théorèmes 6.2 et 6.3. 
La remarque faite sur le n° 6 s’applique encore au cas que l’on considère ici. 


12. Extension d’une méthode de sommation de M. M. Riess et ses applications. 
— On peut étendre dans le cas des transformées de Laplace-Stieltjes une 
méthode de sommation de MM. Riesz et ses applications que l’on a étudiée 
au n° 7. Pour établir cette extension on trouve d’abord une proposition pour 
les intégrales de Stieltjes correspondant à celle de M. O. Perron [8] pour les 
séries. | | 

Considérons la transformée de Laplace-Stieltjes 


) 


Lis 57 . A= fF doe), 


où w(t) est une fonction à variation bornée dans chaque intervalle finie (o, R). 
. ° 4 Le . Rie , 
Elle possède une abscisse finie de convergence. On lui associe l’intégrale 


; ? est duw(t 
(12.2) F:(2) = anes T= const. >-0, 
0 r(i+ = ; 


:) 


Ann. Ee. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. |. | 13. 


ARR ee in ee di ht fe > À. 
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qui est absolument convergente partout et qui tend vers f(z) dans le domaine de 


convergence de f(z) lorsque + > . ; 
Comme dans le cas des séries de Dirichlet, on démontre d’abord, en 


appliquant une proposition correspondant à celle de M. Perron mentionnée 
ci-dessus, que, dans le demi-plan de convergence absolue de J(s), on-a 


(12.3) | VO F(a ear, 


et l’on arrive ensuite au théoréme suivant : 


Tnéorème 12.1. — L'abscisse æ( y) du sommet de l'étoile horizontale de f(3) 
qui appartient à la droite I(z) = y est donnée par la formule | 


(12.4) æ(y)—=—lim lim [log tog) F-(—w + iy)! —u |: 


VS mt Se 


Considérons la transformée g(z) étudiée dans le numéro précédent, pour 
laquelle 8,(t) et 3,(¢) vérifient de plus la relation suivante : | 


(12.5) | Eyal (An) => 0[ Cyn P(An+))]- 


A la foncffon g(z) associons 


; ~ ape 
(12.6) ge) =f oe, 7 ==\const- = 0; 
| | ra +2) 
qui définit une fonction entière d'ordre linéaire fini positif +. Nous avons, 
pour R(3)< C, . 


| (12.7) sa [ og.(« os ce dt. 


En utilisant les calculs du n° 11 et en comparant (12. 7) avec (7.4), nous 
établissons un théorème correspondant au théorème 7.1. 

Réciproquement, considérons une transformée de Laplace: Stieltjes abso- 
lument convergente partout : 


Mois) ae Ga) =f etait = fi etd eri f ett dya(t), 
0 (0 0 


où y(¢) vérifie les mêmes conditions que «(t) dans le n° 8 et tion 


« # 


ÿ | wits ee An hotes NT L ; 
(12.9) Jum a ( Vi.) =I, Hi yep) | y = const. > a 


G.(3) définit évidemment une fonction entière du type j de l'ordre linéaire fini 


posite oy he 
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Introdursons la transformée 
(12. 10) COPIE enn (i+ 2) d8(0. 


Suivant les calculs du n° 9 on trouve que x,( — 0. En écrivant 


(12.11) g(z Se ee ge(s + «etd, 


et en la comparant avec (7.4), on prouve un théorème dont l'énoncé corres- 
pond à celui du théorème 7.2. 


- 


II. — Séries d’ex onentielles complexes. x 
_ 413. Préliminarres [4 et 10, c]. — Considérons une série d’exponentielles 
complexes 
(13.1) Pr Dae, Vi AE, Age 0, OF AT, (nr a 


dont le domaine de convergence absolue est un domaine convexe. Posons 
|a,|—= A, et traçons les droites D, - 


— y,3 
R =e 
(Te) ; 


Désignons par 6,(2) la distance algébrique de z à D,, cette distance étant 
comptée positivement lorsque z se trouve du côté de D, qui contient le point à 
l'infini de la direction d’argument — =,. Les points z pour lesquels à,(3) <0, 
|o,(2)| > (3) > 0, n >n[d(s)] constituent un domaine convexe A. Hors de 
ce domaine et de sa frontière la série (13.1) est divergente. Si la condition 
(1.2) est vérifiée avec D = 0, cette série converge absolument et uniformément 
dans tout domaine complètement intérieur à celui-ci et elle y définit donc une 


fonction holomorphe. Sous cette condition, pour que (13.1) soit absolument 


convergente partout et définisse donc une fonction entière il faut et il suffit que 
la condition (1.5) soit vérifiée. 
On supposera que les nombres À, sont non décroissants, que 


(13.2) lim = H < 0 


S00 Tt 


et que les conditions (E) suivantes ont lieu : 


1° Le nombre des À, compris entre x et 2-+1 est inférieur à un nombre K 


aos 
2° A netic d’une valeur Cea, | eo, 0 ety. Sil Aap A, < I 


On remarque que la condition (E) 1° entraine (13.2) avec H—K et que 


os a oe 


et tes LE Gus. 
FETE Es td rnd 116 
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(13.2) entraine (1. 2) avec Do. En outre, on AIDHOGEA que (1.5) est 
vérifiée. F(z) est ainsi une fonction entière. 

En désignant par m(r, F) le module du terme de plus grand module de 
(13.1) pour |s|=r et par M(r, F) le maximum de |F(re*)| pour o£@ <<. dRL 
M. Valiron [10, e] a démontré que, les conditions (1.5), (13.2) et les onde 
tions (E) étant vérifiées, on a, quel que soit € >> o et pour r assez grand 


(13.3) M(r, F)<m(r+e,F), 
(13.4) M(r, F)>m(r—W,F), 


H’ étant un nombre positif fixe, qui dépend de H et de K et qui est arbitrai- 
rement petit quand H =o. Il a défini l’ordre en e” de F(z) par le nombre 
—— loglogM(r, 0) ' 
pave r aris à 

et a indiqué la définition de la croissance régulière et des notions qui s'y 
rattachent, et des théorèmes concernant la relation entre M(r, F) et les 
suites {a,} et {v,}. On peut définir, comme dans le n° 3, l’ordre de F(z ) en 
comparant M(r, Fa avec une Fete réelle. 


14. Méthode de sommation et droites de Borel. — On étudie ici, avec la 
méthode de sommation de M. Valiron, les droites de Borel de F(z) d'ordre fini 
positif ¢ en e”. On définit une fonction réelle V(r) pour r 1 comme suit : 

Soit {n,} une suite positive décroissante tendant vers zéro et G une constante 
supérieure à H’, si l’on a, quels que soient 7( > R,) et 2, d 

| logm(r, F) > elf—nnr, | 
on prend 
V(r + H'— G) = logm(r, F). 


Dans le cas contraire, on a une suite {r, } indéfiniment croissante pour laquelle 
logm (rp, F) = ell-nnn, 


Dans chaque intervalle (r,, 7.1), on prend V(r + H’— G) égale au phe grand 
des deux nombres logm(r, F) et ef". On prend H’=o si H =o. 


En posant W(r) = exp V(r) on voit que F(z) est au plus de l'ordre de 
W(r-+ H’— G) et au moins de l’ordre de W(r— G). Dans le cas H = 0, F(z) est 
de l’ordre de W(r —G). “ 

Comme dans le n° 3, on démontre dite relations ARE aux(3.5)et(3.6). 
Introduisons la fonction 


(1%.1) Q(u) = | à att a 
; 
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Il s’ensuit-que 


Le ehn 


(14.2) | | 2(rvn) | won dt << 24nv(An)s 
eut 
dès que 7 est assez grand, où v(u) étant le maximum de Wo)’ u étant réel. 
A la fonction F(z) on associe la série 
a fa) = ZaQ(v,) ent ER EL RE i 


qui a un Re @ de convergence absolue contenant dans son intérieur z—o, 
puisqu'on a, en tenant compte de (14.2), 


Tim log A» | es | 
N= 2 An à : 


Pour z€ ®, on a . 


ent dt An evn +0 
a ns : = 
(4) aay lane 1. Wi =r f “Way dt (ST El à 


qui converge absolument et uniformément dans tout domaine complètement 
intérieur à @. Il en résulte que 


F(s +- 
(1.4) fs =f woo 


Suivant le raisonnement du n° 3, on trouve la proposition suivante : 


H—=G<0o.: 


TaéorèuEe 14.1. — St 3, —%5 +1), est un point singulier de f(z) provenant 
du prolongement analytique horizontal à partir de @, il existe une suite de 
points 3n— Æn + ty, telle que &, ©, Y,— Yo et que 


(14.5) | | F(4n) | > W (tn— æo— 0(1)). 


Le théorème précédent conduit à ce résultat : 
Taéorème 14.2. — Si F(z) est d'ordre fini positif o ene” et st 3, est une singu- 
larité définie ci-dessus, il existe une droite de Borel de F(z) parallèle à la direc- 


tion ox dans la bande|\y — y Fe ae 

Démonstration. — On considére la transformation (T,) comme dans la 
démonstration du théorème 4.1. Posons également ®(C) et M(¢, ®) tout en 
remplaçant Se pe par € = se”. Ona 


o SE es eV ier ok I 
qe loglosM(s, D) | px loglog! Fan)! — rs 1° (san) ep à 
$=® logs = lo ee re n=» A(Œn— Lo) Re 
DV ae 
__ loglogM ia (n+ ir) 
rx loglogM(s, ®) je 8° (\/* One: _? 
Ph 


+ pt |L—2'9) 
os logs ao ee loger a 


Ayer ow + » 
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Donc = 
pa lologM(s. ®) Ef) ES 
ee logs a 
Un raisonnement analogue a celui de la démonstration du théorème établit 
notre proposition. 
On peut étudier les droites de Borel de F(z) parallèles : à une direction quel 


conque 9 = 9, en considérant celles de 


F(e-ifs) = Lanexp (vn rs) (wre Opie ohs 


parallèles à la direction oæ. A F(e~*s) on associe la série 


flees) = — X din 2 (Mn) exp (Yn era) (nr salad het ). 


Du théoréme 14.2, il résulte que 


Tutorime 14.3. — Sr F(z ) est d’ordre fini 9 > 0 en e' et st 3, est une singu- 
larité de f (3) provenant du prolongement analytique le long des droites passant 
par ® et parallèles à la direction 9 = 9, wl existe une droite de Borel de F(s) 
parallèle a cette direction dans la bande 


Tt 


(14.6) 52+ eto + feos, E10; = PZ 


Le théorème précédent et un théorème de M. Ritt [9, a] (') conduisent à 


la proposition suivante : 


THÉORÈME 14.4. — Sr oy Le est convergente (?), si 
{ k 
— > I + =? k E>, 0; 


pour n assez grand, et si F(z) est d’ordre fini p > 0 ene’, correspondant à chaque 
droite ayant un point commun 3, avec la frontière de @ et parallèle à une direc- 


tion P= Qo, Ul existe une droite de Borel parallèle à cette direction dans la 
bande (14.6). 


M. E. Hille [4] a généralisé le théorème de M. Cramér dans le cas des séries 
d’ exponentielles complexes. Considérons la transformée de Cramér de F(z) 
(1%. 5) ; ¥(s)= Tasos) evns, 


où 9(3) est une fonction entière pour laquelle il existe une constante #0 
telle que, quel que soit e > 0, on a, pour |s| et x assez grands, 


(14.8) log|O(s)|<(A-+e)|s|, — log|®(vn)/>— (+2) dn. 


(1) Ce théorème a été généralisé par M. Valiron He c]. De ce théorème généralisé on pourra 
déduire une proposition correspondant au théorème 14.4 ~ 
(*) Cette condition entraine évidemment H = o. : 
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W(z) ce une fonction entière au plus de l'ordre de W(r + W— G + k) et au 
moins de l ordre de W(r—G—k). 


La transformée de Cramér de /(z) 
(14.9) b(s) = 2a,9( vz) Q(y,) e's? A. oe eee 


converge absolument et uniformément dans chaque domaire complétement 
intérieur à @,, où ®, désigne le domaine intérieur à @ dont les points ont une 
distance supérieure à 4 de la frontière de @. Lorsque z€ @,, on peut écrire 


: a W( Zt (ASE) 
1h. = 
(1h. 10) =f 4 
Suivant le raisonnement du n° 5, on établit les deux propositions : 


Tutorime 14.5. — Si F(z) est sa transformée de Cramér W(z) sont d’ordre 


Jin ¢ >0 en e' et st 3,=2)+ ly, est une singularité de Y(z) provenant du 


prolongement analytique le long des droites passant par @, et parallèle à la 
direction 9), F(3) admet une droite de Borel parallèle à cette direction dans la 
bande 


= T T 
(14. 11) Bi 20 | Lie P= Let ols Pace —k— —2tIZAzAk+ aes 


9 
Ù 


et W(z) admet une droite de Borel parallèle à cette direction dans la bande 


a APRES T 
(1b. 12) s=htrétpient roo — 2 creX. 


1 


Tutortue 14.6. — Sz F(z) sont d’ordre fini p > 0 ene’ et si 25 = 2,-+ ly, est 
une singularité de f(z) Pere du prolongement analytique le long des droites 
passant par @ et parallèles à la direction 9,, F(z) et toutes ses dérivées admettent 
une droite de Borel parallèle à cette direction dans la bande (14.6). 


Remarque 1. — Comme dans le cas des séries de Dirichlet, on peut construire 
la fonction V(r) au moyen de M(r, F) au lieu de m(r, F) et les résultats ainsi 
obtenus sont analogues à ceux énoncés ci-dessus. 


Remarque 2. — La méthode de sommation ne s'applique pas à la recherche 
des droites de Borel d'une fonction d'ordre infini en e’ à moins qu’il existe une 
singularité de la fonction associée sur l’axe des x. Dans le cas général, on ne 
peut pas arriver à une contradiction comme celle que l’on a obtenue dans la 


démonstration du théorème 4.2, 

Remarque 3. — Si le domaine de convergence absolue de /(z) est le plan 
entier sauf le point à l'infini, la méthode de sommation n’est plus valable. Il 
FU donc ajouter une condition supplémentaire pour que 

x ) 
Ch logA,| Q(v, | pe 


n—=e An 
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE 
DE LA SERIE DE TAYLOR 


Par MM. J. DUFRESNOY ur-Cu. PISOT. 


Le présent travail ne contient pas de résultats essentiellement nouveaux. 
Mais on y trouvera rattachées de Ja façon la plus étroite des considérations 
éparses dans la littérature mathématique. 

Notre étude a comme point de départ la transformation de Laplace-Borel, 
dont nous rappelons quelques propriétés dans la première Section, avec les 
relations, signalées par M. Polya (*), qu’elle permet d'établir entre les séries 
de puissances et les fonctions entières du type moyen d'ordre 1. L'étude 


détaillée de ces relations fait l’objet de la seconde Section, où figurent, entre 


autres, les résultats qui servent de base à la méthode de prolongement 
analytique de M. Émile Borel (?). 

Dans la suite, ou bien nous partons de propriétés des séries de puissances 
et nous en déduisons des propriétés des fonctions entières du type moyen 
d'ordre 1, ou bien nous opérons en sens inverse. C’est cette correspondance 
de propriétés qui forme l'essentiel du présent travail. 

La facilité avec laquelle les résultats se présentent nous a incités à publier 
cette rapide synthèse, qui est à la base de nos recherches en cours. 


1. Transformation de Laplace-Borel. — Rappelons rapidement quelques 
propriétés classiques qui joueront un rôle fondamental dans la suite. 
Nous désignerons toujours par f(z) une fonction entière du type moyen 


d'ordre x au plus, c’est-à-dire telle que lim sup —~--—— log SE | ait une valeur finie. 


LME | 


(1) Math. Zeitschr., 29, 1929, p. 549-640. 
(2) E. Boren, Lecons sur les séries divergentes. — . 


Ann. Ke. Norm., (3), LXVUI. — Fasc. 2. | 14 
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Nous introduirons, avec M. Polya, la fonction 
log | f(re®) | 


a(9) = lim sup ss 


T—= 
et nous considérerons la courbe I d’équation polaire 6 = 49), appelée - 


indicatrice de croissance. 
Il est clair que, s=|s|e” étant un nombre complexe, |’ idteptale 


lg(s) = fes pts) dz, 


prise le long de la demi-droite ayant s =o comme origine et 9 comme angle 
polaire, est convergente si s est situé dans le demi-plan défini par 


|s|cos(w +9) > a(o). 


La fonction /,(s) est holomorphe dans ce demi-plan. La réunion des demi- 
plans correspondant à toutes les valeurs de © est le complémentaire d’un 
domaine D borné convexe limité par une courbe fermée C. Cette courbe est la 
symétrique par rapport à l’axe réel de l’antipodaire de I relative à l’origine. 

Les fonctions Z(s) coincident avec une seule et même fonction /(s) holo- 
morphe à l'extérieur de C, point à l'infini compris, et /(æ)— 0; elle est; par 
suite, uniforme à l’extérieur de C. 

D'ailleurs, si f(z) a pour développement en série de puissances 


u u 
f(s) = + FLE =u eae ees 


la fonction {(s) a pour RASE ir au Me de s — 


cites 


ran re - a > 


rer ++ 


Il en résulte que si L est une courbe fermée RARE entourant C, ou 
plus généralement un nombre fini de courbes rectifiables fermées, sans point 
double, extérieures les unes aux autres, telles que Us) soit holomorphe et 
re à l’extérieur de L et sur L, alors 


be 1 | fa)= 2 fe (5) ds, 


Une fonction Us) holomorphe et nulle à l’infini, donnée a priori, correspond 
à une fonction entière /(:) du type moyen d'ordre 1 au plus et la corres- 
pondance est biunivoque entre les fonctions f(z) et {(s). La dernière formule 
donnée permet de limiter la croissance de /(3) connaissant la courbe L.On a 


f(s a= Mex pen) soit | f(re!?) | << K Max e!s| 008 (+9) ahd 


s sur L : , at 


en posant s = Isle, d’où a(o)<A(o), A(g) étant la plus res abscisse de 
la Besjepsion de L sur l’axe d’angle polaire : — D. 


* 
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Remarque. — A la fonction fi(2)=/"(s) correspond J,(s) = sl(s) — uy; 
il en résulte qu’en général /’(z) a méme indicatrice de croissance que f(z) (‘). 


Lemme 1. — Soit ®(c) une fonction continue de c sur une courbe T de longueur 
finie (fermée ou non, pouvant être formée d’un nombre fini de morceaux distincts). 
La fonction f(z) = J e*7D(o) ds est une fonction entière du type moyen d'ordre 1 

iH 


SE: 


au plus, dont la transformée de Laplace-Borel est K(s)— i el VAR 
is 


En effet, vu son comportement à l'infini, cette fonction (s) est la transformée 
de Laplace-Borel d’une certaine fonction entière /*(z) et l’on a 


f(s)=— en ( oes 


2TL L LC Siena 


L étant une courbe fermée (de longueur finie) entourant I’. On peut intervertir : 
les intégrations, et l’on obtient 


Pe=f (sa [Hs ) eed fer ace) de = fe). 


Conséquence. — La fonction f(z) a une transformée de Laplace-Borel 
holomorphe dans toute la région du plan des s, que l’on peut atteindre à partir 
de s =o sans traverser I’. 


Définition. — Nous appellerons dorénavant « extérieur d’une courbe relati- 
vement au point P » la région formée des points que l’on peutatteindre à partir 
de P par un chemin continu ne traversant pas la courbe. 


2. Séries de puissances et fonctions entières. — Soit 
EE) = do ME +... ane +... 


une série de puissances à rayon de convergence non nul. Nous allons montrer 
qu'il existe des fonctions entières /(z) du type moyen d’ordre 1 au plus telles 


que a,—=/(n) (°) HE 
Soit y une courbe fermée sans point double entourant l’origine et telle 
que g(C) soit holomorphe dans et sur y; alors, d’après Cauchy, 


gi —N— 
(pert: NA ES 


(1) Il y a exception quand /(s) = = + 7(s), où « Zo, y(s) étant une fonction holomorphe dans 


un demi-plan contenant s = o. 

(2) Ce résultat peut encore s’énoncer comme suit : étant donnée une suite de nombres complexes ap, 
tels que | a, |< ka”, où k et sont des constantes, il existe des fonctions entières f(s) du type 
moyen d’ordre 1 au plus pour lesquelles f(n) = a». 
| 14. 
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Faisons la transformation C=e~, alors g(¢) devient ce se 


transforme en une courbe I” qui joint un point A à un point B de même partie 
réelle que A et dont la partie imaginaire dépasse de 27 celle de A. Ona_ 


= oe G(s) ds, 


et par conséquent G,— gin), Gand f(s) désigne la fonction entière de ARE 


moyen d’ordre 1 au plus 
I 
2TE 


f(s) =— ae vel ds. 
r 
Remarques. — 1° La fonction f(s) n’est pas unique, car il existe des fonctions 
entieres de type moyen d'ordre 1 s’annulant pour s=n, par exemple sinnz 
Le calcul fait ci-dessus laisse d’ailleurs place a un certain arbitraire, iss 


. courbes y et I n’étant pas entièrement déterminées. Si l’on prend une courbe F* — 


joignant un point A* à un point B*, on obtient une fonction /“() et 


f'(s)—f(s)=F(s)sinrs, où F(z yes PENSE 
Pa:  AA*% 


est une fonction entire de type moyen d'ordre 1 au plus. 
2° Toutes les fonctions /(z) que nous venons d’obtenir satisfont de plus 
à f(—n)=0 pour 7 entier r, puisque | 


Jen fe g(€) aS 


2TL 


3° D’apres le lem me 1 la transformée de Laplace-Borel de f(s) est 
. ; | G(a) do. 


2TL r $—9 # 


‘elle est aoe holomorphe sauf peut-être sur I’. Cela permet dé tudier simplement 


Vindicatrice de croissance de f(z). | 
Inversement, én nous plaçant dans les conditions du lemme 4, on peut 


associer à la fonction entière f(s) = = fe Fenn: de la fonction at) =>/ (myer. 


On aura k ral 
a= O(c) do 


thee, Meee LOTIR Po) de 


es Pr =e 
JT I e 


~ 


Cette dernière formule permet de prolonger G(s) dans toute la partie du plan | 


que l’on peut atteindre en venant du point + o de l’axe réel sans traverser 
ni I’, ni aucune des courbes déduites de I par des qu Là parallèles à 
l’axe imaginaire et de grandeur 2kn, k entier. 

En restreignant nos AIRES nous allons établir des formules [voir ci- 


g. PE 


72 


=e 


ee 2 . vs Fl hee C2) A 9 ee SOA ee so L'une eer abt? a, 
Oe, ae ee a Tarr Hawn SORT DE CE à 
i ACT EN ee LE > al Tee ar : at ei 

Vertes SO ly #, a) | Û ; 


“HE 


PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 109 


dessous : relations (R)], qui relient entre elles la fonction /(z), sa transformée 
de Laplace /(s) et sa fonction associée g(C). 


Hypotnise H. — Nous supposons que les courbes déduites deT par des translations 
de grandeur 2kni (k entier) sont toutes dans l’extérieur de T relatif au point à 


Vinfini. 


Si I vérifie l'hypothèse H, on peut entourer I d’une courbe L formée d’un 
nombre fini de courbes fermées extérieures les unes aux autres contenant toute 
la courbe I’ a leur intérieur et vérifiant elle aussi l’hypothése H. Cette hypothèse 
entraine que si s est un point situé dans ou sur L, aucun points+2#rine 


peut être situé dans ou sur L. La fonction 8(¢—s) = | : 


+ ers 


= — est alors 

holomorphe en s dans L quel que soit le point o situé dans ou sur L. Il en 

résulte que G(s) —U(s) = f B(¢—s) (2) do est une fonction holomorphe 
JP 


de s dans L. G(s) et {(s) ont donc les mêmes singularités dans L. 
Mais la transformée de Laplace-Borel /(s) est holomorphe à l’extérieur de L 


et sur L, donc f(z) = le l(s)ds. Par suite on a aussi 
L 3 : . 


fs) = ee ess G(s) ds. 
15 


; 2 
D'où le résultat suivant : 
St vérifie l'hypothèse H, on a entre les trois fonctions f (ey if e*° (a) de, 


ls) et G(c) les relations suivantes : 


PR af elas = eae a) de, 
; . ee ” 1 [(s) ds 
(R) CREED HET reat peers 


n=0 


acd ON Cera oy Dee? G(c) do at ( 
us) =f miele ee (1) 


2TL So 


(1) Cette dernière expression de /(s) se déduit du lemme 4. On pourra remarquer que l’hypo- 
thèse H n’a été utilisée que pour obtenir les expressions de f(z) et /(s) en fonction de G(s). 
Signalons encore une relation intéressante dont la démonstration ne fait pas intervenir l'hypothèse H. 


Partons de 
œ 
ET I I I 
REY ead ea ots) 
I— ex 2 TL ay Z + 2IUT L— ANT 
1 


où l'on fait æ = 5 — 5. On en déduit, à l’aide de (R), 


G(s) = . LA IOPDAUCE onin) + I(s—2nir)]. 


æ 


| 
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Remarquons encore que lorsque I vérifie l'hypothèse H, on peut aller du 
point +0 de l’axe réel au point — o de l’axe réel sans traverser nil’, ni ses 
translatés de 2kx7; G(s) est donc prolongeabie 4 jusqu'à s = —o; de façon plus 
précise g(Z) est prolongeablay jusqu’à C= co. Ona d’ailleurs 


opps fee ÈS La | 


REL L 


qui donne le développement de g(©) autour de f =o. On constate que g( )—0. 


Fe 3. Fonctions g(C) prolongeables jusqu'à <= æ. — Nous venons de voir que 
4 toute fonction /(z) = fe e®(c)ds donne naissance à une fonction 8(0) 


prolongeable jusqu'à {— quand I vérifie l'hypothèse H. Il en est en 
" particulier ainsi lorsque /(s) est holonrorphe à l'extérieur d’une courbe L et 


sur L si L vérifie l'hypothèse H, car alors f(s) = ri I(s) ds. 
L 


; Montrons maintenant la réciproque. Soit g(¢) une fonction holomorphe 
| en Co et prolongeable le long d’un chemin A quelconque, mais sans point 
double, jusqu’à Ê:— 00. En ajoutant au besoin une constante, on peut toujours 

supposer g(œ)—o. Nous allons montrer que l’on peut associer à g(£) une | 
fonction entière f(s) du type moyen d'ordre 1 au plus reliée à g(£) et à {(s) 


par. les relations (R). En effet, soit g(£)= Sat" le développement de g(£) 


autour de ¢=o. On a, d’après Cauchy, q,= rh Aiea 10) dC, Yo étant un 


cercle entourant Co dans le sens direct. pew Bale la méme intégrale le 
long d’un cercle y, de rayon assez grand pour être dans le Pate d’holo- 


morphie du point {—. Comme g(o)=o,. eco ae sur y,, donc 


Ter 
l'intégrale le long de y. est nulle. Soient A, et A, deux chemins déduits de A 


par une rotation autour de o, assez petite pour que g(C) soit holomorphe 
entre A, et Ay. Il est alors très facile de former un contour fermé c. compose 
\ d’ares de yo, A,, y, et A, et tel que 


An — au Sr Posie ate) dé, 


où € est parcouru dans le sens A 
Par la transformation {—e-, € se transforme en une courbe L vérifiant 
manifestement l'hypothèse H. On a aussi 


aden s: Bese, ds. 
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La fonction entière 


Ny 


a ED ess G(s) ds 


Tt , 


répond donc aux conditions. 


 Tnéorème 1. — Sort f(s) une fonction entière de type moyen d'ordre 1 au plus, 
dont la transformée de Laplace soit holomorphe et uniforme à l'extérieur d’une 
courbe L vérifiant l'hypothèse H. Alors on a 


a(0o) = lim sup 


n= « 


logif(n)|. 
rt 


Il'en résulte en particulier que si f(n) = pour n entier positif, on a f(z) =o. 


En effet, posons 5 = lim sup RCE, alors la fonction G(c) ayy (ere 


à n=0 
est holomorphe pour Ra >8. G(c) et /(c) ayant les mêmes singularités dans L 
(voir p. 5), {(s) est holomorphe pour Ra>§, done «(0) <8. L’inégalité 
inverse étant évidente, l’énoncé en résulte. 

Si 5—— oo, la fonction G(c) est holomorphe dans tout le plan, et par suite 
aussi /(s). Le comportement de cette dernière à |’infini montre que l’on a 
nécessairement /(s)=o0, d'où f/(z)=o0. La condition f(x) =o pour x entier 
est un cas particulier. 

Cas du prolongement radial de g(¢). — A toute fonction g(C) a Ge 


R= 


prolongeable radialement jusqu'à ¢ =~, on peut associer une fonction entière 


F(z) du type moyen d’ordre 1 au plus telle que a,— f(n) et que 


«(7 )-+a(—5)<an 
2 2 


et réciproquement. 

Pour le démontrer, appelons w l’argument de la demi-droite suivant laquelle 
g(C) est prolongeable; g(¢) est alors holomorphe dans un angle w — , ote 
oud >o. La courbe € (introduite p. 7) peut alors être choisie extérieure à 
cet angle, et la courbe L déduite de © par C—e™~ sera comprise entre 
deux parallèles à l’axe réel du plan des © définies par JC =—w-+é et 
IC=—w—6+27. La fonction /(s) déduite de g(C) par les relations (R) 
est alors holomorphe, à l'extérieur de ces parallèles, ce qui donne pour la fonc- 


| Sane aa ee ay 
tion f(z) correspondante «(= ) + a( — =) A27—20< 27. La réciproque se 
démontre par le raisonnement inverse. 


4. Extension du théorème 1. — Le théorème 1 montre en particulier que 


re ie Fe x; hèse f(n > Gj our n entier positif entraine 
sia(4) +a =) <2 , l'hypothèse /(n)= 0 p P 
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" f(z) = 0. Cette propriété aurait également pu être déduite des études SRE 3 
Bs de M. R. Nevanlinna (vocr Appendice). Celles-ci conduisent aussi au résultat 


e plus général suivant : Sz «(= ) +a(-5) < an, eRe f(n,)=0, où 


les n, forment une suite croissante d’entiers avec lim ~ — —1, entraîne f(3) =0: 


Ve 
Nous allons montrer que ce résultat peut encore Le abtenst avec des consi- 
dérations analogues aux précédentes. Pour cela, nous allons introduire deux 
fonctions auxiliaires. 


Soit x, une suite d’entiers positifs avec lim = —1; les entiers quin ’appar- im 


V= © 
tiennent pas à la suite 7, forment une nouvelle suite que nous noterons PE 
Nous poserons : | 


«=I (1-5) et = TT (:- =) MS 


[.=0 . 


Les produits infinis sont manifestement ANNE pour tout z. 
Nous allons grouper en un lemme les propriétés des fonctions a ) et b(s) 
qui nous seront utiles et en donner une démonstration succincte, 


Lemme 2. — - 9(s) et ps) sont des Pears entières du type moyen poux 1 
au plus, Ÿ(3) est du type minimum et «,(0) =o. 
Il est d’abord clair que 9(s) et Y(z) sont des fonctions entiéres paires ; 
d’autre part, ona 
CMD TE ese . ‘ 


Si l’on pose|z|=r, il vient __ | NE 


|e(s)|<@(ir), Maye o(ir) 


et \ 


er) Mir) = 


sub 


Comme chacun des facteurs du premier membre est supérieur à à 1 d'après les 
formules de définition, on voit que 


4 


abs ex 


et IW(s)l< 


\ 


les fonctions 9(z) et (3) sont du type moyen ARE I au plus, 
Considérons alors 


e(ayi< 2 


- : 1 ny \. A PALS ù A 
ACL PO à LEE : | | ' ley 

. |! lad . 45 

ra ; : ‘ lf 

OR À À Keer ma ES 2a . ae 

v=0 Pr ; ; 4 : . : ee 


DES ge Me ee I a | ene ; 

: r 77 “3 per an | LS is 
a 2x : act " im . ee 
| expression qui tend (‘) vers | | a 


4 fos : +2 2 ut 
lim ee ee) SE log Dar ART: | AK, 
Re te 0 a “ ; } th 
Comme, d’autre part, < eee 
: hie + log}(ir) = log shrr — logrr ; | 4 
et Hs log U(r) à o,onen deduit: 7 ES Rr. 
an SN nr n “ESC (En Nbre | lim cleat =O : A P . 
4 PROS noce 2 pet od > 
La fonction Y(3) est done du type minimum d'ordre 1 au plus, Enfin on a . T2 
aa "à a . n° 1 à : 2 
rte ey: TCU am VOIES RUE ee an 
ae , ee 7 2108 ee ' : a. 
DE ; yee ay Rsk aE ere ; ‘1 
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; lim oie log | log |= AS ner. “Ate 
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Avec la fonction L(z) précédente, formons, en effet, la fonction 
(= SG) 
| Celle-ci est aussi de type moyen d'ordre un au plus, et l’on a 
3 | T Tt 
3 jet) à (De) 


i “d’où 


On a donc, en appliquant le théorème 1, 


log | FL lim sup: FL. 


n,n 


5 (10 ise lim sup 


h(s) + A(s)o(5)%2 0 | LE 
Or f(z )= Te =" — entraine | 


LAC) =| (mp) 11e Cru) | ru 


d’où, comme «,(0)—0, 


k L + 
lim sup tog] fei) Z lim sup RATE 


nl= ny RENE Ny=® 


able) En np EE 


Le théorème 1 donne alors  : 


as(o) lim sup EAU) 


Ny © hy 


L’inégalité en sens inverse étant immédiate, le théorème 2 en résulte. 


Conséquence. — Une fonction FA RES a,C" dans laquelle a,,—0 (série 
n=0 
_ lacunaire ), n 'est pas prolongeable radialement jusqu’a l'infini. 
En effet, on pourrait dans le cas contraire lui associer une fonction entière 
(3) vérifiant les conditions du théorème 2, et telle que f(r) = 0: Donc 
f(s =o et d,= f(n)=0, sauf po -être a,. Ce cas écarté, il n’y a pas de 
prolongement radial possible jusqu'à l'infini. de résultat, grâce au théorème # ok 
va être considérablement amélioré. 
5. Prolongement analytique en dehors du cercle de convergence. — Les 
résultats que nous venons d'obtenir vont nous permettre d’étudier non 
seulement le prolongement jusqu’à l'infini, mais un prolongement quelconque 
hors du cercle de convergence. IT a ae 
- Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant: PNEUS ~ RES 


LEMME 3. — Soit (0). une fonction holomorphe et uniforme dans une région, _ 
‘frontiire comprise, limitée par une courbe reeuy able A (pouvant être formée de plu- fa 
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sieurs morceaux). On partage A arbitrairement en deux arcs partiels A, et A,. On 
peut alors décomposer g(C) en une somme de deux fonctions g(C) = gy (©) + g2(C) 
telles que g,(€) soit holomorphe et uniforme à l'extérieur de A, et 82(0) à l'exté- 


rieur de À,, extérieur relatif à un point de la région d'holomorphie de g(T) 
limitée par A. 


Ce lemme est une conséquence immédiate de l'intégrale de Cauchy. II suffit 
de prendre A 


' dz zs 
85) = me et a= [oe 


Tatorime 3. — Pour que la fonction g(C) de a," soit prolongeable en dehors 


de son cercle de convergence, il faut et il suffit que 


n= On + Cny 


ou ES a un cercle de convergence plus grand que Da et Dé est 
H=0 , n=0 71 —=0 


prolongeable radialement jusqu'à C= «. 


Il est évident que la’ condition est suffisante. Pour montrer qu’elle est 
nécessaire, il suffit de prendre pour A une courbe qui, dans un certain angle de 
sommet O, a un arc s’écartant de O à une distance supérieure au rayon de 
convergence de g(C). En prenant cet arc pour A, et le reste de A pour A, et en 
appliquant le lemme, le théorème en résulte. 

Nous pouvons encore énoncer le théorème 3 sous la forme suivante : 


Tutorime. — Pour que la fonction g(C) LES a," soit prolongeable en dehors 
de son cercle de convergence [Cl <cR, wd faut . il suffit qu'il existe une fonction 
entière f(s) du type moyen d'ordre 1 au plus avec (5 ) 4- a(— =) < 27, telle 
m= JO + On | 
où lim sup |, F <a R 

UE eZ) 
CoroLLaiRE (+). — Une série lacunaire ee avec a,,—=0 nest pas prolon- 


a0, 


geable en dehors de son cercle de convergence. - 
En effet, dans le cas contraire, on aurait pour x — n,, O = /(n,)+ b,, done 


ice! log | f( 2) | ite 
(1) Ce corollaire est l’extension de Fabry du théoréme de M. Hadamard sur les séries lacunaires. 
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gs | ce qui entrainerait, d’après le théorème 2, | A RARE 


lim sup —————— log oe SA — log pr. d’où lim ous < i 


n= © n= 


en contradiction avec la définition de R. 


On démontrera de même le résultat plus général suivant : une série Sac FES 


J \ n=0 
de rayon de convergence R et telle que : ia 
lim sup | a ape “4 
ner DUC | 

n’est pas prolongeable en dehors de son cercle de convergence. ibs À 

6. Nouvelles extensions du théorème 1. — La dlavnisre application nous " 
permet de démontrer la généralisation suivante des théorèmes 1 et 2 : 

THÉORÈME 4. — Sort f(z ) une fonction entière du type moyen d’ ordre 1 au 


plus, dont la transformée de Laplace soit ‘holomorphe et uniforme à l'extérieur 
d’une courbe L vérifiant l'hypothèse M. Alors , 


a(0)= lim sup RARE x Leh ; 


Hy=2® ny 


En particulier, st in Wes = 0, ona Is ean 0. 


En effet, en posant a,== f(n}, is fonction 0) = at « est prolongeable pt 
3 RENE | ; 
(même jusqu’à l’infini) en dehors + son cercle de convergence de rayon R. 
Donc AT 
re 1 ‘ of 
5 Z lim sup | 4,, fs, 


yan 


in 


D’autre part, | 
7 » a on 
= a Hers sup | a,j"; 
a= ps 1p | ke i" ’ 


\ 


par conséquent, : " 
À “a a 
R= lim a lan, |". 


y= 


Les formules (R) montrent que (0) = log À; le théorème en résulte. 
Le théorème 1 peut encore être précisé de la manière suivante : | 

+ PRET 

Taéorème 5 ('). — Soit f(s) une fonction entière du type moyen Pine I au . 
plus, Bone la wrapshormed de Li durs soit holomorphe et pee à l'extérieur 
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d’une courbe - D vérifiant l'hypothèse H. Si pour tous les entiers positifs n, les 
UE | f(n)|: 


a. sont bornées dans leur ensemble, alors | /(x)| est borné pour x réel positif ; 
b. tendent. vers zéro quand n augmente indéfiniment, alors lim f(æ)— 0, 


ron 


x réel positif. 


Remarque. — Ce théorème contient bien le théorème 1. On le voit immédia- 
tement en remarquant que la fonction G associée en vertu des relations (R) à 
J(2)e* est G(5— À), si G(c) est associée à f(z). On peut donc dire que /(n) 
et f(x) sont de même ordre et de même type (maximum, moyen ou minimum). 
‘10 Pour démontrer le théorème 5 remarquons d’abord que : 


he Si à la fonction /(s) on fait correspondre la fonction (0) SEC Cala 


fonction /(z + p), p entier positif, correspondra la fonction 


HORS | | gt — Damen 

. : ee et 86) o=ÿ se ee 

ee i: Ces fonctions einen ie la propriété suivante : 

ta Tone 6 (‘ d + Soit AE ZY ae holomorphe dans un domaine Ds 
a nt. contenant ‘t= O et Supposons que RAD | g()| soit borné par une constante K. 
23 Supposons d’autre part que l’on ait 


RON ant AN pour eS 0,74 2. pri 


Re PAU Bo, pour Wp, PEL, ...s 
a pas ; 5 
De” ; L 2 3 x 7: A D FE D B] $ 
a Alors, dans un domaine D, complètement intérieur à Dy, la fonction 
OS | COUR 
, a pt: 2 pee 
eS \ à 
D: SR ME 
2 ne ; , A ! ; , : 1 : 
Rs. . fe HU (a+ ge 8) | 


SET s | 
Le où M(u, e) est une fonction qui dépend uniquement des deux domaines D, et D,, 


> qui est croissante en u et en pet hee tend vers zéro lorsque l'une des variables u 


a “en 
4 Fe ou ¢ tend vers zéro. LE Wie 


a 


Bcd, Math. Annalen, 89, 1928. 
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En effet, D, et D, étant donnés, nous pouvons toujours supposer (quitte à 
le restreindre), que le domaine D, est limité par un nombre fini de courbes à 
tangentes continues, ces courbes ne coupant le cercle ICI: — 1 qu'un nombre 
fini de fois et chaque fois sous un angle droit. 

Dans le domaine D, on a alors, si|C| <[1, 


a 


Dae Mes | aie 


— | 2=P' n— 
| a(t) |= ms DE —— 
Gex, : 
p-1 q ities. 3 
Ano” q PAL 
K A P 
80S) < +] Tee Fer TUE HA TT Ten 


Or il existe une fonction harmonique dans D, qui, aux points frontières 


vérifiant |¢| <1, a pour valeur limite log — à et aux points frontière vérifiant 


eS 


P 


|¢|>1 a pour valeur limite log Dans D, cette yee harmonique a 


pour borne supérieure une fonction M*(u, 6), u= A+ he =, fonction qui. 


dépend uniquement de D, et D,, qui est croissante an u et eno et. qui tend 
vers — oo lorsque l’une dee variables wu ou ¢ tend vers zéro. Le principe des 
majorantes harmoniques nous donne immédiatement pour ¢ dans D, 


; ‘ PA Age ne 5 At 
OT TEE) Was 


Ce théorème nous permet de démontrer le théorème 5 de a maniére 
suivante. One | 


\ 


Is += ee se) da 
done 


IMs +p)\< me B) le \aol. 


Soit æ réel, p sa partie entière; posons æ— 35 +p; alors fier ie est 
borné par une constante 27 C indépendante de x, et I/(@)| << eM (A Hip? 7B): ee 


Si alors |/(n)|< A pour tous les-entiers n, on peut prendre B= A ‘ety 
d'après les propriétés de croissance de M(u, ¢), on pourra remplacer p ae ay 
d’où la partie a du théorème 5 


Si Jim f(r) = o, lorsque x tend vers l’infini, on | pourra faire tendre ‘ vers 
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Vinfini et-prendre pour B une quantité tendant vers zéro, tandis que A restera 
fixe. La partie 6 du théorème 5 en résulte. 


Application. — Le théorème 5a nous donne immédiatement un énoncé de 
É ; xe sa é Oe aa : 
Polya : une fonction entiere F(z) d’ordre inférieur a 5? qui est bornée sur 


l’ensemble des points s =n’, se réduit à une constante. En effet /(z) = F(z?) 
est entière d’ordre inférieur à 1, donc vérifie les hypothèses du théorème. 

| /(s)| est donc borné sur l’axe réel positif, par suite sur tout l’axe réel: 
comme son ordre est inférieur à 1, | /(s)| est borné dans tout le plan complexe, 


donc F(z) est constant. Le même raisonnement s’applique lorsque F(z) est du : 


MS ; hans 
type minimum d’ordre > ('). 


7. APPLICATION DU THEOREME 6. — 1. THÉORÈME DE Farou (*). — Sout - : 


AN 


g(E)= D ant" 


70) 


une série dont le rayon de convergence est 1 et supposons lim a, = 0. Alors la série 


r= 
converge vers g(C) en tout point du cercle |G|=1 en lequel g(C) est holomorphe 
et cette convergence est uniforme sur tout arc d’holomorphie. - 


En effet, en un tel point © on aura 


p-1 


BS D ano” 


n=0 


FAQ <M(A+= B). 


Or B peut être choisi aussi petit que l’on veut, si l’on prend p assez grand. 
Le théorème en résulte. 


2. Si l’on associe à la fonction f(z) la fonction 


gO = > f(a) 
on associera ala fonction f(s + g) — f( +r), où g et rsont des entiers positifs 
fixés, la fonction y(C)=g,(C) — g-(); et à la fonction f(3+q+p)—/f(s+r+p) 
sera associée la fonction y,(C). 
Supposons |f(2)|<B; si € est dans D,, | g,(C)| a une borne supérieure 


indépendante de p, à savoir M(B+K, B); d’où ly(©|<pavec u = 2M(B + K, B). 


(1) Sur ce sujet, voir un important Mémoire de M. Valiron (Bull. Se. Math., t. 49, 1925) et un 
Article de Miss Cartwright (Quart. Journal, t. 7, 1936). 
(2) Acta mathematica, 30, 1906. 
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- ene 


et si 


Line lions Wy Va SULLE Ty OSE périodique a partir d’un certain rang. 


Si l'on suppose de plus |/(g+n)—/f(r+n)|<A pourr=0; 1, . BP EFL) 
ona|y»(O)|< (a+ Ë, 2B) dans un domaine D, complètement intérieur à D. 


Comme d’autre part, | | ~ Le “ale 


HEL GDP RT Be e*%y,(e-°) do, ow 


ona > 7 


23 MNT 


où 27L est la longueur du chemin d'intégration. vy 


Soient alors À ..., À, des domaines extérieurs les uns aux autres, € re = 


borne supérieure de ince diamètres respectifs et à le minimum de leur distance — 


deux à deux. Considérons une fonction /(2) du type moyen d'ordre 1 au plus, 
dont la transformée de Laplace est holomorphe et uniforme à l’extérieur d’une 
courbe de longueur 27L vérifiant l'hypothèse H, et supposons que tout f(n) 


appartienne à l’un des domaines A,,..., A4. Si /(n+g) et f(n+r) appar- 


tiennent tous deux au même domaine pour chacune des valeurs? —0,1,...,p—1 
Ô > LM(e+ À, 2B), 


alors foi + q) et f(r + r) appartiennent tous deux au même domaine À encore 
pour n=p, et par conséquent (de proche en proche) pour chaque valeur de 


des z, est périodique à partir d’un certain rang. 
Cette conclusion subsistera si l’on suppose seulement à > LM(e, 2B) FU 


dans l’un des domaines A,,..., 4, pour nN. En effet, par suite de la 
continuité de la fonction M, on al trouver un entier p tel que l’on ait encore | 


à > LM (e+! = 2B). D'autre part, dans la suite lui ENG io cube Ont ne PTE) on peut 


trouver deux groupes de ptermes consécutifs &,, i741, +,» tarps trs tity een dep 
identiques, car le nombre de tels groupes possibles est fini (4). Le Tente 
_ annoncé s’en déduit. | | 


En particulier : : st les f(n) ont un nombre fini de valeurs DER la 


suite 1, est Du a HAE d'un certain une 


Ce résultat RE A sous la forme suivante : 


: 


- THÉORÈME. — Si g(©) LS a," est DOUDE Jusqu'à l' infini et st Les a, ont 


n=0 


un nombre fini de valeurs d’accumulation ENT RUE a soit LEP ey 


LA . y ñ 


Ventier x. Siz, est l'indice du domaine A dans lequel est situé /(7), la suite 


NORRIS 
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Dans cétte proposition on peut remplacer « prolongeable Jusqu'à Vinfini » 
par « prolongeable en dehors du cercle de convergence » en vertu du théorème 3 
et l’on retrouve ainsi un résultat de Szegé (*). 

En particulier : sé dans g(C) =a," les a, ont un nombre fini de valeurs et 

st g(C) est prolongeable en dehors de son cercle de convergence \C| = 71, la suite 
des a, est périodique à partir d’un certain rang. 

Il est bien connu que cela entraine que g(C) est une fraction rationnelle 
dont tous les pôles sont simples et racines de l’unité. 


S. Utilisation de la méthode de Nevanlinna. — L'utilisation de la méthode 
de Nevanlinna, déjà signalée page 9, fournit directement d’autres propriétés 
des fonctions entières /(=), dont les conséquences pour les fonctions g(C) 
associées peuvent étre intéressantes. Par exemple : 

a 


St a(+ 5) Ts a(— s\< 7, on ne peut avoir R(—1)" f(n) 0 pour tous 


les entiers positifs n, à moins que f(z) ne soit imaginaire pur sur l'axe réel, 
auquel cas Rf(n)—=0.  — 


Considérons en effet la fonction entière F(3)— f(z)+ f(s); elle est réelle 
pour z réel et par hypothèse (—1)"F(7) So. Du théorème de Rolle on déduit 
sans peine que si 3,, 3,,... sont les zéros positifs de F(z) rangés par 
grandeur croissante, ona | + 

| lim inf Toop > > ; 


per a<r 
ce qui est en contradiction avec la relation fondamentale de Nevanlinna (vou 
Appendice). L ‘hypothèse ne peut donc être vérifiée que si F(z) =o. 
Ceci peut être précisé (la démonstration restant la même ) : 
St a(+ =) Un, a( — = ) Ur 0 ON uen impossible que la quantité 
R(— 1} f(n) ne change de signe (*) dans le passage de n à n +1 que pour des 


valeurs n, de n vérifiant 
AE I I 
lim inf ) > an 0. 
r ny 


r= log p 
mcr 


Au lieu de placer (—1)"/(n) par rapport aux deux demi-plans séparés par 
l'axe imaginaire, on peut placer cette mème quantité par rapport à deux demi- 
plans séparés par une droite quelconque passant Le l’origine. 1l est clair que 
les résultats seront encore les mêmes. | 


) Math. Annalen, 89, 1923. , 
) La valeur zéro peut être considérée indifféremment comme positive ou négative. 
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En effet, supposons que Lim ÉD = — 1. Posons u,=(—1)"f(n), 


alors 4, 0 à partir d’un certain rang, et argu,,, — argu, > 0. D'autre part, 
il existe un nombre 0 avec 00 <1 tel que (=) =< On, a(— =) ZAn. Soit p 
un entier tel que, <i1—0. Considérons p droites passant par l’origine et 
découpant le plan en 2p angles d'ouverture ; Soit n, la suite des indices » des 


points uw, situés dans deux tels angles epposés par le sommet et formons 


FAN I “i x 
x = glim inf —— > — ; . 
- logr Ny 
C4 ; ny CT 


Pour un couple d’angles opposés par le sommet au moins, parmi les p couples 
possibles, cette expression est au plus égale à, <1—. La bissectrice 


intérieure commune aux deux angles du couple sépare le plan complexe en 

deux demi-plans; v,, dès que » est assez grand, ne peut passer de l’un à l’autre 

qu’en pénétrant dans l’un des angles du couple; d’où l’impossibilité. 
Ce corollaire entraîne la conséquence suivante : 


Tuéortme. — Si g(C) ea) Gant est prolongeable Jusqu’à Vinfini le long de l'axe 
| n=) Maes ad 
réel positif, on ne peut avoir lim ut oy, 


r= © An 


En utilisant le théorème 3 on en déduit un théorème de Fabry : Slim =1, 


r= An 
co 


la fonction g(Q) = », a, fn admet le point € =1 comme point singulier. 


n=0 


APPENDICE. 
THéorèME. — Soit f(s) une fonction entière du type moyen d’ordre 1 au plus. 
St f(x,) = 0, les x, formant une suite réelle positive et croissante, avec . 


4 I 1 ee T ST 
lim su — -— — 4 Fa Lg ie [4 
pes logr a >ale(+5)+e( aE 
~. wor : i 


alors on a (*) f(z)= 0. ja Het ; 
(1) On peut, sans altérer la conclusion, remplacer ces hypothéses par des hypothéses beaucoup a 
plus larges, la démonstration restant la même. Mais c’est l'énoncé indiqué que nous utilisons. . 


À Lee : Vo 
LEE CE à na 
wt hier ak 
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Pourétablir cette proposition nous suivrons une méthode due aR. Nevanlinna. 
Considérons la partie du demi-plan Rz>o intérieure à la couronne 
O< To |z|<Lr; c'est un domaine que nous entaillerons le long des demi- 
droites issues des zéros a,e (a, et a, réels) de la fonction /(z), et dont le 
prolongement passe par l’origine. Le long du contour de ce domaine entaillé 


on à 
; SN az 


En explicitant la partie imaginaire, on obtient 


| ‘ oe à Car é 
ef (log) fl) | + los f(— yi) (+ mr) + flog fre) jeosg de 


0 


I (hy I 
— 2 ner ICONE IE 
à (= à) ; Fok 


le 7 
aor g 


Par conséquent 


D (= à Je0sa, < rf LeslfG 1+ eee ( — 7) a -O(). 
ares 


En particulier, en se bornant aux zéros réels : 
à ( Lee 2) AE | @(+ +a(— )| logr + o(logr). 
y de 27 2 2 
LIT 


Dans cette relation remplacons r par rlogr tout en limitant à r la sommation 
du premier membre; il vient | 


D | eo 
v to) = 


DX, I 
Or -——— Ke ——; donc 


: rlogr ™~ zy log*r 


wee te a i Zane logr + o(logr), 
ee pee AE) ae ler rater 


wor 
soit 
DT 
DA {e(5) (5) 
y 2T 2 2 
av<r : 
ou encore . | 
ee I 1 LT | 
i wales, pen ek CARTIER 
lim supp De pe | ( =) ( 2 


aor 


Le théorème énoncé en résulte. 
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Nous avons appliqué ce théorème à plusieurs reprises: 

ie T\ , : / T ? “a ear L'ART 
> 1° Lorsque &,= y, %( + 5) ME Ur < 27. Dans ce cas 


ays vor a 


… 


V=2 L 4 


CT ae oT. \ ‘ FEI 
. 2° Lorsque lim =1, a(+ =) +a(— =) < 27. On a encore . 


, À a 3 | f: “4 7 En 
de Ÿ — = logr + o(logr). es ae 
oe . { $ 
ANT Ai 7 


ha St F2 I 
0 . pre | CHA A. 
3 Dans le cas général (p. 121). : 
, = 
= 
a Le a z 
A Fe 
, 
- Le 4 
‘ 
” à 1 wi 
L 
… . ad 
> ; 
\ Es 
. p 
«2 
3 FS oS 
2. PP À RE: 
‘ À 
5 s « “ . in 
K . 
1 + 
L “tg at 
= £ ; : Vast. 1% y 
d- ; À x + (+ 
y " # N y - ’ N £ 
Le. i a # na. de: 54 | dE: 
< si > . . LPS 4 
tna Jy wey - + 
) 7 v * 4 sa 
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QUELQUES PROPRIÉTÉS 


DES 


TRANSFORMATIONS INTÉRIEURES 
D'UN DOMAINE BORNÉ 


Par M. Micuez HERVE. 


INTRODUCTION. 


L'objet de ce travail est l’étude des transformations intérieures d’un domaine D 
borné, univalent, du plan complexe ou de l’espace à deux dimensions com- 
plexes : ces transformations sont définies, dahs le premier cas par une fonction 
z'= f(z) holomorphe sur D et à valeurs dans D, dans le deuxième par 
deux fonctions x’ = f,(x, y), y' =f2(x, y) holomorphes sur D et telles que le 
point de coordonnées /,, /, appartienne à D. Dans les deux cas on écarte les 
transformations qui mettent D en correspondance biunivoque avec lui-même, 
plus brièvement : les automorphismes de D. 

Lorsque D est un domaine plan simplement connexe, les automorphismes A 
de D ne se séparent pas des autres transformations intérieures, soit I, en ce 
sens qu’un A peut être limite (uniforme sur tout compact contenu dans D) 


d’une suite de I; il n’en est plus de même si D est un domaine plan d’ordre de 


connexion fini p= 2, dont la frontière sera, dans toute la suite, supposée formée 
de p continus non ponctuels C,, ..., C,: les A et les | sont alors séparés par 


des critères topologiques tels que celui-ci (*) : étant donné une transforma- 


tion I, on peut trouver dans D une courbe fermée non équivalente à zéro dont 
la transformée par I soit équivalente à zéro. 


(1) H. Cartan, Math. Z., t. 35, 1932, p. 760. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fase. 2. 17 
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De là résulte en particulier que, si l’on considère les transformations I 
admettant un point z, donné de D comme point fixe, les modules de leurs déri- 
vées en ce point ont une borne supérieure Q(z3,,D)< 1: la « constante de point 
fixe » relative à D et au point 3,. L'objet des trois premiers Chapitres de ce 
travail est de déterminer Q et les transformations extrémales 3'= f(z) pour 
lesquelles /"(s)) = Q(z, D) : le Chapitre II résout ce problème, dans le cas 
p= 2, pour l’ensemble des transformations I; le Chapitre III le résout, dans le 
RE seulement pour les transformations I, dans lesquelles toute courbe 


fermée tracée dans D a pour image une courbe équivalente à zéro. Pour traiter 
ce problème, je le mets successivement en relation avec les deux suivants : 


Problème A. — Étant donné les substitutions S,, ..., S, génératrices du 
groupe des automorphismes de la fonction s = ®(Z) qui met D en correspon- 


. dance conforme avec le disque |Z|<1, et les angles 8,, ..., 0,, on appelle 


#€[0,, ..., 0,] la classe des fonctions H(Z) holomorphes et de module au plus 


égal à 1 pour |Z|<1 et vérifiant les p—1 identités H(S;Z)=e "*H(Z); trouver 


alers, pour Z, donné, sup| Hs} et les extrémales, pour lesquelles cette borne 
est atteinte. s 


Problème B. — Soit & la classe des fonctions f(s) holomorphes (uniformes) 


sur D et telles que 
lim JE yet im |f(z)ize" (2Lk<p), 


2=27%4,E 


où les M, sont des nombres donnés; trouver alors, pour z, donné, sup | /(<,)| 
et les RAS pour lesquelles cette borne est atteinte. 


Pour p =2, M. Heins (') a étudié le problème A par une méthode d’interpo- 


lation, mais sans expliciter les extrémales; le problème B a été traité par 
Teichmiller (?) (j'ignore par quelle méthode, n’ayant connaissance de ce 
Mémoire que par son compte rendu dans le Zentralblatt); d'autre part, pour p 
-quelconque, le problème B a été résolu par M. Grunsky (*), qui établit d’abord 
deux propriétés importantes des extrémales; des problèmes voisins font l’objet 
de plusieurs Mémoires récents, dont ceux de MM. Ahlfors (*), Garabedian €), 
Nehari (°). 


Au Chapitre I de ce travail, j’aborde le brobiétire A pour p=2, par une 


méthode nouvelle, partant des propriétés de la borne sup|H(Z,)| demandée ; 


atc le ig ge SR eget hae! it ST EUR 
() M. Hetns, Amer. J. Math., t. 62, 1940, p. 91. 
(*) O. TetcuMitire, Deutsche Math., t. 4, 1939, p. 16. 

(3) H. Grunsky, Jahresbericht der D. M. F., t. 32, 1942, p. 118. 

(+) L. Aucrors, Duke Math. Tu VAs 1947, à ie 


(5) P.R. GARABEDIAN, Bull. Hier Math. Soc., t. 55, 1949, p. 917 et Trans. Amer. Math. Soc., 


t. 67, 1949, p. 1. | 
(5) Z. Newari, Trans. Amer. Math. Soc., t. 69, 1950, p. 161. 


on 
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les extrémales sont exprimées sous forme de produits de Blaschke; les résultats 
sont appliqués au problème B et à d’autres problèmes d’extremum relatifs à un 
domaine D doublement connexe : citons une expression de la distance de Cara- 
theodory de deux points de D à l’aide de la fonction de Green de D. 

Les applications aux transformations I (toujours pour p— 2) font l’objet du 
Chapitre IL : Q(z,, D) est donnée sous forme de produit infini; pour chaque 


angle 4 (mod 27), il existe une extrémale f(z) et une seule telle que 
À (40) =et¥Q (2; D); 


chaque point de D a, dans la transformation z'— /(z), une infinité d’antécé- 
dents répartis en quatre suites qui, si C, et C, sont deux courbes simples de 
Jordan, convergent respectivement vers deux points de C, et deux points de C,; 
la position de ces points est précisée par des conditions portant surles mesures 
harmoniques, par rapport à D, des arcs de C, et C, qu'ils limitent ; de même pour 
leur variation avec |. Le Chapitre s'achève avec l'étude du problème suivant : 
à quelle condition existe-t-il des transformations I changeant deux points 
donnés 31, 2, de D en deux points donnés 3°,z,, et, si oui, Me ares 3,5, images 
d'un même arc z,3, par ces transformations sont-ils topologiquement équiva- 
lents dans D ? La réponse fait intervenir la distance de Caratheodory de z, et =». 


Le Chapitre III considère le cas p=3 : la solution du problème B est 
“empruntée à M. Grunsky; il en résulte celle du problème A et la constante de 
point fixe Q,(z,, D) relative aux transformations I, ; en supposant encore que 
C,, ..., C, sont des courbes simples de Jordan, chacune porte un ensemble 
parfait totalement discontinu de points d’accumulation des antécédents d’un 
point de D par une transformation extrémale I,. En ce qui concerne les trans- 
formations I, autres queles I,, qui laissent fixe le point z,, elles se répartissent 
en un nombre fini de classes disjointes fermées (dans la topologie de la conver- 
gence uniforme sur tout sous-ensemble compact de D), pour chacune desquelles 


je donne une borne supérieure de la constante de point fixe, analogue à la 
valeur exacte de Q,. 


Au Chapitre IV, D estun domaine de l’espace à deux dimensions complexes ; 
le problème étudié est celui des transformations limites de suites d’itérées 
d’une transformation I donnée. Si l’une de ces transformations est intérieure, 
il en est de même de toutes les autres; le cas du point double attractif étant 
écarté, il existe une variété analytique E dans D, irréductible (au sens global 
du mot) qui est l’image de D par chacune des transformations limites; l’ensemble 
de celles-ci est fini ou a la puissance du continu selon que E est, ou non, 
conservée point par point par une itérée de la transformation donnée 


Une grande partie des résultats de ce travail a été ons dans trois Notes 
aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 230, 1950, À 609, 707 et 1491. 
. F 17. 
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A M. P. Montel, qui me fait de nouveau l’honneur de présider mon Jury; 


a M.A. Denjoy, qui a bien voulu accepter d’être mon second directeur de 


recherches ; 


a M. G. Valiron, qui, depuis mon entrée à l'École Normale Supérieure, n’a 
jamais cessé de guider mes travaux, qui m’a fourni le thème du présent travail 
et dont les précieux conseils m'ont permis de le développer; 


à M. H. Cartan, à qui je suis tant redevable également, A Le 


pour son enseignement à l'École Normale Supérieure; : 


Joffre ce Mémoire comme un hommage de ma très vive admiration et de ma 
profonde reconnaissance. 


CHAPITRE I. 


ETubE DE LA CLASSE JC [0] ET APPLICATION A DES PROBLÈMES D’EXTREMUM 
RELATIFS A UN DOMAINE DOUBLEMENT CONNEXE. 


1. Soit, dans le plan de la variable 3, un domaine D borné, univalent, dont 


la frontière se compose de deux continus non ponctuels disjoints, C,, C,: ce 

sera par exemple la couronne circulaire R, <|z|< R,. Un tel domaine est mis 

en correspondance conforme (non biunivoque) avec le disque | Z| << 1 au moyen 
dela fonction s = ®(Z), invariante par une substitution hyperbolique S conser- 
vant le disque; en désignant par SZ le transformé de Z par S, nous écrirons 

®(SZ) =@(Z) et nous poserons  _ 

(1) | D = (A 1,1 a fe |B | ae7, 2548). 


Soient encore I’, et l', les deux ares «3 de la circonférence |Z|=1, qui repré- | 


sentent respectivement (, et C,. | 
se particulier, dans le cas de la couronne R,<|s|< R,, la correspondance 
= ®(Z) entre cette couronne et le disque est donnée par la formule 


logs — logR ' 


(2) Tope Sky atk aes oe OER ay, 
hg ae ~~ logR, — log Rs 


où 27, est la mesure en radians de I’, et en supposant que T,aT, 3 est le sens 


direct sur la circonférence | Z|=1; ainsi 


3 \ | : ] uel eee yoo 
(3) EURE logR, — logR, 


2. La représentation s = ®(Z) permet d’associer, à chaque fonction f(s) 


Le ha EE eS Ted hs ee A ay Le CAES a a cea ale ee RS EC NS AN PRE EE a | , ey 
A ert) tity Ÿ Lei te A ‘was 4 is a! + a © 5 U ‘ A 5 
| EN DANS ales le cea eS ENS eat so at weno Rea 


Fr : : 
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holomorphe (et uniforme) sur D, la fonction F(Z)= /[®(Z)] holomorphe pour 
|Z| <1 et invariante par S; si F(Z)—0, F(Z) admet comme zéros tous les 
zéros du produit de Blaschke 


n= «6 


A DL, rs Obie td 

(D ; B(Z,, = TN pez SET 
Comme 

SZ, SZ tt SZ SZ 
ona | | er 

| B(Zy, Z)| =| B(Z,, SZ)|, 

done | 
(5) B(Z), SZ) = ei? B(Zo, Z). 


Pour évaluer la constante réelle 9, considérons la fonction 


u(s) = — log | B [Zo Dt(z)] F 


. où ®'(z) désigne la fonction inverse, définie à la substitution S près, de 


®(Z):u(z) est uniforme sur D, harmonique a l'exception du point z, image de 
Z,, nulle à la frontière de D, telle enfin que w(z) + log | z — z,| soit harmonique 
partout sur D, c’est donc la fonction de Green de D admettant z, pour pôle 
logarithmique : 
(6) | G (39, 2) =— log | B(Zo Z)|, 
avec 

z=d(Z), 3) —= D(Z}) 

La fonction multiforme 
| p(3) = argB[Zo,, D (2)] 


est telle que ¢(z)-+7G(s,, z) soit analytique; d’après (5), 9 est, à 27 près, 
l'accroissement de (3) lorsque le point ®*(z) subit la substitution S, donc 
(en nous bornant ici au cas où D est une couronne circulaire de centre O) 
lorsque le point 3 tourne de 27 autour de l’origine, par exemple le long de la 
circonférence extérieure C,; à 27 près, © est donc (*) le produit par 27 de la 
mesure harmonique de C, par rapport à D au point z,, ou le double de l'angle 


que font I’, et l’arc de cercle «Z, 8. Nous pouvons écrire 


(7) B(Z,, SZ) = e'9(*)B(Zy, Z) 


ou 42 est la mesure harmonique de C, au point 3, ou bien 
Kah.  B(Z SZ) = eB (Zo, Z), 
Por 


(1) NEVANLINNA, Eindeutige analytische Funktionen. 


"+ 
é 
Île 
N° 
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où a est l'angle orienté (à x près) que fait le cercle |Z| = 1 avecle cercle al 8 
au point B. 


3. Nous dirons que la fonction B(Z,, Z) appartient à la classe Æ[— p(2)], 


3€[0] désignant la classe des fonctions H(Z) holomorphes pour [Z|<1 qui 
vérifient 
|H(Z)| 21. et. > -H(SZ) =e" H(Z). 

Le probleme étudié dans ce Chapitre est la recherche de 0 AN -pour un 


le 
point Z donné, et des fonctions de la classe 3¢[0] pour league lee cette borne 
supérieure est atteinte : nous les appellerons extrémales de la classe pa au 
point Z. 
Tout d’abord, cette borne supérieure ne dépend que de o(2), car, si S' est 


une substitution hyperbolique de points doubles « et 8, H'(Z)=H(S'Z) 


appartient à 3€[0 ] en même temps que H(Z)(S et S' étant permutables), donc 
l’ensemble des valeurs que prennent les fonctions de 4€[0] au point Z coincide 
avec celui Wiss valeurs qu’elles prennent au point S’Z. Nous poserons 


(9) : sup |H(Z)|=A[9, 9(Z)], 
HE ac (6) 
définissant ainsi une fonction A(0, 0’) des deux arguments 9, 8 (mod 27); 
notons que A (0, 0’)=r. 
Cette fonction A(0, 0’) est symétrique : soit en effet à évaluer la distance 


C(s,, 32), dans la métrique de Caratheodory (‘) relative au domaine D, de deux — 


points s,, z, de D, c’est-à-dire le maximum de la distance non euclidienne 


(dans le cercle |s|<1) des valeurs /(3,), /(z:) en ces deux points d’une fonc- 


tion f(z) holomorphe (uniforme) et de module inférieur à 1 sur D; suivantle — 


principe énoncé au début du n° 2, on a 


F(Z,) — F(Z:) 


th C(s1 z se wey — 
| 1— F(Z;) F(Z)l 


avec 
; 8 ®(Z,), 3 — D(Z;), 


la borne supérieure étant prise pour toutes les F(Z) holomorphes et de ER 


inférieur à 1 pour |Z|<{1 et invariantes par S. On peut poser F(Z, Je 0"! alors 


A aes aie FAI Fa Ot He? (Z,)] d'après (8), 
donc | ab 4) él 
(10) th Cen, 2) = sup| F(Z,)| =| B(Zi, Z2)| A[o(Z), 9(Zs)]. 

(1) CararH£oDoRY, Math. Ann., t. 97, 1927, p. 76. | 
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De mêmé, en posant F(Z,)— 0, on a 
(11) th C( 41, 22) = sup] F(Z,)|=|B(Z., Z:)| A[o(Z), 9(Z)]. 
D'après la formule (6) et la symétrie de la fonction de Green, ona 
| B(Z1, Z2)| =| B(Z2, Z1) |; 
la comparaison de (10) et (11) donne done la relation 
Cio.) | A(0,0)=A(0/, 0), 


établie ici en supposant 0 et 0’40(modaz), et qui nous conduit à poser 


| A(0,0)=1. 


. Montrons maintenant la continuité de la fonction A(0, 0’), en supposant 
soe (mod 27) et en établissant séparément les deux semi-continuités : 


Semi- continuite inférieure : soit H,(Z) une extrémale de la classe 3€[0,] au 


i(0,— 9) 


point Z,; la fonction (7 — 3 


, , replies Z— : ‘ : 
d’une détermination de a qui, sur tout le cercle [Z| <1, soit du signe 


log À < ; Se É . 
) (où l’on a fait choix, une fois pour toutes, 


de 0, — 0) appartient a d¢| 8 — 4,| et son module tend vers 1, uniformément sur 
i 0,—0) 
=a 


tout le cercle |Z| <1, lorsque 0 — 9, + 0; la fonction H sa (? 7s) a appar- 


tient à d¢[6] et est de module au plus égal à A[0, o(Z)], d’où la semi-continuité 
inférieure de A(0, 9’) au point 9,, 9(Z,). 

Semi-continuité supérieure : si les suites 0,, Z, convergent respectivement 
vers 0, et Z,, et si H,(Z) désigne une extrémale de Ja classe 3[0,] au point Z,, 


de la suite H,(Z) on peut extraire une suite partielle H,,(Z) uniformément 


convergente au voisinage de Z,, dont la limite H(Z) appartient a 4€[0,]; comme 
H(Z,) = Ieee He (Zee) | 


ona AA 
A[9), 9(Zo)] ae A[0p.5 9(Zp,)]- 


Notons encore que l’on a toujours o << A(9, 0’) <1 pour 0 et 6’ o(modaz). 


5. Montrons maintenant que, 4 étant fixé 0 (mod27), logA(0, 0’) est 


fonction strictement convexe de 0’ sur (0, 27), c’est-à-dire que, pour - 


00, < 0, < Oye ar, 
on a | à 
(13) (0, — 04) log A(0, 0) + (0, — 01) log A (6, 05) + (61 — 05) logA (0, 05) < 0. 


Pour cela, placons-nous dans le cas où D est la couronne circulaireR,<|3| <CR;, 


en 


M. HERVE. seo § : 


132 ' | 
et considérons la classe des fonctions /(z) holomorphes (uniformes) sur D et 
telles que re a ae ’ 
lim |f()1Z1 lim |/()1£ex 
s=Rge'e s=R, ele 


quel que soit l’angle w : soit à chercher sup|/()| pour un points donné de D. 
; SEF 


La fonction F(Z) = /[®(Z)] associée à une fonction de & doit être invariante 
par S et |F(Z)| doit avoir des limites supérieures au plus égales à 1 surT,, 
e“ sur F, ; or ces valeurs limites sont celles du module de la fonction 


iM 


LZ, a ee : (MM), 7) 
CF (zap) =ep(- + os 


: : rant Rat Z—a 43722) . 
où la détermination choisie pour ar87 —$ est celle qui vaut — y, sur F,, 


—(y+ 7) sur F,; par contre, cette fonction n’est pas invariante par S, mais. 
appartient à la classe ae | — = tog |: comme elle ne s’annule pas et que F(Z) 


est bornée, ona 
1M 1 aM 


F(Z)Ze ” Gabe nese Vos]; 


et par suite 
a 


RE M Tis [M 
sup log| F(Z) | =— = (t+ arg 7z— 3) + log | Flog, o(z)|, 


ou, en comparant avec (2), 


log | s| — logR. 


(14) pipe lls) = M Tog R, — log Ry 


Hs log | “log, 2(2)| : ch A 


_ Le premier terme du deuxième membre est la borne supérieure de log| /(z)| 


fournie par le théorème des trois cercles de M. Hadamard; cette borne est la 
borne exacte si l’on admet que /(3) soit multiforme; si au contraire, comme ~ 
nous le faisons ici, on exige que /(z)soit uniforme, la borne exacte est donnée 
par la formule (14) au moyen de la fonction A. rte ‘ae | 
Il peut arriver que cette borne exacte se réduise au terme fourni par le 


théorème des trois cercles : il faut et il suffit pour cela que 


og =o (mod 27), FE F 
donc, d’après (3), | 
(15) or “Mee (mod log’) 

toute extrémale de la classe F (c’est-à-dire toute fonction de ¥ pour laquelle la 


borne exacte est atteinte) est alors un monome en 3 (à exposant entier positif 
ou négatif). | + st HET PES steer 


br ii ME. D D eo 7 cata alae AO i HS RE DE aa eR ie CE a 
pore Fes yee aia ES EON ee ils ele ea Be ee oe ME RCT te NS SNL 


te 
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6. Siau contraire (15) n’a pas lieu, je dis qu’une extrémale de # en un 
point so de D ne peut être un monome en = : le module d’un monome en = s prend 
en effet sur les circonférences C, et C, des valeurs constantes m, et; $1 ce 
monome appartient à #, on a m,<1, me", les égalités ms =1, my—e" ne 
pouvant étre pipes en même np puisque (1 5) n’a pas lieu; si l’on a 
m,< 1 etm, < e", le monome peut être multiplié par une constante de module 
plus grand que 1 sans cesser d'appartenir à , donc ne peut être extrémale 


; — i) 
1 x "pie 1+ aeTi og À 
de #; si m, =1 et m,< e", le monome peut être multiplié par a Ae 
LR, Fe 


0, — arg 3, et le nombre positif a est choisi de AE DONT UC ee ot 


ae a 
LE er ree R 
m,<_1 et m, =e", même raisonnement avec ———_; où By eee oh tae 
u a a Mo 
Ii a I+ =— a: 
1 1 


Pour établir I’ inégalité (13), nous choisissons M tel que = M Log à — = 0 ; comme 
la formule (14) DS encore s’écrire , 


(16) suplog| (51 32 (5)+ logA | = log?, g(2) |; 


il suffit de montrer que le deuxième membre de (16) est fonction strictement 
convexe de o(z), ou de log|z| qui est lié à @(z) par une relation linéaire; choi- 
sissons donc dans D les points 2, 21, 3, teis que 


O(f0) = 9, O(a) =o); 9 (42) = 0, 
et soient . 


To— | %o |; ra | 55 |; 


Si Mo, Ma, M3 sont les valeurs prises par le deuxième membre de (16) aux points 
Zo, 34, 50, et f(s) une extrémale de # au point z,, ona 


log | fi (41) |= m et log | fi(roe™) | < mo, log | fi(ree) | Z my 


quel que soit l’angle w; d’après le théorème des trois cercles, 


i! 


(Jog | 52| — log | 0] ) mr + (log | — log | #1 |) ms + (log j a1 | — log | 2 |) m <0; 


puisque 9(s) est fonction linéaire croissante de log] s|, cette inégalité donne 
(13) avec le signe —. 

Si l’on avait le signe =, la borne fournie par le théorème des trois cercles 
serait atteinte par la AN uniforme /,(z), donc (en appliquant à la couronne 
circulaire rs <31<r. le raisonnement fait à la fin du n° 5) /,(3) serait un 
monome en z; mais (début du n° 6) c’est impossible puisque par hypothèse 
f.(z)est une extrémale de la classe & relativement au domaine D avec 


À log 0 (mod 27). 
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7. Les propriétés (12) (symétrie) et (13) (stricte convexité par rapport à 
l’une des variables) permettent de déterminer la fonction A(0, 0’) et les extré- 
males de 4[0] en un point donné Z,. Supposons d’abord qu'une telle extré- 
male, soit H(Z), ne s’annule pas pour |Z| <1: une détermination, holomorphe 
pour |Z| <1, de log H(Z) vérifie une identité de la forme 


log H(SZ) = logH(Z) — 56, 


qui détermine la constante 0, non plusseulement(mod 27), mais complètement ; 
la lettre 0 désignera dans ce numéro ce nombre fixe. Si ¢ est un nombre réel 
compris entre o et 1, chaque détermination de [H(Z)|’ appartient à #[10], 
chaque détermination de [H(Z)]'~‘ à 3¢[(1 —¢) 9], donc | 


19) A (29, p(Z)]={A[6, ®(Z)]}', 
C7 TAG — 006, #2) {A[B, @(Zo)]}-*- 


Mais d’autre part le produit d’une fonction de #€[10] et d’une fonction de 
3C[(1 — t)0] appartient à #[0], donc | 

(18) A[6, 9(Z)] =A[29, 9(Zo)] AT(1— #) 0, p(Zo)]- 

La comparaison de (17) et (18) donne 

| | A[29, 9(Zo)]={A[4, 9(Zo)]}% 
quel que soit £(0 <t<1), contrairement à la stricte convexité de logA(0, 4’) 
par rapport à 0. . 

8. Une extrémale H(Z) de 3€[0] au point Z, s’annule donc nécessairement en 
un point Z,, et par suite aussi en tous les points S"Z, : 
H(Z)=B(Z,, Z)K(Z), où Keae[0+o(Z)); 

on peut même affirmer que K(Z) est une extrémale de 3€[0 + 2(Z,)]au point Z,; 
comme B(Z,, Z) appartient à 3¢[—9(Z, )], on a donc 

(19) A0, 9(Z0)] <A[— (Zi), 9(Zy)] A[8 + 9(Z1), 9(Z0)]; 


mais comme le produit d’une fonction de 3¢[+ 9(Z,)] et d’une fonction de 
de[9-+-9(Z,)] appartient à [6], on a aussi l’inégalité large analogue à (19) et 


_ de sens contraire, donc (19) est à remplacer par l'égalité correspondante, que 


nous écrirons | | 
(20) logA[O + @(Z1), (2)]— log (9, e(2)1=— logA[— 9 (Zu), 9(Zo)]- 

Je dis que 0 + 9(Z,)==0 (mod 27); supposons que ce ne soit pas le cas, et 
précisons les deux angles 0,0+o(Z,), jusqu'ici définis (mod27), en leur 
imposant d’être compris entre o et 27; si oC 0+ 0(Z,)<O<an, on a 


0<— 9(Z,) <9; si l’on marque, sur la courbe représentative de la fonc-. 
tion logAT0, P(Zo)] pour o 027, les points A, B, C d'abscisses 0 + 9(Z,), 


! 
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9, —9(Z, 15 la relation (20) exprime le parallélisme des ‘droites AB et OC: 
Le comme C est à gauche de B, cela est en contradiction avec la stricte 
convexité de log A[6, o(Z,)]. Si au contraire, 0< 00+ 0(Z,)<an, méme 
raisonnement, à cela près que C sera le point d’abscisse 22 —9(Z,)-et sera 
joint, non plus à l’origine, mais au point d’abscisse 27. 


9. Ainsi 0+ 9(Z,)=o0(mod 27), et K(Z), extrémale de la classe Co], est 
une constante de module r: 


(21) H(Z)= B(Zi, Z) e,° -9(Z,) =—8 (modo zn). 


Reste à déterminer Z,, c’est-à-dire le maximum de |B(Z,, Z)| pour Z, donné, 
Z, vérifiant la deuxième condition (21); en supposant encore que D soit la 
couronne circulaire R,<|3|< Ri, cela revient, d’après (6), à trouver le mini- 
mum de G(z,, z,) pour z, donné, z, variable sur un cercle de centre O: il est 
atteint lorsque 3, et z, sont alignés avec O et de part et d’autre de O. 

Pour le montrer, prenons dans D deux points z,, 3° tels que |z,|=|z,|, et 
considérons les deux fonctions de Green G(z,,z), G(z', 2): elles sont égales 
sur la médiatrice de z,, z,; dans la demi-couronne limitée par cette médiatrice 
et contenant le point z,, la deuxième est harmonique tandis que la première est 
surharmonique, donc G(z,, 3) >G(z,, 3); cela prouve que G(z,, z,) ne peut 


A . - . di 
ètre minimum si 36034 < 7. 
L’alignement z, Oz, se traduit sur les points Z, et Z, par la condition 


wt as 1 
i E @| | Zo— % | __ y mes (m entier), 


Z,— 6} |Z,—6 


qui, jointe à la deuxième équation (21), détermine Z, à la substitution S près. 
Nous pouvons donc énoncer : 


Taéorème. — Les extrémales de la classe &]|9]en un point donné Z, ne different 


entre elles que par une constante multiplicative de module 1, elles sont données par 


ine H(Z) = eB(Z;, Z), 
avec : 

(21) ; 3 GS Re 
: @{ Zy) == — 0 : (mod 27), == . Tae 


4 1 
Zo Oa yao 


ne 


(m entier). 


10. Apprications. — 1° Distance de Caratheodory de deux points 3,, 2,, de D. 
— Si l’on reprend la formule (10), le théorème ci-dessus donne 


(22) log th C (44, 32) =— G(21, 22) — G(s, 22), 


ou L’ homologue Z, de z, est déterminé par les conditions 


PER: FRANS 
POP (mod 27), zal: DS 


1 
= huge is 


% 
IZ 
4 


Au, ..., Ax, Bi, ..., B, étant des homologues dans iz | Lt dé ai ra; tb, 


2,7. 
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Si D est la couronne circulaire R< [s|< Ri, ces conditions se traduisent pour 
le point 3, par 
(23) |: 34 %3{ = Ry Rs, = réel <0. 
2° Amélioration du théoréme des trois cercles. — Si F désigne, comme au 
n° 5, la classe des fonctions f(s) holomorphes (uniformes) sur la couronne 
circulaire R,<|3|<R, ettelles que : : 
lim | fli, fim lf(G)I<e", | 


3=R ei 2=R eiv 


en reprenant la formule (14), le théorème ci-dessus donne 


oF log|z | — logR, if \ 
(24) | gaplegt ONE MITERE Rs £), 
où ¢ est défini par les conditions 


(25) log| ¢ | = logR,— M (mod log =) réel < 0. 


sl 


C’est le résultat de Teichmüller (*). 


3° La méthode s'applique aussi au problème suivant traité par M. Robin- 
son (?) : étant donné, sur la couronne R,< |3|< Ri, les points a, ..., a, 
bi, ..., b,(°), on considère les fonctions f(s) méromorphes sur la couronne, 
dont ig: zéros comprennent les points a,, ..., a, et dont les pôles sont compris 
parmi les points b,, ..., b,, et qui enfin HE 
PRE HE Jim I f(s) 1e; 
=R, ei =R,ei 
trouver pour ces fonctions sup Lfs)| en un points donné. Il suffit de reprendre 
le raisonnement du n° 5 en écrivant cette fois \s 
iM 
_UM/Z, —a\™ B(A,, Z) ..., B(Ap Z) 
AD AN we verge asset typo ng ants PO T 
Se lec (z=5) B(B, Z)..., B(B, Z) (Eh 
avec | 


of | 
He ae| = log À + 9(a,)+.. -+ q(ax) — p(b;)—...— en |, 


9 tees 


b,; une extrémale de la classe considérée a donc en général un zéro de plus que 


(1) O. TeicamüLuer, Deutsche Math., t. 4, 1939, p. 16. 
(?) R. Rosinson, Duke Math. J., t.10, 1943, p. 341. ; 


Nee Les a; pouvant n’étre pas Feimnwe et de même les b;, mais aucun des a; ne figurant parmi 
168 Oj. 


» 1 
) 


‘hihi 
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di, ..., a (ou éventuellement un pôle de moins que b,, ..., b,); pour qu’il 
n'en soit pas ainsi, il faut et il suffit que 
6 27M | 
(26) A DER + p(u) +... (ax) — (ba) —...— p(b)=0 _ (mod 2x). 


4° Le probléme suivant, apparemment plus compliqué que celui de 
M. Robinson, se traite encore de la même manière : 

On considère encore les f(z) méromorphessurlacouronne D: R, <<|z|< Ri, 
dont les zéros comprennent les points donnés a,, ..., a, et dont les poles sont 


compris parmi les points donnés b,, ..., b;, mais vérifiant cette fois à la frontière 
les conditions 


2=R,e 2—Rh,ew 


lim log| f(s); Zt(), lim log| f(s)| Z4(), 


i, et /, étant deux fonctions données continues, de période 27, et l’on cherche 
encore sup| /(z)| en un point donné z de D. 
Si u(z) est la fonction harmonique sur D qui résout le problème de Dirichlet 


u(Rie®)— (wo), u(R,e®) = i,(), 


la fonction e“*) n’est pas en général uniforme, mais multipliée par e” quand 
args croit de 27. On écrira donc 


BAe BAZ) 


n UP Ne tM Sea aa a 2 oer 
F(Z) = ene) eZ). BIB, 2) 


H(Z), 


avec 
Hese[d+ o(a) +...+o(ax) —9(b1)—...— p(br)]. 


5° La méthode s’applique enfin a des problemes sur les transformations inté- 
rieures du domaine D qui font l’objet du prochain Chapitre. 


CHAPITRE II. 


APPLICATION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS AUX TRANSFORMATIONS INTÉRIEURES 
D'UN DOMAINE DOUBLEMENT CONNEXE : CALCUL DE LA & CONSTANTE DE POINT FIXE ». 


11. D étant toujours le domaine considéré au Chapitre précédent, soit main- 
tenant J la famille formée des fonctions holomorphes (uniformes) sur D qui 
appliquent D sur tout ou partie de lui-même mais ne l’appliquent pas sur lui- 
même de manière biunivoque, et en outre des constantes appartenant à la fron- 
tière de D. A l’aide de la correspondance z= d(Z), utilisée au Chapitre précé- 
dent, entre D et le disque|Z| 1, on associe à chaque f(z) de la famille l’une 
des fonctions | | 

Peas F(Z) = 0 { f[®(Z)} 5, 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Faso. 2. | | 18 


PT TR à: VS IPS TO SM TR M tee! ks. Su 5 ts 
- < ins Z 12 PA FA + 
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toutes holomorphes et de module au plus égal à 1 pour |Z|/<1: si F,(Z) est 
l’une d’elles, les autres sont(‘) les SF,(Z) (nentier positif ou négatif). Comme 
/(s) est uniforme, on a 


F(SZ) = SP F(Z) (p entier). 


L'entier p a, relativement à D, la signification géométrique suivante : en 
convenant que C, est celui des deux continus-frontières de D qui sépare D de 
l'infini et marquant sur C, un point quelconque a, si le points décrit dans Dun 
chemin fermé le long duquel arg (s — a) varie de 2/7, le point f(z) décrit un 
chemin fermé le long duquel arg[ (3) —a] varie de 2kpz. Si p n’était pas nul, 
toute courbe fermée tracée dans D et non réductible à zéro dans D(ÆÆ0o) 
aurait pour image par f(z) une courbe fermée non réductible à zéro dans D; 
mais alors /(z) mettrait D en correspondance biunivoque avec lui-même (?), 
contrairement à l'hypothèse. Ainsi, toute F(Z) associée à une f(z) de la famille J 
vérifie | 
(1) F(SZ) = F(Z). 


12. Réciproquement, toute F(Z) holomorphe et de module au plus égal a 1 
pour |Z| <1 et qui vérifie (1) définit une fonction et une seule (°) _ 


J (4) = © { F[®“(s)]} 


de la famille J : si en effet f(s) mettait D en correspondance biunivoque avec 
lui-même, F(Z) ferait de même pour le cercle |Z| <1, donc ne prendrait pas la 
méme valeur aux points Z et SZ. 

Dans la topologie de la convergence uniforme sur tout sous-ensemble 
compact du cercle |Z| <1, la famille des F(Z) holomorphes, de module au plus 
égal a 1 et vérifiant (1) est fermée et connexe, c’est-à-dire ne peut être partagée 
en deux sous-familles fermées disjointes : si en effet F,(Z) et F,(Z) apparte- 
naient à deux telles sous-familles, suivant les valeurs du paramètre réel ¢ 
(o<t—1), la fonction tF,(Z)+(1—?t)F,(Z) appartiendrait à l’une ou à 
l’autre, le segment o¢—1 pourrait lui-même être partagé en deux ensembles 
fermés disjoints non vides. Par suite, dans la topologie de la convergence uni- 
forme sur tout sous-ensemble compact de D, la famille J est elle-même fermée 
et connexe. 


AB. Considérons, dans la famille J, la sous-famille Y(3,) qui laisse fixe un 


—). SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS 
(*) En laissant de côté le cas où f(3)== x, x point-frontière de D à image multiple dans la repré- 

sentation conforme. 
(2) H. Cartan, Math. Z., t. 35, 1932, p. 760. ; 
(*) A part les cas d’exception F(Z) =, 8 ou X, point de la circonférence | Z| = 

un bout premier de la frontiére de D. RE fa 3 


ti isa bee 
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point donné s, de D : /(s,) =z, pour fe Y(3,). On sait (*)que, pour fe Y(z,), 

| /"(4o)| une borne supérieure précise inférieure à r, soit Q(z,, D), que l’on 

peut appeler constante de point fixe (Starrheitskonstante) relative à D et au 

point z,; le deuxième Mémoire cité (*) utilise la représentation de D sur|Zf< 1, 

choisie de manière que 3, ait pour image l’origine, et donne la borne supérieure 
+ © 

(2) Q(z, D) =] [1S"0r. 


= 


Reprenons le calcul en choisissant pour image de z, un point quelconque Z, ; 
on fixe la fonction F(Z) associée à une f(z) de la classe J(s,) en posant 
ae NE VA 

F(Z,)=Z,; d’après (1), la fonction TAF) 
tution S, donc, avec les notations du Chapitre I, 


est invariante par la substi- 


F(Z) —%Z 


Nb Dy AZ), ù He%l[o(Z)l. 
TZ F(Z) ( ) H(2Z) où MHeEae| e(Zo)| 


D’autre part 


~ use ik Zn Bae DUAL) 
J’ (40) =F Sg Ea Er Ate = H(Zy) (1— | Zo | RTE AU 
donc 
TL) S27, A 
| Set oe, DD) == ——+—_— | A[9(Z,), 9(Zo)]. 
EGS UI im ra AIS 
nZ~0 


Le théorème du n° 9 (Chap. 1) permet d’énoncer : 


Tuéorème. — La constante de point fixe est donnée par la formule 


n—=+ 0 
vy | S"Z,—Z 
(3) logQ(zo, D) =log | | Risers 
; o3 a0 0 


R=— oe 


nZ~0 


— G(Z0, 2 Vp 


où 3° est l’image dans D de l’un des points Z, définis par 


Zi — a 
Z,— 8 


1 
nm + 5 


[Gp (02 
==) x 
Lo — B |: 


p(Z5)=—9(Z) (modar), 


ce qui, lorsque D est la couronne circulaire Ry < | 3 |< Ru, 8 exprime simplement par 


(4) eee 


Fra 4 Bo 


(*) Canaragovory, Math. Z., t. 34, 1932, p. 758, et Aumann-Caratunvopory, Math. Ann., t. 109, 
1934, p. 756. 
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De plus, les fonctions extrémales f(s), pour lesquelles 
LP (40) | = (40 D), 

sont données par la formule 


FIZ) — 2, 


— _ = i B Zo, Z B Last) 
LPS (Zo, Z) B(Zÿ, Z), 


(5) 
donc à chaque nombre eï* de module 1 correspond une extrémale f et une seule 


telle que 
F (40) = ei Q(z, D). 


On remarque que le produit infini qui figure au deuxième membre de (3) 
n’est autre que celui de la formule (2) (obtenue en posant Z,—0). 


14. Principales propriétés des extrémales f. — Pour les étudier, on peut, ce 
qui simplifie l’exposé, se borner au cas où D est la couronne circulaire 
R,<|3|<CR, : si en effet il existe, entre D et un autre domaine doublement 
connexe D’, une correspondance conforme biunivoque dans laquelle s, a pour 
image z°, les extrémales relatives à D et au point z, sont transmuées par cette 
correspondance en celles relatives à D’ et au point z,, et réciproquement. | 

Cela étant, pour que /(z) prenne une valeur 3, de D dont Z, est une image 
dans le cercle |Z| <1, il faut et il suffit que 


Ê [D (2)] — Zo 


6 s)= — 
AY) | fl 1— ZF | D1(:)] 
’ S"Z,— Zo , x : 
prenne l’une des valeurs eae d’après (5), la fonction 
1— £5" Li 
the g(s) = e0B[Za, &(2)]B[Zj, D (2)] 


est holomorphe et de module inférieur à 1 sur D; elle est même holomorphe 
sur D, car Z= ®-‘(3) est prolongeable analytiquement à travers toute portion 
des cercles C, et C, et chaque produit de Blaschke à travers toute portion du 
cercle |Z|—=1 qui ne contient aucun point d’accumulation de ses zéros (donc 
ne contient ni « ni 8). Sur C, ou Cy, | g(s)|—=1, donc g(z) prend autant de 
fois dans D chaque valeur de module inférieur à 1 : ce nombre fixe est 2 
puisque, d’après (7), g(s) =o pour s==s, et 3 — 35. Ainsi, quel que soit D : 


Propriété 1. — Chaque point 3, de D a, dans la transformation 3! = f(z), une 
infinité d’antécédents : à chaque valeur de l’entier n (de — x à + æ) peuvent 
être associés deux de ces antécédents, soient an(31), @,(3,), tels que 


SZ, — Zp 


(8) ’ &lan(%1)] = 8] a, (%1)] = TY. S°Z 
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En particulier 


Go( 50) = 40; BG) = 3; 


quelle que soit ’extrémale / considérée; mais les autres antécédents dépendent 


de l’angle w (ou) qui définit /. 


15. Quand le point 3 décrit C, ou C, en laissant D à sa gauche, le point g(z) 
décrit la circonférence du cercle-unité en laissant ce cercle à sa gauche, donc 
arg g(3) croit, d’un multiple de 27 sur chacune des circonférences C, et C,: 
comme g(z) a deux zéros dans D, la variation totale de arg g(z) est 4x, donc 
elle est de 27 sur C,) et de 27 sur C,); ainsi g(z) prend chaque valeur de 
module 1 une fois sur C, et une fois sur C,. Or | 


. Ses Lo B Re Ly . Sie Lo qe Lo 
lim SSS ee es à lim PRE ee SS Ps 
ne Lig oe Li 1— ZB A—=— © 1 — Z,S"Z, 1— Z,a 


soient done a, b les points de C,, a’, b' les points de C, définis par 


CNE YA, B—% 
(a) = g(a’) = ——— Oa ON. Biota 
(9) | g(a) = g(a) AR ES &(6) = 8(H') 7,6 
On a alors, en plaçant convenablement les lettres a,, a’, : 
* lim: @,(4,)== 0, lim @,(4:)=0’'; 
A=+ : n=+o 
— lind G22) == 2, lim Gales a= » 


D’après la formule (7), et en utilisant le raisonnement du n° 2 (Chap. I), la 
fonction multiforme arg g(z) est telle que arg g(z)+71G(zo, 3) +1G(z;, z) 
soit analytique; l’accroissement de arg g(z), quand = décrit un arc de C, ou C, 
en laissant D à sa gauche, est donc le produit par 27 de la somme des mesures 
harmoniques de cet arc par rapport à D aux points 3, et.z,. Pour mettre en 
place les points a, b, a’, b', il suffit de connaitre la différence des arguments de 


40 ot 87, autrement dit les mesures harmoniques au point O, par 


ne au pose |Z| <1, des ares de la circonférence | Z| —1 limités par ces 
| deux points; comme — a , 7. O sont images de «, 8, Z, par la transfor- 
1—Za 1—Z,6 
mation Z — ae qui conserve le cercle, ces mesures harmoniques sontaussi 
celles de I’, a r, au point Z, par rapport au cercle, ou de C, et C, au point 3, 
par rapport à D. | MO CE | 


Le même raisonnement permet de préciser comment varient les points a, b, 
a’, b' avec l’extrémale  : si l’on considère deux valeurs w,, w, de l’angle w qui 
définit /, on a, d'après (7), 

: , &2(5) == ess) ga), 
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donc les conditions (9) pour 8% : 


Cie Zo 1 . B Rp Zo 

cg mer 4) . = — Vo b 2 pe b' SE — 

&2 (2) = ga) peeping &2(b2) = 8 (42) TE 
peuvent être remplacées par | 

! i ten Z TN —O)s 6 Ka Zy 
g(a) = iCal) = Bila) =e TEE 
Ainsi : 
16. Propriété 2. — Si C, et C, sont des courbes de Jordan, les antécédents 


d’un point z, de D dans la transformation s'= f(s) se répartissent en quatre 
suites convergeant respectivement vers deux points a, b de C, et deux points a’, 


b’ de C, tels que les mesures harmoniques u(s, ab), u(z, a’b’), parrapportaD, 
des arcs de C, et C, qu'ils limitent, vérifient 


uso, ab) oe u(s%, ab) alt (Sp, Cy) Ou (Ce) 
suivant que l’on considère l’un ou l’autre ab y 


u( Zo, ab’) + u(z+, ab) = Use, Caron (eg, Gey 


= 
suivant que l’on considère l’un ou l’autre a'b' (1). 


(11) 


Lorsque l’angle w qui définit / croit de Aw, chacun de ces points décrit, dans le 


sens négatif par rapport à D, un are de C, ou C, dont la somme des mesures 
5 . de * Aw | 
harmoniques par rapport à D aux points 3, et 3, est ait 
Remarque. — Si l’on passe, par représentation conforme, d’un domaine D 
limité par deux courbes de Jordan à un domaine D’ quelconque, il peut arriver 
que l’un des points a, b, a’, b' relatifs à D ait pour image un bout premier de D’, 
auquel cas la suite correspondante d’antécédents dans D’ peut ne pas converger. 
On peut néanmoins, si le bout premier présente un point accessible, affirmer 


À : S"Z, — Z — Z 
qu’elle converge vers ce point : en effet, les points == tendent vers =“ 
‘fs 1—Z,S"Z, 1— Zoa 
ou P—”" on restant sur un même arc de cercle joi d ints ; d 
ns cle joignant ces deux points; donc, 
I— Lo 


lorsque D est une couronne circulaire, la suite d’antécédents qui converge 


vers a (par exemple) reste sur un are qui admet au point a une tangente 
distincte de la tangente à C;. 


SC 
(1) Ces conditions sont compatibles en vertu de 9(Z}) =— 9(Zo) (mod2x), d’où 


u(z9, Cy) = u(Zo, CG), u(z5, Cs) r= u(Zo, C;). 


Et 
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Le, On peut écrire, d’après (6), 


VE Jesaifees[ ae 
I+ Z, g(2) 


Si C, et C, sont des courbes simples analytiques, ®(Z) est prolongeable analy- 
tiquement à travers toute portion du cercle |Z|—1 qui ne contient ni « ni B, 


done /(z) est sp ui à travers toute portion de C, ou C, qui ne contient 
aucun des points a, a’, b, b! définis par (9); ces points sont au contraire : 
singuliers pour /(z) d’après la propriété 2. Lorsque =z décrit, dans le sens 
positif par rapport à D, l’un des arcs ab de C, ou l'un des arcs a'b! de Cs, 
f(s) décrit C,) ou C,) selon que u(z, CG) ou u(Zo, C.) figure au deuxième 
membre de (11), et cela une infinité de fois : c’est encore une conséquence 
de (12). Il en résulte que les antécédents d’ordre 2 d’un point z, ont une infinité 
dénombrable de points d’accumulation sur chacun des arcs ab, ab. On 
reconnaît aisément la nature des points singuliers a, a’, b, b' à l’aide du prin- 
cipe de symétrie lorsque C,, C, sont des cercles. 


De façon plus précise, lorsque z décrit un arc y de C, ou Ca, le point - ET Te a 4 
of 


Z|=1 dont la mesure nat au 
ue Z, est u(Zo, y) u(z*, y), donc les valeurs prises par /(z) couvrent un 
arc y’ (qui peut étre décrit plusieurs fois) tel que 


(13) U( Bo, V) = U(%o, 1) + (36, Y) 


décrit un arc de la circonférence 


l'égalité ayant lieu si et seulement si y est l’un des arcs ab, a'b! Persan: 
cette inégalité renforce celle de Lowner. 

Il en résulte par exemple que les antécédents d’ordre quelconque de 3, sont 
partout denses sur C, et C, : on suppose qu’il n’en soit pas ainsi et applique (13) 
aux arcs y (ouverts) qui forment le complémentaire de l’ensemble d’accumu- 
lation des antécédents, d’où résulte que les u(z,, y) ne sont pas bornés. 


i8. Une conséquence du calcul fait au n° 13 est que le lieu des valeurs 
de f’(s,) pour les fe J(z,) est le cercle | f’(2,)|ZQ(35, D); pour généraliser 
cette propriété, on peut considérer le probleme suivant : 


Étant donné dans D les points z,, 2., 3,, lieu des images Si) (25). dU 
point %, 2 par les transformations haf CZ 3) de la classe J qui changent z, en z, 


On se donne les images Li, L,, 2, de 21, 3, 7, et fixe la fonction F(Z) associée 
à une f(z) répondant à la question en posant F(Z, ) =Z,; on a alors 
F(Z) 2, 


— B(Z,, Z)H(Z),, où HexX|o(Z)], 
1— Z, F(Z) ee: 


y Oe Tp oe Là Na: ae À 4 LA QE LL PE Te 
4 = ñ - ; EL a, 
Vs ™ Ky 7 , n tré 1 
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de sorte que le lieu des valeurs de F(Z,) est défini par 


KZ 22, 


EE ao) B(Z,, L:) | | B(Zs, Z,) |; 
1— Zi, F(Z:) 


Z, étant déterminé par les mêmes conditions que dans l'équation (22) du 
Chapitre I; compte tenu de cette équation, la condition trouvée pour F(Z) : 


s'écrit 
TZ Salt 4 
TU een), 
(14) LEE = 3 1) ) 


C(31, 32) étant la distance de Caratheodory de =, et 3, (‘). Le lieu cherché 
de z, est celui des points de D dont une image au moins dans le cercle |Z|<1 
vérifie (14), c’est-à-dire est à une distance non euclidienne de Z’, au plus égale 

. MEE Ope 2m ; 
ER Il peut d’ailleurs arriver qu’un point z, ait plusieurs images dans ce cas : 
cela veut dire, non seulement qu’il existe des transformations z'= /(z) de la 
classe J qui changent z, et z, en z, et z,, mais que les arcs 3, images par ces 
transformations d’un même arc z, 3, tracé dans D (choisi une fois pour toutes) 
Re: ne sont pas réductibles les uns aux autres par déformation continue dans D. 
Pour qu’il existe de tels couples z', =, il faut et il suffit qu'il existe deux 
ii points Z, SZ du cercle |Z|< 1 dont la distance non euclidienne soit au plus 
Bee égale à 2C(z,, z,); comme le minimum de la distance non euclidienne des 


points Z et SZ est ~loga, la condition imposée à z, et 3, est 


A L . 2 

; (15) Cu 42) 7 logk= —5 
3 alog 
pbs 


was : pour une couronne circulaire. 
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a _ 19. Soit maintenant D un domaine borné, univalent, dont la frontière se 

a compose de p continus non ponctuels disjoints C, (qui sera dans la suite celui 

Re qui sépare D de linfini), C,, ..., C,; il est mis en correspondance conforme - 

4 st avec le disque |Z| <1 au moyen de la fonction s = ®(Z), invariante par toutes 
for! les substitutions (dont aucune n’est elliptique) S d’un groupe G proprement 

é + discontinu sur |Z|<{1 et sur les arcs de |Z|—1 images de C,...,C,. 

r * 2 - - - - 

‘ (*) D’après les formules (6) et (22) du Chapitre I, cette condition implique G(z,, 2) > G(z1, 22) 

À (principe de Lindelôf). | : 

A 

ane | 
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Dans de cas p — 2, lorsque le point z décrit dans D un chemin fermé le long 
duquel arg(z—a) croît de 27 (a étant un point de C,), tous les points 
Z—®~‘(z) subissent la même substitution S. Dans le cas P=>3, marquons 
sur G,,..., C, les points a,,..., a, et dans le domaine D les chemins simples 
fermés s,, ..., sy tels que, quand 3 décrit s;(2 <k <p), 


(1). Aarg(z — ax) = a7, A arg(z — a;)=0 pour 2<j<p (JSK): 


alors, quand = décrit s;, les points Z — ®~'(z) subissent diverses substitutions 
hyperboliques, transmuées les unes des autres par toutes les substitutions de G, 
parmi lesquelles nous en choisirons une, soit S4. 


20. Nous considérons maintenant le produit de Blaschke 


r ABS AT 
(2) Bt) À az i Sa 
SEG : 


qui, comme au n° 2 (Chap. I), est lié à la fonction de Green de D par 


(3) Gi Zo, 2) = — log | B(Z, Z)|, 


avec 

s= (2), 30— D(Z), 
et vérifie les identités (2-<k<p) | 
(4) B(Zo, SxZ) = eK) B(Z,, Z), : 


où — PEL) est la mesure harmonique de C; au point z,. #[0., ..., 6,] sera la 

classe des fonctions H(Z) holomorphes pour |Z|<1 qui vérifient |H(Z)|2Z1 

et (2—<k—p) | | 
H(S,Z) =e H(Z); 


cette définition est indépendante du choix des S, : en effet S; ne peut être 

remplacée que par une S,=T~'S,T ot TEG; mais S,,..., S, engendrent le 

groupe G, donc T—Sf: ... S% (qa, ..., gq, entiers positifs ou négatifs, 

tdi ne Side 

Spe OF Do DO nee.) 

et les identités — | 
H(S,Z) = e— H(Z) entraînent H(S,Z) =e-% H(Z). 


| 21. La question se pose ensuite (cf. n°3, Chap. I) de savoir si te AN | H(2) | 


pour un point Z donné ne dépend que de 9,(<), ..., p(3)3 pour le montrer, 
nous établirons le théorème suivant : 
Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 2. 19 


ft. 


Rh 
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Tutorime. — Étant donné deux points 3,, 3, de D, pour que chacun des 
continus-frontières C,, ..., C, ait même mesure harmonique en 3, et 3, il faut et 


il suffit que 3, et 3, soient homologues dans une trans formation biunivoque anti- 
conforme et symétrique) de D en lui-méme qui conserve dans son ensemble 


chacun des continus C,, ..., OC. 


La condition est évidemment suffisante; montrons qu’elle est nécessaire en 
supposant que C,, ..., C, soient des courbes simples analytiques (d’où l’on 
passe ensuite au cas général par une représentation conforme biunivoque 
convenable) : d'après l'hypothèse et les identités (4), la fonction 


=) = Bl Zo. D'(5)] 
2) oO) BIZ), O(2)] 


est uniforme sur D; elle est d’autre part méromorphe sur D, et méme sur D, de 
module r sur la frontière de D, présente dans D un zéro unique 5, et un pole 
unique 3, ; elle prend donc une fois et une seule dans D toute valeur de module 


différent de 1 (théorème de Rouché appliqué à g ou =) et par suite au plus une 
fois dans D toute valeur de module 1. : 

Dans ces conditions, la formule g(3') = == définit une transformation 
biunivoque, anticonforme, symétrique de D MURS soit a un point de C,, 
choisi en dehors des points, en nombre fini, où g’(3)— 0 : quand le point z 


- franchit a en cheminant sur C,), arg g(z) varie dans un certain sens o; d’autre 


part, d’après un raisonnement déjà utilisé, la variation de argg(z) quand 
z décrit C,) est la différence des mesures harmoniques de C, en z, et z, (multi- 
pliée par 27), donc nulle par hypothèse; il existe donc un point b de C, tel que, 
quand z franchit b en cheminant sur C,), arg g(z) franchisse la valeur arg g(a) 
dans le sens —o, autrement dit g(a)—g(b) et la valeur commune 
arg g(a) = arg g(b) est franchie dans les sens opposés cet — o quand z franchit 
a et b en parcourant C,). Au voisinage de a dans D, g(z) prend toutes les valeurs 


voisines de g(a) de module inférieur à 1 si o est positif, supérieur à 1 sic est 


négatif; de même, en permutant les conclusions, au voisinage de b dans D; 
dans tous les cas, en réunissant des voisinages convenables de a et b dans D, on 
obtient un ensemble où g(3) prend toutes les valeurs voisines de g(a); comme 
elle ne peut les prendre ailleurs à nouveau, on a montré que b est homologue 
de a dans la transformation considérée. 


22. Remarques. — 1° Pour p 4, une telle transformation n'existe que pour 
des domaines D particuliers. Au contraire, pour p = 3, il en existe toujours 


a ———————————— 


(*) C'est-à-dire une transformation z’= ÿ(z) telle que Ÿ(+) soit holomorphe et Y[Y(z)] = 2. 
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une et une seule, qui laisse invariant chaque point de trois arcs analytiques 
simples z,j 75, ts joignant respectivement C, à C;, C, à C,, CraCi 
o(z | à ; ; 

2 SEOUr-p ==, a mesure harmonique de C, en 34, prenait toutes les 
I : ia 5 x (50) 
valeurs comprises entre o et 1. Ici au contraire, le système des — ee 
mesures harmoniques des C; en 3,, n’est pas susceptible de prendre tout 
système de p—r valeurs comprises entre o et 1 : c’est évident pour PXS4 
puisque 3, ne dépend que de deux paramètres réels et, pour p = 3, l’ensemble 
des points du plan dont les coordonnées sont les mesures harmoniques de C, 
et C; en un point z de D est une aire intérieure au triangle ayant pour sommets 


Fig. 1. 


les points (0, 0), (0, 1), (1, 0), limitée par trois arcs qui joignent ces points 
deux à deux et correspondent à des points z respectivement situés sur 7,, 


ee is (fg. 1): 


23. Soient alors Z,, Z, deux points du cercle 
dans D vérifient ! 


! 


Z|< 1 dont les images z,, z, 


pe(zo) = 9e(50) pour 2LkLp; 
la correspondance s'=(z), biunivoque, anticonforme, symétrique dans D a 
pour image dans le cercle une correspondance 
| UW (L) =O | [ ®(2)]}, 
ist de telle sorte que Z, = Y(Z,), qui est aussi biunivoque etanticonforme. : 


Soient «, 6; les points doubles de S,; lorsque le point Z subit, sur l’arc 6; qui 
est l’une des images de C;, la substitution S,, d’après les propriétés de (sz), le 
point W(Z) subit, sur l’un des autres arcs images de C4, c’est-à-dire sur un arc 
déduit de ar Bs par une subâtitution T,€ G, la substitution transmuée de S;° 
par T4: 

P W(S,Z) = T,Sz' Tr! WZ). 


a 


DAME"? dure” 


CN are a 


xs 
~~ 
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Are 


eae 
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Par suite la fonction H’(Z) =H[ W(Z)] appartient à 3€[0,, ..., 0,] en même 
temps que H(Z), l’ensemble des valeurs que prennent les fonctions de 
3€[0:, ..., 0,] au point Z, coincide avec celui des valeurs qu’elles prennent au 
point Z, = W(Zo): 

Cela permet de poser 


(6) ; | sup |H(Z)|—= A0, vas 9 Ops (a Ne mate 
HE 4 [0, ...5 0,] 


On établit comme au n° 3 (Chap. I) la propriété de symétrie 
(7) A (055 20059053 065. 2,0) ACO; . 5 BEG Oey Sieg Op) 


, : i) al 
mais elle n’a de sens que si les — d’une part, les — = d'autre part, 


sont (mod 1) les mesures harmoniques des C, en un même point de D. 

La semi-continuité supérieure de la fonction A s’établit comme au n° 4; la 
semi-continuité inférieure résulte de l’existence d’une fonction de la classe 
3€[0:,...,0,] dont le module tend vers 1 uniformément quand 6, + 0, ..., 
0,0; pour s’en assurer, on peut se borner au cas où C,, ..., C, sont des 


courbes simples de Jordan, marquer les points a,, ..., a, respectivement 
intérieurs à C,, ..., C, et considérer l’une des déterminations de 
Es Jeti 
[D(Z)— a] °**...[{®(Z)—a,] ** 
À _& Er 
sup|z—@,| **...|2—@| ** 
z€D - hs 


qui répond & la question. 
24. Soit & la classe des fonctions f(z) holomorphes (uniformes) sur D et 
telles que ne 
lim |f(z)| 21, lim |f(s)|Ze™ (2Z4kZp) 
3=%4 EC,’ z=xtE€Cx 
et soit à chercher sup| /(z)| pour un point z donné de D; pour cela on forme 
fer 4 


d’abord la fonction harmonique u(z), solution du problème de Dirichlet pour 
les valeurs aux limites o, M,, ..., M,, qui se déduit des mesures harmoniques _ 
dé: Cys | | 


p 
u(s) PA M;u(s, Cx), : 


LE 4 


puis la fonction harmonique ¢(z) telle que u + x soit analytique, qui s’accroit 


de 0, quand z décrit le chemin s, défini au n° 19; les 0, sont des formes linéaires 
par rapport aux M,, dont les coefficients ont un déterminant non nul (‘), donc 
peuvent prendre tout systéme de p —1 valeurs données; ainsi 

(8) F(Z) = f[@(Z)} = eu+PGnH(Z), He se[ Os, ...j 85], 


(1) G. Jutta, Leçons sur la représentation conforme des aires multiplement connexes. 
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ce qui raméne la recherche des extrémales H de la classe JC. 2,10, Jeau 
point Z, à celle des extrémales f de la classe # au point s,. Or ces dernières (4) 
jouissent des deux propriétés suivantes : elles ont au plus p — 1 zéros dans D et 
lim FACIE oO lim | f(zy|='e™, 
‘s=aE Z=xr,€ Cp 
cette dernière propriété entrainant l’unicité de l’extrémale à un facteur de 
module 1 près, puisque la classe # est convexe, c'est-à-dire, avec /(z) Et a), 
contient ¢/,(s)+(1—1t)/.(s) pour o<t—1; autre conséquence de la 
deuxième propriété des extrémales : si une extrémale f(s) ne s’annule pas 
dans D,ona 


Jog|f(3)|=u(s), done 0,=0 (mod27) pour 2<k=p. 


25. Par suite, si les 0, ne sont pas tous multiples de 27, l’extrémale de la 
classe 3€[0,, ..., 0, ] au point Z,, définie à un facteur de module 1 près, est de 
la forme CASE ; 
H(Z) =B(Z, Z)... B(Z,, Z)K(Z), 
ou 
1ZqZp—1 et KES 02+ pass) +... + $2(3), --+]3 


en outre K(Z) doit être une extrémale non nulle de cette dernière classe, done 
les extrémales de 3€[0,, ..., 0, ] sont données par 
H(Z) =e B(Z, Z) ... B(Z,, Z) (1I<qZp—1), 


(9) On( 51) +... + 92(27) =— 9% (moda7) POUT 22 22h = D. 


Un problème connexe consiste a chercher sup| /(s)| pour les f(z) holo- 
morphes et de module inférieur 41 sur D et qui s’annulent en un point 
donné z, de D : en posant 


F(Z) = f[®(Z)] = B(2 Z) H(Z), 


on doit prendre pour H(Z) une extrémale de Bel (80) - ts pl So)|- En 


L ni th 


supposant que C4, ..., C soient des courbes simples analytiques, la 
fonction f(z) correspondante est holomorphe sur D et arg f(z) croit quand 
3 décrit C7, Cs), ..., Cp), done sa variation totale est au moins 2pz, et f(z) 
s’annule au moins p—1 fois en dehors de z,. Ainsi, pour les extrémales de la 
classe J€[ p2(40), +--+» Pp(Zo)| On a certainement 7 = p —1 dans les formules (9). 

On peut relier, d’une manière analogue, le problème étudié ici et ceux qui 
font l’objet des Mémoires de MM. Ahlfors, Garabedian et Nehari, cités dans 
’Introduction; le Mémoire cité en dernier traite un problème que l’on peut 
aborder comme dans la quatrième application au n° 10. 


(1) H, Grunsky, Jahresbericht der D. M. V., t. 52, 1942, p. 118. Dans ce Mémoire, (i, ..., Cp 
sont des courbes de Jordan, ce que nous pouvons supposer ICI. 


- 
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96. Soit maintenant J la famille définie comme au n° 11 (Chap. Il); elle est 
fermée dans la topologie de la convergence uniforme sur tout sous-ensemble 
compact de D, car la limite d’une suite de fonctions de J ne peut mettre D en 
correspondance biunivoque avec lui-même (*). 

Si l’on associe à une fE À l’une des fonctions F(Z) = =" { f[®(Z)]}, de ce 
que f(z) est uniforme résulte que, si SEG, F(SZ) se déduit de FA) par une 
substitution de G indépendante de Z, soit U(S) : 


(10) F(SZ) = U(S) F(Z). 
L'opérateur U(S), qui vérifie 
U(S,S.) = U(S,) U(S:), 


est un endomorphisme de G associé a la fonction F(Z), et non pas a f(z) car, 
si c’est f(s) qui est donnée, on peut remplacer F(Z) par TF(Z) où TEG, et 
U(S) est alors remplacé par TU(S)T. Cependant, si f(s) =const., quel que 
soit le choix de la constante F(Z), ona U(S)=E, élément-unité de G. 


27. Si f(z) est limite (uniforme sur tout sous-ensemble compact de D) 
d’une suite /,(3) de fonctions de J, si à f(s) sont associés F(Z) et l’endomor- 
phisme U(S), et de même F,,(Z) et U,(S) à /,(z3), il existe un entier N tel que, 
pour n >N, U(S) et’U,(S) soient transmués l’un de l’autre : on peut en effet, 
F(Z) étant choisie à l'avance, choisir ensuite les F,(Z) de manière que » 

F(Z)=limF,(Z) (uniformément sur tout compact); Ÿ 
alors br Fa n 
U(S) F(Z) =lim U,(S) F, (2), 


ce qui entraine 
U,(Sy= U(S) pour n>N(S), 


puisque G est proprement discontinu au point F(Z) et que ce point n’est point 
double d’aucune substitution de G; comme d’autre part G a un nombre fini de 
substitutions génératrices, on a bien 


U,(S) = U(S) pour n>N. 


Si donc on met dans une méme classe toutes les fonctions de J auxquelles 
correspondent des endomorphismes U(S) non pas identiques les uns aux 
autres (cela n’aurait pas de sens), mais transmués les uns des autres, chacune 
de ces classes est a la fois fermée et ouverte dans J (toujours dans la méme 
topologie); ainsi, dès qu’il y a au moins deux classes, la famille J n’est plus 
connexe, contrairement à ce qui a lieu pour p= 2 (n° 12, Chap. Il). 


Te mm 
(1) H. Cartan, Math. Z., t. 35, 1932, p. 760, et M. Hemns, Duke Math. 7 t. 8, 1941, p. 312. 
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Un exemple simple montre que, dès que p 3, il peut y avoir deux classes : 
tout d’ abord la classe J, a laquelle respond U(S)=E existe toujours, 


puisqu ’elle contient au moins les constantes appartenant à D; soit alors le 
domaine 


(D) T= st, 


AA I 
PÈRE 


pour pe p—=S:suGretC;weont on les circonférences |3|—1 


et —3|=3 » la fonction f(s = peut être associée à l’endomor- 


ue U(S) défini par 
DÉS AUS EE: 

D'autre part, la famille J étant normale et fermée, le nombre des classes est 
fini. Voxci une conséquence de ce fait : si F,(Z) est la ni itérée d’une 
fonction F(Z) associée à une f(z) de la famille J, on a (1), pour n>n, 
(n, a priort dépendant de F) : 

(11) . F,(SZ) = F;(2) quelle que soit Seg. 


Or il résulte de (10) que F,,(SZ) = U,(S)F,(2), l'opérateur U,(S) étant le ni 


itéré de’ l'opérateur U(S); l'identité (11) se traduit donc par U,(S)=E 
D’autre:part, si U'(S) est transmué de U(S), U,(S) est aussi transmué de U,(S) 
(par une autre transformation de G). L'identité (11) a donc lieu pour n supé- 
rieur à un entier ne dépendant que de la classe considérée, et par suite pour 
n supérieur à un nombre fixe ne dépendant que de D. 

De ce que, pour x convenable, U,(S)= E, résulte que U(S) = E pour des 
S du groupe G autres que E; ainsi, une fonction F(Z) holomorphe et de module 
—1 pour [Z|< 1 et qui cae ao définit (cf. n° 12) une fonction f(z) et 
une seule de J. 


28. L'étude faite au Chapitre II ne s’applique pas à la famille J, mais seule- 
ment à la classe J, définie par U(S)=E [quelle que soit la fonction F(Z) 
associée à une f(s) de la classe J,| : ainsi le raisonnement du n° 12 montre 


. que J, est connexe, ainsi que la sous-classe J,(z,) qui laisse fixe un point 


donné z, de D; le calcul du n° 13 s’applique seulement à 


Qo(40, D)= sup |,f"(40) | 


JE Fo (Zo) 


avec l’aide des résultats énoncés au n° 25. Ainsi : 


Taéorème. — La constante de point fixe relative aux fonctions de la classe Jy, 
c'est-à-dire aux seules transformations intérieures de D dans lesquelles l’image de 


(4) M. Huns, Amer. J. Math., t. 63, 1941, p. 461. 


ma ye 
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toute courbe fermée tracée dans D est réductible à séro dans D, est donnée par la 


formule : 
SZ, — Z 
(12) log 229 ( 30, D)=log [| 7 7) — G(30, 21) —--+-— G( 50, Zp), 
É seg re) 0 à 
SZE 


où les points 3,,..., 3), de D ne dépendent que de 3,, et cela de façon continue (*), 
et sont tels que | 


(13) Qk(5o) + Px(Z1) +... + px(sps) =O (mod2T) pour 2Zk=—p. 
Les fonctions extrémales f (3) (toujours de la classe J.) sont données par 


EK ZT 


A ies pT TE BT ee he ae 
1—Z, Ê(Z) ( 0 ) ( 1 ) 'p—1) ? 


(14) 


. donc à chaque nombre e‘’ de module 1 correspond une f et une seule telle que 


P (0) = eŸ 25 (30, D). 


L'étude de ces extrémales se fait comme aux n° 14 à 17 (Chap. II), mais avec 
des résultats plus compliqués : par exemple, en ce qui concerne la propriété 2 
(n° 16), en supposant que C,, ..., C, soient des courbes simples de Jordan, 
l’ensemble d’accumulation des antécédents d’un point z de D se compose 
de p ensembles parfaits totalement discontinus portés respectivement par 


Ci,..., Cp : cela tient à ce que l'ensemble d'aceumulation des re pour Z 
à 


I — 
donné, S variable dans G, est lui-même un ensemble parfait totalement 
discontinu porté par la circonférence |Z|—r. 


29. Considérons maintenant une classe J, autre que J, et l’un des endo- 
morphismes U(S) correspondants; l’ensemble des valeurs de U(S) quand 
S décrit G est un sous-groupe U de G [un vrai sous-groupe puisque U(S) a 
des itérés réduits à la transformation identique (n° 27)]. A une classe donnée J, 
sont associés, non pas un seul sous-groupe ‘tL, mais tous les sous-groupes 
conjugués T'UT ot TEG. Si l’un de ces sous-groupes est cyclique, il en est 
de même de tous les autres : ce fait est donc une propriété de la classe J,. 

Supposons d’abord que les sous-groupes associés à la classe J, soient 
cycliques; choisissons une fois pour toutes l’un des endomorphismes U(S) 
associés à J,, et représentons chaque f(s) de J, par une F(Z) vérifiant — 
l'identité (10) avec cet endomorphisme U(S); par hypothèse les valeurs prises 
par U(S) sont de la forme 4°), où E est une certaine substitution de G. Il est 
alors commode de supposer faite sur Z une substitution homographique qui | 
om oo en mue 


(1) Cotte continuité résulte de la continuité de la fonction A (n° 23) et de Punicité, à un facteur 
de module 1 près, des extrémales de OCT 02, ..., Op). à “ 
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change le-disque |Z| <1 en le demi-plan JZ>o et transmue ¥ en l’homo- 
thétie (o, A); l'identité (10) prend alors la forme 


(15) F(SZ) = MS F(Z). 


Si F,(Z) et F,(Z) sont deux fonctions holomorphes pour JZ > 0 et vérifiant 
IF, (Z) > 0, JF,(Z) > o et l'identité (15), il en est de méme det, F, (Z)-+ t, F,(Z) 
si t; > 0, t, >0; le raisonnement du n° 12 s’applique encore et montre que la 
classe J, est connexe. En outre, le point Z, étant donné, le lieu du point F(Z,), 


pour toutes les F(Z) holomorphes sur JZ> 0 vérifiant SF(Z) > o et l’iden- 


tité (15), comprend, avec deux points A et B, tous les points de l’angle AOB: 
d’autre part, ce lieu ne peut avoir, sur l’axe réel, d’autre point d’accumulation 
que zéro et l'infini, sinon il existerait une constante finie et non nulle vérifiant 
(15), ce qui est impossible; le lieu du point F(Z,) est donc un angle fermé 
(côtés compris) de sommet O, entièrement situé (sauf son sommet} dans le 
demi-plan JZ > 0. 


30. Revenant au domaine D, cela veut dire que, le point z, étant donné 
.dans D, le lieu du point f(z3,) pour fe S, est un ensemble fermé connexe K, 
contenu dans D, et qu’en outre il existe un chemin fermé 6 tracé dans K,, non 
réductible à zéro dans D, et une fonction f,(z) de la classe Y,, dépendant 
continûment (*) du paramètre réel z, tels que le point /,(3,) décrive indéfi- 
niment dans le même sens le chemin c lorsque ¢ croît. 

Cette dernière propriété distingue une classe J, associée à des sous-groupes WU 
cycliques d’une classe J, associée à des sous-groupes non cycliques; pour le 
voir, il suffit de montrer que si U(S) est l’un des endomorphismes associés 
à Jz, le lieu du point F(Z,), pour Z, donné et pour toutes les fonctions F(Z) 
holomorphes et de module inférieur à 1 sur |Z|<r et vérifiant (10), est un 
ensemble fermé porté par |Z|<1 : comme G est proprement discontinu, ce 
lieu ne pourra alors contenir une infinité de points équivalents entre eux 
par G; en effet, si ce lieu a un point d’accumulation a sur la circonférence|Z|—1, 
la constante a vérifie (10), soit a= U(S)a quelle que soit SEG, c’est-à-dire 
que a est point double de toutes les substitutions de U; alors, ou bien ces 
substitutions ont en commun leur point double autre que a, et U est cyclique 
contrairement à l'hypothèse; ou bien il y a dans U deux substitutions dont a 
est le seul point double commun, et U admet une substitution infinité- 
simale (7), ce qui est absurde. 

Le lieu du, point /(3,) pour 3, donné, fE Is, est donc encore un ensemble 
fermé K, contenu dans D; comme le nombre des classes est fini, il en est de 
EN SRSA SS 5 EA ae 


(2) Toujours dans la topologie de la convergence uniforme sur tout ensemble compact de D. 
(2) Fatou, fonctions automorphes, dans AppEL et GOURSAT, Théorie des fonctions algebriques et 


de leurs intégrales, t. 2. 
Ann. Ec Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 2. | 20 


Wee eS 
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même du lieu de f(z») pour EI — Jj; ainsi 3, et 3, peaxeus étre choisis tels 
que fEJ et 50 (50) entraînent /E Jy. 


31. La Me J,(3,) qui laisse fixe le point 3, est connexe comme la 


classe Jy (n° 28); si l’on considère une classe J, autre que J, et la sous- 
classe J,(3) qui laisse fixe 2, il peut au contraire arriver que J, (<0) ne soit 
pas connexe, méme si la classe J, est associée à des sous-groupes U cycliques, 


donc elle-même connexe. En effet, le point Z, image de z, dans le cercle |Z|<c1 
une fois choisi, on peut fixer la fonction F(Z) associée à une f(z) de la sous- 
classe J,(s,) en posant F(Z,)= L, ; avec cette convention, si /, est une suite 


Fig.’ 2. 


extraite de J,(z,) et f(s) = lim /,(s), on a aussi F(Z) = lim F, (2), done (n° 27) 


U,(S)=U(S) pour n > N, si U et U, sont les endomorphismes associés à F 
et F,. Ainsi, 7,(3,) ne peut être connexe que si U(S) est le même pour toutes 
les en F(Z) associées aux f(z) de Y,(3,) avec la convention F(Z, )= 20: 
Reste à montrer sur un exemple que le contraire peut se produire. 


Pour cela, partons d’un domaine A simplement connexe et borné où l’on. 


puisse trouver deux points a, et 3, tels qu’il y ait, sur le segment qui les joint, 
un point a, n’appartenant pas à À (fig. 2); si l’on représente conformément A 
sur le cercle |s— a, | CR, de manière que a, ait pour image le point a,, 3, a 
pour image un point situé à la distance «R, de a,; comme « ne dépend pas 
de R,, on peut choisir R, de manière que le maximum de la distance de 3, à un 
point de A soit inférieur à la fois à aR, et à (1—«)R,; si l’on place ensuite le 
point a, sur le prolongement du segment 3,4, à la distance aR, de 30 A est 


a 


\ 
\ 
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intérieur à = circonférence C, de centre a,, rayon R,, a, A, et l’on a une 


fonction s’= f(s) qui représente conformément le cercle |: — a, | CR, sur A 


de manière que 
pa Je) et %0= f (2). 
Si l’on prend pour axe réel la droite a,a,a,3,, la fonction gz) = fG ) repré- 


sente conformément le cercle |: — a, | CR, sur le domaine symétrique de A 
par rapport à l’axe réel, et l’on a encore 


d3= g( a2) et So 240). 


On peut enfin choisir les nombres R,, R, au plus égaux respectivement aux 
distances de a,, a, à A et le nombre R, tel que |3—a,| >R, entraine 
| f(z) — 4/2 R;, et par suite aussi |g(s)—a;,|>R;. Si D est le domaine 


“défini par les inégalités 


Rs <R, ~ |s—a,|>R;, |z—a|>R, 


/(s) et g(s) sont deux transformations intérieures de D qui laissent fixe 34. 


Avec les notations utilisées dans ce Chapitre, on peut choisir les fonctions 


associées F(Z) et G(Z) de manière qu’elles vérifient (10) avec le même endo- 
morphisme U(S) défini par 


U(S,) = 8s, US)j)=]U(S)=SE 


mais alors F(Z,) et G(Z,) sont homologues dans S, (pour un choix convenable 
de S,, que l’on peut supposer fait); si au contraire on adopte la convention 

F(Z,)=G(Z,), on a deux fonctions F(Z) et G(Z) associées aux endomor- 
phismes distincts U(S) et S, U(S)S,". Et cependant f(z) etg(z)appartiennent 
à une même classe J, associée à un sous-groupe UW cyclique (celui des 
puissances de S,). 


i 


32. Soient z, un point de D, Z, une de ses images dans le cercle |Z| <1, 
choisie une fois pour toutes; à chaque f(z) appartenant a J, mais non à Jo, et 
pour laquelle z,=/(z,), nous associerons la fonction F(Z) définie par la 
convention Z, = F(Z,), et par suite un sous-groupe U bien déterminé. Ce qui 


précède conduit à rechercher une constante de point fixe relative, non pas à 
ensemble de ces fonctions f(z), mais seulement à celles qui correspondent à 
un U donné : soit Quis, D) cette constante. Nous poserons 


: LI 1S USE Ba(Zo Z)=]] rt À = 


| 
pi dis 


SZo| 1 — nr z° 
seu 


lorsque Z subit une substitution du groupe U, Ba(Z,, Z) est multiplié par une 
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constante de module 1; comme les U(S,) sont des substitutions génératrices 
de U, nous poserons 


(17) Bal Zo, U(Sx)Z] = eBay (Zo, Z) (22kap). 
‘ 


Pour toute SEG, F(SZ,) = U(S)Z, d'après (10) et notre convention Lom Leis 
d'autre part U(S)EU, donc Bu[Z,, F(SZ,)]= 0; la fonction Bu[Zo, F(Z)], 
holomorphe et de module inférieur à 1 pour |Z|<1, admet donc tous les. 
points SZ, comme zéros et l’on a ; 


(18) Bu[ Zo) F(Z)] = B(Zo, Z) H(Z), 
ou 
HE 3C[ 9:(20) — 92, -.., Op(20) — 0p]; 
par suite Fi 
| SH lues ey ey AU 
"(3 SS tA passes a HY) 
Fool 1 re ALTE (seach 1 17,8% 
seu SEG 
SAE SHE 


\ : , 
si l'on introduit les points z,, ..., 3, de D (0<¢q<p—1) (') qui défi- 
nissent (n° 25) les extrémales de IC[ 9,(29) — 9a, ..., ,(3,) —0,], ona 


SZ) — Zy 


(19) log Qa (0, D) <log Il AY 
4 — Lo 0 


SEgG—U 


: G(2;, 31) = sie er G(%;, 3q), 


inégalité analogue à l'égalité (12) relative à la classe Jo. Mais ce n’est qu'une 
inégalité car si, inversement, l’on se donne une fonction H(Z) quelconque 
de F[o.(39)— 4%, .-., 9,(3,) — 9, ], l'identité (18) ne définit pas en général 
une fonction F(Z) holomorphe. 

On peut appliquer le même procédé au problème traité au n°18, relativement 
cette fois aux transformations /(z) correspondant (au sens ci-dessus} à un U 
donné : au lieu de la condition nécessaire et suffisante (14) du Chapitre II, on 
obtient une condition nécessaire, qui améliore l'inégalité G(s), 3,) > G(z31, 32) 
fournie par le principe de Lindeléf. 


CHAPITRE IV. 


SUR LES TRANSFORMATIONS INTÉRIEURES D'UN DOMAINE A DEUX DIMENSIONS COMPLEXES. ~ 


33. Soit D un domaine borné, univalent, de l’espace rapporté a deux 
variables complexes x, y; les lettres telles que 3 désigneront des points de D, 
c'est-à-dire des couples (æ, y), la notation s,F(s) une transformation inté- 
2 | - 


(1) g=0 Si 9% = pk(2) (mod2r) quel que soit k; il n’y a pas alors de fonction de Green au - 
deuxième membre de (19). 


QUELQUES PROPRIÉTÉS DES TRANSFORMATIONS INTERIEURES D'UN DOMAINE BORNE. 157 


rieure de D définie par deux fonctions æ,— f(x, y), y, = x(a, y) holo- 
_morphes sur D et telles que (x, y) ED entraine (x,, y,)ED. On supposera que 
2, = F(z) n’est pas une correspondance biunivoque de D avec lui-même. 

Si F(z) et G(s) sont deux transformations intérieures de D, leur produit 
G[F(=)] a un sens et est encore une transformation intérieure de D; ce produit 
sera noté GoF(z); F,(z) désignera la n°" itérée de F(z). 

Par transformation limite de l’itération de F(z) on entendra la limite (uni- 
forme sur tout sous-ensemble compact de D) d’une suite d’itérées de F(z) dont 
les rangs croissent indéfiniment : ®(z) = limF,,(s); ce n’est pas toujours une 

moe *\. 


transformation intérieure de D : on peut seulement écrire P(D)CD. Il en est 
déjà ainsi des transformations limites o(3) de l’itération d’une transformation 
intérieure f(z) d’un domaine plan d, mais dans ce cas on a deux possibilités 
seulement : ou bien 9(z) est une transformation intérieure de d, ou bien 
o(z)= x, x étant un point-frontière de d. Ici au contraire il peut arriver que 
le point ®(z) appartienne à D pour certains z de D et à la frontière de D pour 
d’autres z de D, sauf toutefois pour les domaines les plus simples : 


1° Prenons pour D un bicylindre d, X d,, d, et d, étant deux domaines 
plans : Si, pour un 3 de D, Ps) = (2:, y.) est point-frontière ‘de D, c’est 
que par exemple x, est point-frontière de d,; alors, si p,(æ, y) et »:(x, y) 
sont les coordonnées de (=z), on a o,(x, y)=x;, donc ®(D) est porté par la 
frontière de D. | 


2° Prenons maintenant pour D une boule, soit | a@|?+-|y |? <1, et supposons 
encore que, pour un z, de D, ®(z,) soit un point-frontière de D; moyennant 
au besoin un changement de coordonnées, on peut supposer que ce point- 
frontière estæ —1,7—0; alors 


[p(æ, y) P+] pre y) Pi 
entraine 
Pi(z, ¥) =I, O2(2, Y)= 0. 


Ainsi, dans ce deuxième cas, si l’ensemble ®(D) a un point sur la frontière 
de D, il est réduit à ce point; on peut obtenir facilement (*) une extension de 
ce résultat. 

Pour simplifier l’écriture, nous appellerons « domaine D, » un domaine D tel 
que, pour toute transformation limite D(z), l’ensemble ®(D) soit tout entier 
porté, soit par D, soit par sa frontière. 

ite | 5 

| Ds) lim F,, (4) et Cede aE aah) 


a ——————————.—…—…"”…"”"’"”"”…"’—’_…"’"’"’ — …"’—_. . ’  ….….’…_._- _— 


(4) On peut considérer un domaine D limité par une hypersurface régulière vérifiant l'inégalité 
(stricte) de E. Levi (4nnali di Mat., 3° série, t. 17, 1909, p.61 et 18, 1911, p. 69). 
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sont deux transformations limites intérieures, il en est de méme de 


(1) We b(s) = @oW (2) = lim Frey (3); 


plus généralement 
(2) Wo M(z)) = Do W(s,) 


pourvu que 
@(z,)ED et W(z,)ED. 
x À | 
34. Un ensemble E de points de D sera une variété analytique dans D si tout 
point z, de D possède un voisinage V tel que ENV se compose des zeros 
communs à un nombre fini de fonctions 40, holomorphes sur V (*); dans le 
cas de deux variables qui nous occupe ici, l’ensemble EN V, ou bien est vide, 
ou bien est réduit au point 3,, ou bien se compose d’un nombre fini de compo- 
santes irréductibles au point 3,, définie chacune, soit par æ—=#x,, soit par 


té 

Y—N= stats 2) | (S étant une série entiére sans terme constant), donc 

chacune homéomorphe à un voisinage de l’origine dans le plan de la variable 
. 1 


complexe 4—y—7, dans le premier cas, t—(æ—x,) dans le deuxième; 
t sera appelé paramètre local attaché au point z, et à la composante considérée. 

Soient un domaine Q, une variété E et une transformation analytique G(z) 
définie sur Q, tels que G(Q)CE; si z, est un point de Q, en écartant le cas 
G(3)=G(2,), la relation G(s) = G(Zs) définit une variété e et l'ensemble des 
points d’un voisinage V de 3, qui n’appartiennent pas à e est connexe et edie 
dense sur V; comme les composantes irréductibles de E au point G(z,) n’ont 
que ce point en commun, l’ensemble G(V— e) est porté par l’une d'elles, donc 
aussi G(V); le paramètre local (attaché à cette composante) du point G(z) est - 
une fonction de z holomorphe et bornée sur V —e, donc holomorphe sur V; 
comme cette fonction n’est pas une constante, l’ensemble G(V) couvre, au 
voisinage du point G(3,), la composante irréductible (de E en ce point) qui le 
porte. 

Étant donné une transformation analytique G(z) définie sur Q, une 
variété E, dans Q et une autre variété E telles que G(E,)CE, on vérifie de 
même que les images par G(z) des points voisins d’un point 3, de E, sur une 
composante irréductible de E, en ce point, ou bien sont confondues au point 
G(39), ou bien couvrent, au voisinage de ce point, une composante irréductible 
de E en ce point et que, dans ce cas, le paramètre local du point G(z) est 
fonction holomorphe de celui du point 3. Ce résultat s applique en particulier 
à une variété E dans D invariante par la transformation F(s ) c'est-à-dire telle 
que F(E)CE. 
—————— 

(1) H. Cartan, Ann. Ec. Norm. Sup., t. 61, 1944, p. 149, cre I. | 
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35. Si & est l’espace topologique dans lequel un point C, se compose d’un 
point , de E et d’une composante irréductible de E au point s,, et un voisinage 
de €, de tous les points de & associés à des points = de cette composante assez 
voisins de z,, ce qui précède montre que la transformation G(z) définit une 
application continue, dans le premier cas de Q dans &, dans le deuxième de 6, 
dans &; comme les composantes connexes de & définissent les composantes 
irréductibles (*) de E (cf. Mémoire cité au n°34), on peut ajouter à ce qui 
précède : 


Si G(Q)CE, G(Q) est tout entier porté par une même composante irréduc- 
tible de E. Si G(E,)CE, l’image par G(z) de chaque composante irréductible 
de E, est tout entière portée par une même composante irréductible de E. Dans 
ce deuxième cas, si E, est irréductible et si G(z)=const. au voisinage d’un 
point z, de E, sur une composante irréductible de E, en ce point, G(3)=const. 


partout sur E, (Mémoire cité au n° 34, théorème y). 


Une variété irréductible E dans D peut se réduire à un point de D; sinon, et 
si, au voisinage d’un point 3, = (2, ¥o) de D, elle est définie par 2 = ay, Eest 
‘la composante connexe du point y, dans la section x = x, de D; en dehors de 


1 
ce cas, tous les paramètres locaux sur E sont de la forme (a — a, )", la projec- 
tion de E sur le plan des + est un domaine e,; E a donc des points d’accumu- 
lation n’appartenant pas à E, donc situés sur la frontière de D puisque E est 
fermé dans D. 

Dans le dernier cas, & est isomorphe (*) à un domaine plan, multivalent et 
ramifié, contenu dans e,, autrement dit une surface de Riemann qui, d’après 
ce qui précède, ne peut être fermée. 


36. La théorie (*) de l’itération d’une transformation intérieure f(s) d’un 
domaine plan d repose principalement sur les deux énoncés suivants : 


1° Si une transformation limite o(:)= 3, ED, 3, est point double attractif 
pour la transformation f(3) : | ; 


SF (40) = 20 et | f'(40)| <4. 


x 


2° Si une tranformation limite 9(s) 4const., s,—= f(s) met D en correspon- 
dance biunivoque avec lui-méme. © 


(4) Au sens global du mot, où nous l’entendrons désormais chaque fois qu’il ne sera pas suivi de ~ 


la mention « au point... ». | me 
(2) Nous entendons par 1a qu’il y a entre & et la surface de Riemann, une correspondance biuni- 


voque qui transforme le paramètre local sur & en uniformisante locale pour la surface. 
(5) G. Vauiron, Bull. Sc. math., 2° série, t. 55, 1931, p. 105 ou M. Hetns, Amer. J. Math., 


t. 63, 1941, p. 461. 
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Le premier énoncé s’étend au cas de plusieurs variables: 


Tatorime 1. — Si une trans formation limite O(s)=3,ED, 3, est point double 
attractif pour la transformation F(z) : F(z,) = 3, et les valeurs propres du déter- 
minant fonctionnel de F(z) au point 3, sont de modules inférieurs à 1. 

Ona 

F (29) = Fo (20) = oF (5) = 20: 
Si s est l’une des valeurs propres considérées, s”* est valeur propre du déter- 
minant fonctionnel de F,,,(s) au point z,; comme 


lim F,,,(3) = (2) =const., lim s”*= 0, Silene De 


Np r= 


Cet énoncé vaut aussi pour une variété invariante : 


Tutortime 2. — Si une variété E dans D est invariante par F(z) et si, pour une 
trans formation limite ®(z), l'ensemble ®(E) se réduit à un point z, de D, alors 
3 €E, 3, est point double de la transformation F(z) : F(z5)=%,, et ce point 
double est attractif pour E : limF,,(3) = z, pour tout z de E, et cela uniformément 


sur EnK pour tout compact KCD. 


Le premier point résulte de ce que E est fermé dans D; le deuxième s’obtient 
comme au théorème 1; quant au troisième, ayant posé ®(z) = lim F,,(3), on peut 
; Ak= 2 


extraire de toute autre suite convergente d’itérées de F(z) une suite partielle 
F, (3) et associer à chaque m; le plus grand des n, inférieurs à m,, soit p,, de 
manière que la suite F,,_,(3) converge; comme Vus) =, uniformément 
sur ENK et Enr-p(30) = #00à aussi lim Fin( 3) A s, uniformément sur EN K. 


j= 2 


37. Au contraire, le deuxiéme énoncé ne s’étend pas au cas de deux 
variables, car c’est seulement si ®(z) a un déterminant fonctionnel non 
identiquement nul que 3, —F(z) met D en correspondance biunivoque avec 
lui-même; mais on peut l’étendre à une variété érréductible invariante dans D: 


Tutors 3. — Sv EK est une variété irréductible, non ponctuelle, invariante par 
F(s) et si, pour une transformation limite ®(z), l'ensemble ®(E) couvre, au voi- 
sinage d'un point 3, de K, une composante irréductible de E en ce point, alors : 


1° la transformation 3,—V(3) met en correspondanee biunivoque avec lui- 


_méme l'ensemble E ou l'espace & (n° 35); 


2° ou bien une itérée de F(3) conserve E point par point, ou bien & est iso- 
morphe à un domaine plan, univalent, à connexion simple ou double : |Z|< Rou 
R<|Z|CROOZARN CRC+ 0), l'image dans le plan Z de la trans for- 


mation 3,— F(z) étant une rotation d'angle incommensurable avec x : Z,— eZ; 
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3° toute trans formation limite ®, (3) met aussi l'ensemble E en Rae 
biunivoque avec lui-méme ; si en outre ,(z) est intérieure, ®, (Dj 

4° sul existe au moins une transformation limite intérieure, toutes ie trans for- 
mations limites sont intérieures ; 

9° st D est un domaine D, (n° 33), toute tr ee oes limite est intérieure. 


Démonstration. — 1° Si D(z kr] nt, .(z) et si W(z)est limite d’une suite 


F,,, (3) convergente extraite de la famille Fry) (! ), Wo @(z) = (zs) pourvu 


que ®(z)ED; on a done W(z)== au voisinage de 3, sur une composante 
irréductible de E en z,, et par suite partout sur E puisque E est irréductible. 

Les transformations z,—F,, (2) définissent des:transformations intérieures 
de &, soit C= 9,(C), où le paramètre local de €, est fonction holomorphe de 
celui de €, qui convergent (uniformément sur tout compact) vers la transfor- 
mation identique; dans ces conditions 3, —F(z) définit une transformation 
biunivoque de & en lui-même (?), et aussi de E en lui-même. 

2° Si aucune itérée de F(z), en particulier Fm-m(z)(J >J), ne conserve 
E point par point, les 9;(¢) sont des transformations biunivoques distinctes 
de & en lui-même qui convergent vers la transformation identique, autrement 
dit le groupe des représentations de la surface de Riemann & sur elle-même 
nest pas discontinu; une telle surface (*), ou bien est une surface fermée de 
genre o ou 1 (ce qui est contraire à la remarque qui termine le n° 35), ou bien 
est isomorphe à l’un des domaines plans indiqués dans l’énoncé, c’est-à-dire 
est la surface de Riemann d’une fonction holomorphe sur ce domaine; R<°+ © 
résulte de ce que & est contenu dans le domaine borné e, (n° 35). 

La transformation z,—F(z) a pour image dans le domaine |Z|<R ou 
R’<|Z|<R une transformation conforme biunivoque de ce domaine en 


lui-même dont, par hypothèse, aucune itérée n’est la transformation identique, 


mais dont une suite d’itérées converge vers celle-ci : Z, = e“*Z. 


3° Si F,(z) conserve E point par point, toute transformation limite (5) 
coincide, pour 3€E, avec l’une des transformations F(z), F,(z),,.., F,(3)— 

Si aucune itérée de F(z) ne conserve E point par point, on se reporte au plan 7 
et remarque que les transformations limites de l’itération de 7; =e"Z sont les 
transformations Z, = eZ. 

Si ®,(z) est une transformation limite intérieure, considérons l’ensemble 
ouvert Q intérieur de l’ensemble des points z de D tels que D,(:)E€E, et 
montrons que Q n’est pas vide et est fermé dans D:la connexion de D 
entraînera alors Q — D. 
À 

(4) Où k’> k; on suppose (cf. n° 33) que les m; et les nz correspondants croissent indéfiniment: 


(2) H. Cantan, Math. Z., t. 35, 1932, p. 760. 
(3) H. Weye, Die Idee ar Ricmoonehon Fläche, § 21. 
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Q n’est pas vide : soit W,(z) la transformation limite associée à (3), | 
comme W'(z) ci-dessus à ®(z), de sorte que W,o%,(3)—%,(3) pourvu que 
®,(s)ED; si E, est la variété dans D définie par W,(:)=—3 (*), comme on 
vient de voir que ®(E)=E, on a ECE,; comme les points de E, où E, a 
plusieurs composantes irréductibles sont isolés, on peut trouver 2,€E tel 
qu'au point ®,(z,) il n'y ait qu’une composante irréductible de LE; alors, 
EcE, entraine que E et E, coincident au voisinage de ®,(3,); l’image par 
®,(z) d’un voisinage (dans D) du point 3,, portée par E,, l’est aussi par E, et 
2160: | À 

Q est fermé dans D : soit s* un point de D limite d’une suite de points 3, 
de Q; comme ®,(s*)ED (*), ®,(z,) EE et que E est fermé dans D, ®,(z*)EE; 
il existe un voisinage V du point d,(3*), une fonction /,(z) holomorphe sur V 
telle que les points de EN V soient les points de V qui annulent /,(z), et une 
boule ouverte B de centre 3* telle que D,(B)C V; pour v assez grand, z,€B, 
au voisinage de z, ona | 


@,(s)EENV, donc fy[®.(s)]=0; 
cette identité a lieu partout sur B, ®,(B)CE, s*EQ. 
4° Soient : 
®,(s) = lim F,,(z) 
pr=* 


une transformation limite intérieure et 


®,(2) = lim F,,(3) 
qk 


une autre transformation limite; on peut supposer, en remplaçant au besoin 


les suites p4 et qx par des suites partielles (*), g, > px et la suite F,_, (3) 
convergente : soit ®,(z) sa limite; comme ®,(z) est intérieure, ona 


PD, (5) =; o@,(s), 
d’après la troisième partie du théorème. 


®,(D)=E et ®,(E)=E, donc ®,(D)=E, 


®,(z) est intérieure. 


9° On sait déjà que toute transformation limite transforme un point deE en 
un point de E, done de D. 


38. Remarques. — 1° Une conséquence de la troisième partie du théorème 
est que, s’il ya au moins une transformation limite intérieure, une seule variété 

(1) Wi(z)  z puisque le déterminant fonctionnel de Wi(z) est identiquement nul. 

(2) Ici seulement intervient l'hypothèse que ,(z) est intérieure. 

(*) Comme dans la démonstration du théorème 2 (n° 36). 


—— - 


QUELQUES PROPRIÉTÉS DES TRANSFORMATIONS INTÉRIEURES D'UN DOMAINE BORNE. 163 


irréductible E peut jouir des propriétés énoncées, mais il n’en est plus ainsi s’il 
n'y a pas de transformation limite intérieure. Exemple : la transformation F(z) 
est définie par x, — x, Yi=ky(o<k<3), D est le bicercle LARGES 
à l'exception des points xeK, y — 0, K étant un ensemble fermé du plan-des x 
contenu dans ||—<1; chaque composante connexe E du complémentaire de K 
par rapport au cercle || <{+, yo est une variété vérifiant les hypothèses de 
l'énoncé. | 

2° Si une itérée de F(z) conserve E point par point, & peut ne pas être iso- 
morphe à un domaine plan, univalent, à connexion simple ou double. En effet, 
dans l'exemple ci-dessus, chaque E est un domaine d’ordre de connexion 
quelconque. 


3° Si E vérifie les hypothèses du théorème, et si les transformations limites 


sont intérieures, le lieu des images d’un point z, de D par ces transformations 
[c’est-à-dire l’ensemble d’accumulation de la suite des F,(z,)] est un ensemble 
fermé K(s,)CD; d’après le raisonnement fait pour la quatrième partie du théo- 
rème, ce lieu est aussi K[®,(z,)|, ®,(s) étant l’une des transformations limites; 
comme ®,(:,)€E, d’après la deuxième partie, le lieu K(3,), ou bien comprend 
un nombre fini de points, ou bien est une courbe fermée analytique tracée 
sur E, image d’une circonférence |Z| =r. 


4° Dans les mémes hypothèses (E vérifiant le théorème 3, transformations 
limites intérieures), le raisonnement de la quatrième partie du théorème 
montre encore qu'il y a autant de transformations limites distinctes opérant 
sur D qu’il y en a de distinctes opérant sur E; d’une façon précise, les deux 
ensembles ainsi définis ont même puissance, que la deuxième partie du théo- 
réme permet d'évaluer : si une itérée de F(z) conserve E point par point, il ya 
un nombre fini de transformations limites; sinon, leur ensemble a la puissance 
du continu. En particulier, pour qu'il y ait une seule transformation limite, 
c’est-à-dire pour que la suite F,(z) converge, il faut et il suffit que F(z) 
conserve E, non seulement globalement, mais point par point. 


39. Reste à montrer l’existence d’une variété E dans D vérifiant les hypo- 
thèses du théorème. Commençons par le cas où la transformation F(z ) présente 
dans D un point double que nous prenons pour origine; si s, ets, sont les 
valeurs propres du déterminant fonctionnel de F(z) en ce point, on a 


CAPAT [S|2Z1, |S152| <1; 


le cas |s,| <1, |52| <1 étant celui du point double attractif, reste à étudier le 
casei=en)ie,|e ES comme alors 5,455, on peut, moyennant un changement 


i fi n wi 9 . 
de coordonnées, supposer la transformation F(z) définie au voisinage de l’ori- 


gine par RE: 4 
(3) F F ye ao. ey j Wi Say =" any 


\ 
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en convenant de représenter par des points de suspension un développement 
de Taylor où ne figurent que des termes de degré au moins égal à 2. | 


Taéorèue 4. — Si l'origine est point double pour la transformation F(z) et st 
les valeurs propres du déterminant fonctionnel de F(z) en ce point sont e* et 
52(|5:| C1), w passe par l'origine une variété E dans D vérifiant les hypothèses — 
du théorème 3; si « est commensurable avec %, elle est conservée point par point 
par une itérée de F(z); sinon, & est isomorphe à un disque plan. 


D'après (3), la n°" itérée de F(z) est définie au voisinage de l’origine par 
7 pn = CELA ove Jn = Yes 
donc une transformation limite ®(z) par 
(4) Gi (ayy) eae 20. Ga (2, ye os 


Si à ®(z) on associe la transformation limite W(z) comme au n° 37, on a : 
Yob(z)—dD(:) pourvu que P(z)ED, en particulier au voisinage de l’origine; 
Lx, y)etb,(x, y) ont la forme (4), mais, comme 


Vilor(x, yh pr 7)]= px, y), 
on à | 
(5) Wir) x +4, Ws ANA Looe 3 


Soit € la variété dans D définie par W(z) ==; elle est invariante par F(3), 
car, s1z€¢, F(s)ED et W(z)eD, donc, d’après (2), 


WoF(s)=—FoW¥(z)= F(z), 


c’est-a-dire F(:)€:; d’après (5), elle est définie au voisinage de l'origine par 
deux équations de la forme | | 


Y=81(%, y), &1( 2; y) = 0, 


81 et g, ne comprenant que des termes de degré au moins égal à 2; de la 
première résulte 


(6) | Y=S(x), 


et la deuxième est alors vérifiée, sans quoi la variété < serait, au voisinage de 
l'origine, réduite à ce point, on aurait ®(s) =o contrairement à (4); ainsi e 
admet à l’origine une seule composante irréductible définie par (6); la compo- 
sante irréductible (au sens global) de € qui la contient, soit E, est invariante 
par F(z) (puisque l’origine est conservée, cf. n° 35) et, d'après (4), vérifie 

l'hypothèse du théorème 3. | 
Si « est incommensurable avec x, aucune itérée de F(s) ne conserve E point 


par point; reciproquement, s’il en est ainsi, la transformation image de 
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2,—= F(z) dans le plan Z doit avoir un point double sans qu'aucune de ses 
itérées soit la transformation identique, ce qui exclut la couronne circulaite 
R'<|Z|<CR (théorème 3, 2° partie); on peut rendre homologues les origines 
de D et du plan Z; comme, au voisinage de ces origines, x [paramètre local 
sur KE à l'origine d’après (6)] et Z sont fonctions holomorphes l’un de l’autre, 
l'image de 3, —F(z) dans le plan Z est Z, = eZ (avec le même x) et « est 
incommensurable avec 7. 


Remarque. — Lattés a montré (") qu’il existe une série entière S(x) et une 
seule telle que la formule (6) définisse, au voisinage de l’origine, une variété 
invariante par la transformation F(z); sa méthode permet d’en calculer les 
coefficients de proche en proche. 


40. Supposant désormais la transformation F(z) sans point double, soit à 
chercher un critère d’existence d’une variété E dans D vérifiant les hypothèses 
du théorème 3; ces hypothèses impliquent que, pour une transformation limite 
P(z) et un point z, de D, ®(s,)ED; mais cette condition nécessaire n’est pas 
suffisante : elle l’est seulement vis-à-vis d’une itérée de F(z) : 


Tutorime 5. — Si la transformation F(z) est sans point double et si, pour une 
transformation limite D(z) et un point z, de D, ®(z,)ED, alors il existe un 
nombre fini de variétés trréductibles non ponctuelles E,, E,, ..., Ey telles que la 
transformation F(z) mette en correspondance biunivoque E, avec E,, E, avec 
H;, ..., Hy avec E,, et dont chacune vérifie les hypothèses du théorème 3 vis-à-vis 
de la trans formation F,(3). 


Soit encore (cf. n® 37 et 39) W(s) la transformation limite telle que 
Wob(z)—D(z) pourvu que ®(s)ED, en particulier sur une boule B de 
centre 3,; la variété e dans D définie par W(z3)=—3 est invariante par F(z); 
l’ensemble ®(B) est porté par une composante irréductible e, de < (cf. n° 35) 
sans être réduit à un point (théorème 1), F(e,) par une composante irréduc- 
tible €, de e (n° 35) sans être réduit à un point, sans quoi Fo®(B) le serait 
a fortiori (théorème 1), F(e,) par une composante irréductible ¢., . 

Soit d’autre part ; 

se | W(s)= lim F,, (4): 

mgs 
le point F,,,°®(z,) appartient à ¢,,, et a pour limite ®(s,); comme d(z,)eD, 
au voisinage de ce point passent un nombre fini de composantes irréductibles 
de €; on peut donc trouver deux entiers 7», et N tels que e, —E, et e,,,, coin- 
cident; chacune des variétés en 1 = E, (1 <n <N) est invariante par Fy(z); 


(1) S. Larrès, Thèse (Annali di Mat., 3° série, t. 13, 1907, p. 1). 
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comme elles font partie de <, chacune est conservée point par point par W(z), 
a fortiort par la Ni itérée de celle-ci, soit W,(3), qui est limite d’itérées 
de F,(z), done vérifie les hypothèses du théorème 3 vis-à-vis de F,(z); par 
suite chacune est transformée biunivoquement en elle-même par Fy(z) 
(première partie du théorème 3); comme | 


F(E)CE, F(E,)CE,, sey F(Ex)CEi;, 


il en résulte que F(z) transforme biunivoquement E, en Reni en Here 
Ey en EH: 4 


41. Remarques. — 1° Pour s’assurer que les variétés E,, ..., Ey peuvent 
être distinctes, il suffit de reprendre l’exemple du n° 38 avec l’ensemble K formé 


de N rayons du cercle |z| <r faisant entre eux l’angle et la transformation 
F(z) définie par | 


air 
dy e% æ, Ya ky. 


2° Si d(3) est limite d’une suite d’itérées de F(z) dont les indices sont tous 
multiples de N plus un même reste p(o <p—N —1), ona (troisième partie 
du théorème 3) : | | 
@(E,)=Epis, ce ~~ (Ex) = E,; 


si donc E,, ..., Ey sont distinctes, une suite d’itérées de F(z) ne peut converger 
que si leurs indices sont tous, à partir d’un certain rang, multiples de N plus 
un méme reste. | | 


TER _ 3° Les hypothèses du théorème 5 sont vérifiées en particulier si, la trans- 

Est formation F(z) étant dépourvue de point double, une de ses itérées en a un, 
Xe soit 3, —F,(3,); 3, ne peut être point double attractif pour F,(3) sans quoi il  . 
le serait aussi pour F(z) (théorème 1); le théorème 4 s’applique donc à Fy(z) 

et au point double z,, d’où résulte NM. 


\ 4° S'il existe une transformation limite intérieure ®(z), il en existe aussi 

une qui soit limite d’itérées de Fy(s), à savoir ®\(3); la première remarque du 
n° 38, appliquée à Fy(s), montre alors que E,, ..., Ey se confondent et, en 
réunissant les résultats des théorèmes 3 à 5, on peut énoncer : 


Tatorime 6. — St litération de F(z) donne naissance à au moins une trans for- 
mation limite intérieure non constante, il existe une variété E et une seule vérifiant 
les hypothèses du théorème 3, toutes les transformations limites sont intérieures et 
l’image de D par chacune d'elles est E. | 


Comme on ne peut avoir ECD (n° 35), en rapprochant les théorèmes 1 et 6, 


ST 
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on obtient le suivant, qui étend à deux variables le théorème de Ritt sur l’itéra- 
tion dans un domaine plan (*) : 


CoroLLaiRE 1. — Si, pour une valeur de n, on a F,(D)CD, la trans formation 
F(z) admet un point double attractif. 


42. Tutonime 7. — Étant donné une transformation intérieure F(z) d'un 
domaine D, ou bien ®(D) est porté par la frontière de D quelle que soit la trans- 
formation limite ®(3), ou bien une itérée F,(z) est trans formation intérieure d'un 
sous-domaine D, CD tel que ®(D,)cD, pour toute ®(z) limite d'itérées de F,(z). 


Si la première conclusion n’a pas lieu, il existe une @(z) et un point z, 
de D tels que D(z,)EeD; je dis qu’alors l’ensemble Q, des points de D dont 
l'image par n'importe quelle transformation limite appartient à D, n’est pas 

vide : en effet, si F(z) admet un point double, il fait partie de Q; sinon, on est 
dans les hypothèses du théorème 5 et, d’après la deuxième remarque da n° 41, 
l’image d’un point de E, par n’importe quelle transformation limite appartient | 
à l’une des variétés E,, ..., Hy, donc à D, de sorte que E,, ..., Ey font partie 
de Q. | 


Q est ouvert : soit z* un point de Q limite d’une suite de points z, n’appar- 


- tenant pas à Q; on peut trouver les entiers croissants 2, tels que la distance du 


point F,,(z,) à la frontière de D soit inférieure à zi si ®(z) est limite d’une 


suite extraite de la suite F,,(z), le point D(z*), limite d’une suite extraite de 
F,,(z+), appartient à la frontière de D, contrairement à l'hypothèse ze Q. 
Siz*eQ,F(z")eQ et même l’image de s* par n'importe quelle transformation 


limite appartient à Q; si A, est la composante connexe de Q qui contient z”, 


F(A,) est contenu dans une autre composante connexe A, de Q, F(A,) dans 
une autre, À,, ...; si Dd(z)— lim F,,(z), comme ®(2*) EQ, on peut trouver deux 
n= 2 

entiers 7, et M tels que A, — D, et A,,.. coincident; comme F,(3) est trans- 
formation intérieure de D,, pour toute ®(z) limite d’itérées de F,(z), A 
entraîne ®(z)E€D,; mais ®(z)EQ, donc P(z)EeD.. 

Si z*=F(2*), z*€eQ; dans le raisonnement ci-dessus, on a simplement 
M—1,D,—A,; ainsi: 

CoroLLAIRE 2. — Si z, est point double de F(z), il existe un sous-domaine D, 
tel que 3, ED, CD, F(D,) CD, et ®(D,)CD, pour toute transformation limite 


D(z). 


43. Cherchons maintenant à quelle condition la suite F,,() converge vers 
une transformation ®(z) non constante telle que, pour un point z, de D, 
ne 


COPTAR RIT; Ann. Math., 22, 1921, p. 157. 
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®(s,)ED: s’il en est ainsi, le théorème 5 s’applique avec N=1 d’après la 
deuxième remarque du n° 41; une variété E vérifie les hypothèses du théo- 
rème 3 et est conservée point par point par F(s), car, par hypothèse, 
Fo@(s)=©(z) pourvu que D(:)ED, d'où F(s,) =, pour 2, EE (troisième 
partie du théorème 3); ainsi la transformation F(z) a une infinité de points 
doubles non isolés, en chacun desquels la transformation F(z) — 3 a un déter- 
minant fonctionnel nul, donc celui de F(z) admet la valeur propre 1. 
Réciproquement, si F(z) a un point double dans D (pris comme origine) où 
son déterminant fonctionnel a les valeurs propres 1 ets, (|s,|<{ 1), d’après le 
théorème 4, il passe par l’origine une variété E dans D vérifiant les hypothèses 
du théorème 3 et conservée point par point par une itérée. de F(z); je dis 
qu’elle l’est par F(z) elle-même : l’élimination de y entre (3) et (6) donne en 
effet une relation de la forme x, —=x+... qui doit se réduire à 4, =x 


puisque son n°" itérée est æ,= x, car. 


D = TX + APE NS entraînerait 4, = + naxP+.... . 


D’autre part (corollaire 2, n° 42), il existe un sous-domaine D, tel que 
0€D, CD, dans lequel on peut faire le même raisonnement; en outre, dans D,, 
toutes les transformations limites sont intérieures et (quatrième remarque du 
n° 38) la suite F,(z) converge pour 3€ D,, donc aussi pour ED. Ainsi : 


THÉORÈME 8. — Pour que la suite des itérées d’une transformation F(z) converge 
vers une transformation limite non constante ®(z) telle que ®(D) ne soit pas 
porté par la frontière de D, il faut et il suffit que F(z) ait, soit une infinité de 
points doubles dont un au moins non isolé, soit un point double où son déterminant 


fonctionnel ait la valeur propre 1. 


SUR LES 
POINTS FIXES DES TRANSFORMATIONS CYCLIQUES 
DES DOMAINES PLANS | 


Par M. N. PASTIDES. 


1. Introduction. — Soit D un domaine sitiplemest connexe du plan de la 
variable dd 3, dont la frontière comprend plus d’un point, et soit 
HR” L—= f(s) 


une transformation continue et biunivoque du domaine D en lui-méme. Nous 
supposons de plus qu’il existe un nombre entier n tel que la n° itérée de la 
transformation soit la transformation identique. En désignant les itérées suc- 
cessives de la transformation (1) par 


Z4;=L=f(s), L=f2(s); moog Arh ice pols Coon Hel 2), 


on a done 


Tate) —=3 


pour tout point z de D. Nous appelons une pareille transformation, une trans- 
formation cyclique d'ordre n, et nous nous proposons dans ce travail de faire 
l’étude de l’ensemble de ses points fixes. 

Dans le cas où f(z) est une fonction analytique de 3, les résultats sont 
immédiats. En effet soit u —F(3)la fonction qui fait la représentation conforme 
du domaine D sur l’intérieur du cercle unité de centre l’origine. La transfor- 
mation 


U—%{u), où Sels (#0) ] 


fait la représentation conforme du cercle unité sur lui-même; de plus elle est 


cyclique d'ordre ». Donc [U, wu] est une PMR linéaire élliptighe, et par 
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conséquent elle a un point fixe, et un seul, à l'intérieur du cercle |u| <1. Il 
s’ensuit que la transformation . 


Z= f(s) 


a un point fixe, et un seul, à l'intétiear de D. 
Considérons encore le cas où, F(z) ayant la même signification que plus 


haut, nous avons 


f(2) =F [FE)], 


F(z) étant la conjuguée de F(z). Alors la ligne décrite par 


Heart 


quand w décrit le segment de l’axe réel compris entre —1 et r, est le lieu des 


points fixes de la hr ASIE Remarquons que dans ce cas on a 
Ja(s )= 3 pour tout :e D. | 

Ce sont ces propriétés que nous étendons au cas général, où f(s) n’est ni 
analytique, ni de la forme spéciale considérée plus haut. 

Nous distinguons deux cas, suivant que la transformation considérée con- 
serve le sens de parcours ou non. Voici ce que nous entendons par là. Nous 
disons que la transformation Z = f(z) conserve le sens de parcours, si, z parcou- 
rant dans le sens positif une courbe,y simple fermée de Jordan, située dans D, 
Z parcourt la transformée T' de y dans le sens positif aussi. Le sens positif 
pour y par exemple, c’est celui qui, quand z décrit toute la courbe y une fois, 
fait augmenter de 27 l’argument de 3—z,, où 3, est un point intérieur du 
domaine intérieur à D et de frontière y. Remarquons que d’après les propriétés 
classiques des transformations continues et biunivoques des domaines plans, 
si la propriété expliquée ci-dessus a lieu pour une courbe y particulière, elle a 
lieu aussi pour toute autre courbe y du même genre. Si, s parcourant y dans le | 
sens positif, Z parcourt l dans le sens négatif, alors nous disons que la trans- 
formation Z = f(z) change le sens de parcours. 

Les résultats auxquels nous sommes arrivé dans ce travail sont les suivants : 


1° Si la transformation (1) conserve le sens de parcours, elle a un point fixe 
dans D et un seul. 


2° Si la transformation (1) change le sens de parcours, on a /,(3)— 3 quel 
que soit-s € D. Les points fixes de la transformation forment alors un continu 
linéaire de Jordan. 


Pour simplifier le langage nous appellerons contour de Jordan toute courbe 
de Jordan simple et fermée, et domaine de Jordan tout domaine borné dont la 
frontière est un contour de An 

Nous ferons usage des notations suivantes : 
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f(T) et f(A) pour désigner les transformés du contour de Jordan L et du 
domaine A par la transformation Z = f(z). 


Tutorime I. — Soit D, et D, deux domaines de Jordan ayant des points 
communs, et soit z, un de ces points. Le plus grand domaine connexe contenu 
dans D, et dans D, et contenant 3, est aussi un domaine de Jordan. 

, \ 


Soit A le plus grand domaine connexe contenu dans D, et D, et contenant s 
A est simplement connexe car tout contour de Jordan dont tous les aie 
appartiennent à A, a tout son intérieur qui appartient à A. 

Soient C,, C, et l respectivement les frontières de D,, D, et A. On sait que l 
est un continu et nous voulons prouver que c’est un contour de Jordan. Nous 
procédons par étapes. 


A. Sojent a et 6 deux points communs a C, et C,. Ces points divisent C, en 


Fig. 1. 


deux arcs distincts alb et al'b, et C, en deux arcs amb et am'b. Nous allons 
prouver que si tous les pote de amb font partie de I’, et que à part a et b 
aucun autre de ses points n'est sur C,, alors l’un au moins des arcs alb et al'b 


n’a, à part ses extrémités, aucun autre point sur l”. 


En effet d'après l'hypothèse, amb divise D, en deux domaines de Jordan D' 
et D’ (fig. 1) et A est tout entier dans l’un de ces domaines, soit dans D’. Nous 
désignons par a/b l'arc de G, qui avec amb constitue la frontière de D, et 
par alb l’autre arc de C,. Comme A est tout entier dans D° et que ab n’a, à 
part a et b, aucun autre point sur la frontière de D’, il s'ensuit que alb n’a, à’ 
part a et b, aucun autre point sur I’. 


B. Nous allons prouver maintenant que l’ensemble des points de l qui 
n’appartiennent pas à C,, forme un ensemble dénombrable d’arcs ouverts 
de C,, les extrémités de chacun de ces arcs appartenant à C,. 

Remarquons d’abord que tout point de I appartient à l’un au moins des 
contours C, et Cy. 

Soit m un point de l'quin ‘appartient pas aC, (fig. 1). Catan C, est fermé, 
m est intérieur à D,. En laissant de côté le cas banal où C, serait entièrement 
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contenu dans D,, soient a et 6 respectivement les premiers points de C, que — 


l’on rencontre en partant dem et en parcourant C, d’abord dans le sens positif, 
ensuite dans le sens négatif. Montrons que l’arc amb de C, fait entièrement 
partie de I. 


Soient en effet p et g deux points quelconques de l'arc ouvert amb situés de 


part et d’autre de m. On peut joindre p et q par un arc de Jordan pm,q intérieur 
a D,, et assez voisin de l’arc png pour que le domaine A, intérieur au con- 
tour pm, gmp soit complètement intérieur à D,. Comme dans ce domaine A, 


d’une part il y a des points de A étant donné que l’on a me, et d'autre part il 
n’y a aucun point de I étant donné que tout point intérieur de A, est aussi point 


intérieur de D, et D, il s’ensüit que A, CA. Alors p étant sur la frontière de A, 
est point limite de points de A, donc de A. D’autre part, p étant sur la frontière 


de D, est point limite de fois extérieurs à D,, donc extérieurs à A. Ce qui 


prouve que p appartient à la frontière | de A. La mème démonstration est 


valable pour q, ainsi que pour tout point de l’arc ouvert amb. Ceci nous prouve — 


l'existence d’un ensemble d’arcs ouverts de Cy, l’ensemble des points situés sur 
ses éléments étant identique à l’ensemble des points de I’ qui ne sont pas situés 
sur C,. Nous désignerons par J, ou { B;} cet ensemble d’arcs. 


C. A tout arc 2; de l’ensemble J, correspond d’après la partie A un arc 


de C, ayant les mêmes extrémités que B;, et n'ayant à part ses extrémités aucun 
autre de ses points sur I’. Soit J, l’ensemble {«;} des arcs «;. Considérons 
l’ensemble E des points que l’on obtient en enlevant de C, les arcs de 
. l’ensemble J,, et en ajoutant les arcs de l’ensemble J,. Nous allons montrer 
dans cette partie, que l’ensemble E forme un contour de Jordan. 
Soient . 
e=f(t), — y=9(e) 


les coordonnées d’un point courant m(t) de C,. Nous pouvons supposer que 
m(t) décrit C, quand ¢ varie de o à 1, et que m(o) =m(r1) est un point de À 
De mème soient | 


ea uit), y=v(t)” 


les sanedoniees d'un point courant (7) de Cy. Nous aupposons que u(T) par- 
court C, quand = varie de o à 1. 


Considérons le point variable M(#) dont les coordonnées 
mie CCD (t) 


sont définies de la façon suivante pour ot 17. 


a. Pour toute valeur de ¢ pour laquelle le point m(z) n appartient pas à un 
arc de l’ensemble J,, on prend M(4)=m(t), soit 


Ey = Ae) et ©(t) = o(t). 


mwa) ES 


= ta. ee? DAV ee ee ee eee eR QU oF 9 Fern? 29 TX SCANNER TUNER PEN CET EX 
7 mL Cab ae re " ak ue 


ss Lu à Wasa td wed ? 
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b. Soit & une valeur de ¢ pour laquelle le point [= m(t,) est sur un are alb 
de l’ensemble J,. A cet arc correspond un arc amb de l’ensemble J, d'après la 
définition même de l’ensemble J,. Soient £, et t, les valeurs de ¢ pour lesquelles 
m(t) coincide respectivement avec a et b. t, est compris entre ¢, etv,, car m(o) 
n’est pas sur un arc de l’ensemble J,. Soient +, et t, les valeurs de + pour les- 
quelles (7) se confond avec a et b respectivement. Ces valeurs existent car a 
et b sont communs à C, et C.. 

Pour £= 1, on prend 


Be) = wf ace)f D) = e[ A(4)], 
avec 


; Th Ta 
ee a res TA T7) a 
A(t): Fig inte E 

Ces expressions sont valables pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre t, 
et #,, et quand ¢ parcourt cet intervalle, M(¢) parcourt l’arc ab de Jy. 

Les fonctions 


e=F(t), y= (2) 


sont ainsi définies pour tout ¢ compris entre o et 1. L’ensemble des points M(Z) 
ainsi définis est identique à l’ensemble E. Pour prouver que l’ensemble E forme 
un contour de Jordan, il faut et il suffit de prouver que ty étant un nombre 
quelconque compris entre o et 1, quand ¢ tend vers ¢,, M(t) tend vers M(t,). 
_ Soit {¢;} (¢=1, 2, ...) une suite infinie de valeurs de ¢ qui converge vers ty. 
Il s’agit de prouver que la suite M(¢;) des points correspondants de E, converge 
vers le point M(4,). Le seul cas qu’il soit nécessaire d’examiner est le cas où une 
infinité de points de la suite {M(4;)} n’appartient pas aux ares de l’ensemble J,, 
alors qu'une autre infinité leur appartient. Soit {M(4,,)}(j = 1, 2, ...) la suite 
formée par les premiers, et {M(4,,)} (7 =1, 2, ...) celle formée par les seconds. 
* Comme la suite {#,,} converge vers 4, et que M(4,) = m(6,,), il s'ensuit que la 
suite { M(¢,,)} converge vers M(%)= m(% ). 

_Examinons la suite { M(4,)}. Chaque point M(¢,,) de cette suite est sur un 
arc B, de l'ensemble J,. Considérons d’abord le cas où tous ces arcs sont dis- 


tincts. Soient a; et b; les extrémités de Bi et soient ¢,,, #5; Tan 7, les valeurs de set 


de x, telles que | 
; M( ba;) = B(Ta;) = À, m(ty,) = p(5,) = b;. 


On sait que z,, est compris entre ¢,,et ¢,, et que te t,,| tend vers zéro 
quand j -> o. De même 3 
; lim | t4,— Ts, | = 0. 
ji = 
Il s'ensuit que 


lim laj= lim ¢),= to, 
jee j>@ 7 
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donc 
Li jee Se M(éo). 


j>= 
Comme M(£,,) est sur l'arc f, de C:, que ces arcs 3, ne sont pas empiétants et 
que leurs extrémités tendent vers M(5,), on a 


limM(4,)=M(t). 
j> 


Le cas où le nombre de fois qu’un même arc B, se répète dans la suite {, |, 
ne dépasse pas un nombre fixe, se ramène facilement au précédent. | 

Supposons maintenant qu’une infinité de points de la suite {M(t,,)} sotent sur 
un même arc B de J,. Désignons cette infinité par la même notation { M(z,,)}. 

Soient a et b les extrémités de B, et 4, t), Tay % les valeurs de ¢ et r ne que 


RER Ee à (ta) = 20) =. 


On sait que £,, est compris entre ¢, et¢,. Alors comme limt, = t, et quem(t,) 
jr 
n’est point intérieur d’aucun arc de l’ensemble J,, il s'ensuit que ¢, est égal 
soit à ¢,, soit à {,; supposons que 4, = 44. 
A chaque point de cane correspond une valeur de + donnée par 


: Th — 
M(4,)=p (ty,), soit ty,—= Saw 


7, 6 = 2) + Ta: 


Quand ty, tend vers ¢, = t, alors ay tend aussi vers 7, et M(4,,) tend vers 
p(T) =a=M(t). 


Ce qui précède nous prouve aussi qu'il ne peut pas y avoir plie d'un arc 8 
de J,, sur lequel se trouvent une infinité de points de la suite { M(z, D En effet 
s’il y avait deux pareils arcs, ils devraient avoir M(4,) comme extrémité com- 
mune, ce qui est en contradiction avec le fait que M(t,) est limite de points 
de E qui n’appartiennent pas à des arcs de l’ensemble J,. 

Nous venons ainsi de prouver que l’ensemble E forme un contour de Jordan. 


D. Nous allons finalement prouver que l’ensemble E est identique aT. 
Tout point de l'appartient à E. En effet si un point de I appartient à C,, il 


| appartient à E car pour former Eon a enlevé de C, des arcs formés de points 
qui ne font pas partie de I’, si un point de I’ n’appartient pas a C,, alors il 


appartient à un arc de l’ensemble J,, et les points de ces arcs font partie de E. 
Si n'était pas identique à E, comme il est fermé, il serait obtenu en enle- 
vant de E un ensemble d’arcs ouverts. Mais alors T ne serait pas un continu, ce 


qui est en contradiction avec le fait que I est la frontière nee domaine sim- 
plement connexe. 


Le théoreme énoncé est ainsi prouvé. 


, 
; 4 
HN 
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a Soit D un domaine de Jordan, et 
: Z= f(z) 


une transformation continue et biunivoque du domaine fermé D en lui-même. 
Nous supposons que cette transformation est cyclique d'ordre n, et qu'elle 
conserve le sens de parcours. Dans cette partie nous prouvons l'existence de 
certains domaines invariants pour la transformation, associés à ses points fixes. 


3.1. Soit 9 un point intérieur de D et fixe pour la transformation Z = f(z), 


et D, un domaine quelconque de Jordan contenu dans D et contenant 3). Consi- 
dérons les domaines de Jordan D,, D,, ..., D,_, et D, identique a D,, qui sont 
les transformés du domaine D, par les itérées de la transformation Z— f(z). 
Soit Ale plus grand domaine connexe renfermant z, et contenu dans tous les 
domaines D,, D,, ..., D,_,. D'après le théorème I, A est un domaine de Jordan. 
Prouvons qu'il est invariant par la transformation Z = f(z). 

En effet, f(A) contient z, et est contenu dans D,, D,, ..., D, ,, D, donc 
J(A)CA. Mais si f(A) était une partie propre de A, on aurait que f,(A) serait 
aussi une partie propre de A, alors que l’on a f,(A) =A. 

Nous venons ainsi de donner un procédé, qui nous servira plus loin, qui 
nous permet d'associer à tout domaine de Jordan D, contenant un point fixe z,, 
un autre domaine de Jordan A contenant 3, et invariant par la transforma- 
tion Z= f(z). 


3.2. Soit ® un domaine simplement connexe, complètement intérieur à D, 
et invariant par la transformation Z— f(z); soit C sa frontière. Nous allons 
montrer qu’étant donné un nombre positif e arbitrairement petit, il existe un 
domaine de Jordan A qui contient @, qui est invariant par la transforma- 
tion Z= f(s), et tel que la distance de tout point de sa frontière à C soit infé- 
rieurê à €. ; re 

En effet, à cause de l’uniformité de la continuité de f(z) dans D, il suffit de 
partir d’un domaine de Jordan D,, contenant , et dont la frontière a chacun 
de ses points suffisamment voisin de C. En appliquant à D, le procédé expliqué 
au n° 3.1 le domaine A qui en résulte répond à la question. 


3.3. Soit z, un point fixe de la transformation, situé sur la frontière de D. 
Prenons deux points a et 6 sur la frontière de D, et joignons-les par un arc 
simple de Jordan asb intérieur à D. D, étant le domaine de Jordan limité par le 


‘contour az,bsa, considérons les transformés D,, D,, ..., D, de D, par les 


itérées de f(z), et soit A le plus grand domaine connexe contenu dans D 
D,, ..., D,-, et ayant 3, sur sa frontière. A est un domaine de Jordan, il-est 
invariant par la transformation Z—f(:), et sa frontière renferme tout un 
arc a’s,b' qui fait partie de la frontière de D, les autres points de la frontière 


de À étant intérieurs à D. 


a à de Ca 
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Remarquons que l'arc a Ia! est invariant par la transformation Z = f(z) et 
comme cette transformation conserve le sens de parcours sur la frontière de D, 
il s'ensuit que les points a’ et b' sont des points fixes de la transformation. On 
en déduit que tout point 3), qui est situé sur la frontière de D, et qui est point 
fixe de la transformation, est limite de points fixes de la transformation situés 
sur la frontière de D aussi bien d’un côté de z, que de l'autre. . 

Cette remarque nous conduit au théorème suivant : 


4. Tutorime IL. — Soit D un domaine de Jordan, et Z = f(z) une trans forma- 
tion continue cyclique, qui conserve le sens de parcours, et qui transforme biunt- 
voquement D en lui-méme. Si la transformation a un point fixe sur la frontière 
de D, alors tout point de cette frontière est aussi point fixe de la transformation. 


En effet désignons par ® l’ensemble des points fixes situés sur la frontière L 
de D. L'ensemble Ÿ’ est fermé et par conséquent s’il ne comprenait pas tous les 


points de L, il existerait un arc de L dont aucun point, à part ses extrémités, 


ne ferait partie de ©’. Ceci est en contradiction avec la remarque qui précède 
ce théorème. 


5. Soit Z= f(z) la même transformation qu’au n° 3;- 3, et s, deux points 
fixes de cette transformation, et D, et D, deux domaines de Jordan invariants 


par la transformation Z= f(s), dont D, contient 3,, et D, contient 3, sans 


contenir sz). Nous supposons en plus que les frontières C, et C, de ces domaines 
ont au moins un point commun. Nous allons prouver que dans ces conditions tous 
les points de C, et de C, sont des potnts vee 
Il suffit de prouver, d’après le théorème II, qu'un des points communs à fi 

et C, est un point fixe. 

_ Soit A le plus grand domaine connexe qui contient z,, qui est contenu 
dans D,, et qui est extérieur a D,. Ce domaine existe, et il est simplement 
connexe car tout domaine de Jordan dont le contour appartient à A a tout son 
intérieur qui appartient aussi à A; de plus sa frontière l'est un contour de 


Jordan d’après le théorème I. 


La courbe I’ a nécessairement des points qui ne sont pas sur C,, et ces points 
forment un ensemble dénombrable d’arcs ouverts, les extrémités de chacun de 
ces arcs étant sur C,. Nous désignons cet ensemble par E. 

Soit abc un des arcs de l’ensemble E ( fig. 2). Les points a et c divisent C, en 
deux arcs. Soit ab'c l’un de ces arcs, choisi arbitrairement. Nous appelons le 
domaine de Jordan intérieur au contour ab'cba, domaine associé à l’are abc. 
Les domaines associés aux éléments de E forment un ensemble dénombrable 
de domaines que nous désignons par { U;}. Nous allons montrer qu'au moins 
un de ces domaines renferme 3,. Soit en effet defe'd (fig. 2) un domaine de 
l’ensemble { U;} ne renfermant pas 3 30: Ce domaine est alors extérieur a A, et si 


ae POINTS FIXES DES TRANSFORMATIONS CYCLIQUES DES DOMAINES PLANS. 177 


nous considérons le domaine formé de A augmenté d’une part des points de 
l'arc ouvert def et d’autre part du domaine defe’d, la frontière de ce nouveau 
domaine s'obtient de la frontière de A à laquelle on supprime l'arc fed et l’on 
ajoute l'arc de’ f. Si done, aucun des domaines de l’ensemble { U;} Tle renfer- 
mait 3), On aurait pu procéder pour chacun de ces domaines comme on vient 
de faire pour defe'd. Le domaine finalement obtenu renfermerait A, donc z, 
et tous ses points frontières seraient des points de C,, ce qui est os Die 

Soit U, = abcb'a un domaine de l’ensemble { U;}, qui renferme z,. Le trans- 
formé f(U,) de U, par f(s), renferme z, et sa frontière est formée de 
Pare f(abc) de C, et de l'arc f(ab’c) de C,. Comme f(abc) ne peut pas tra- 
verser abc, il s'ensuit que l’on a | 


ou bien f(U,)cU, ou bien. f(U,)>U,, 


Fig. 2. 


mais à moins d'avoir /(U,) =U,, ces relations sont incompatibles avec la condi- 
tion f,(3)—= 5. ; 
On a donc 
: fin a U, 


et dans ces conditions, on a aussi 
[( abc) = abe, (ane) a0'e, 


ce qui entraine que a et b sont des points fixes de la transformation Z = /(z). 


6. Taéorème III. — Si l’ensemble D des points fixes de la transformation 


L=/f(s), définie comme pour le théorème IT, renferme un continu G (*), alors 


cette trans formation devient la transformation identique. 


Considérons l’ensemble ®, de points défini de la façon suivante : on considère 
un élément déterminé z, de C; un point s de D est un élément de ®, si, et seu- 
lement si, z est un élément de ® et ® est bien enchainé entre 3, et 3. On a 


(*) Nous appelons continu un ensemble parfait, formé de plus d’un point, et bien enchaîné entre 
deux quelconques de ses points. 


Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fase. 2. 23 
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Cco,c®, et il est facile de montrer que ®, est fermé. Nous allons prouver 


que ®, est identique a D. 

Supposons le contraire et soit « un point de D qui ne soit pas élément de ®,. 
Comme ®, est fermé, il renferme un point s, dont la distance 7a « esten même 
temps la distance de « à ®,. Dans le cercle de centre « et de rayon il n'y a alors 
aucun point de ®,. Soit 5, un autre point ®,. Nous distinguons deux cas : 


Premier cas. — Le point 3, n'est nah la frontiére de D. Alors d’après le 
n° 3.1, on peut trouver un domaine de Jordan A contenant z, sans contenir 3» 
ni « et qui est invariant par la transformation Z— f(z). Si nous montrons que 
sur la frontière [' du domaine A se trouve un point de ®,, nous saurons, d’après 
le théorème II, que tout I appartient à ®; et comme un point de F appartient 
a ®,, tout T doit appartenir à ®,, ce qui est en contradiction avec le fait qu’un 
arc de l'est à l’intérieur du cercle de centre x passant par 3,. 

Prouvons que sur I se trouve un point de ®,. L'ensemble ® est bien enchainé 
entre z, et s,. Donc étant donné un nombre positif ¢,, on peut trouver une ligne 
polygonale dont les sommets sont des points de ®, qui joint z, à 5, et dont les 
côtés sont inférieurs à €m. En parcourant cette ligne de z, à z,, nous désignons 
par «, le dernier de ses sommets qui soit dans A. Considérons alors une suite 


_de nombres positifs {e,} qui converge vers zéro. A cette suite correspond 


comme il vient d'être dit, une suite de points {a»}, ces points appartenant à ® 
et la distance de +, à l tendant vers zéro quand m + ©. La suite {a} a donc 


au moins un point limite + sur I’, et ce point est un point de ®,. En effet, c'est 


un point de ® car ® est fermé; ensuite ® est bien enchainé d’une part entre 3, 
et a’, d’autre part entre 3, et z, puisque 3, €®,, donc ® est bien enchainé entre 
30 et a’. Dane: a’ €,. C’est ce que nous voulions démontrer. 


Deuieme cas : Le point 3, est sur la frontière de D. — La frontière de D fait 
alors entièrement partie de ®,, par conséquent le cercle de centre & et de 
rayon r est intérieur à D. On procède comme dans le premier cas, en se servant 
du n° 3.3 au lieu du n° 3.1. Le point z, se trouve alors sur la frontière F du 
domaine A, ce qui signifie la SERRE PATES 


7. Tuéorème IV. — Sot le cercle C, |=|<(1, une transformation cyclique 
d ordre n, Se aU ), eu iad Aika pa se le bt en lut- méme eve un 


1° A est complètement intérieur à C. 


er 


(1) Nous désignons par A le domaine A augmenté de sa frontiére. 
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2° La distance de tout point de la frontière de A à la frontière de G est in fé- 
rieure à €. 


3° Z= f(s) transforme biunivoquement A en lui-méme. 
e 


Soit p un point intérieur à C et p— f(p}) son transformé. Considérons le 

_ cercle A, |s|<1—¢’, avec o< ¢/<e et «’ assez petit pour que p et p' soient 
intérieurs à A. Soient À ,, À ,,...,A ,,,et À ,— A les transformés de A par 
les itérées de la fonction 3 — f ‘(Z), inverse de Z— f(z). Ces domaines sont 
des domaines de Jordan complètement intérieurs à C. On peut donc trouver 
un cercle B, |z|<1—e”, qui comprenne tous ces domaines en son intérieur. 
Alors les domaines B,, B;, ..., B,_, et B,—B, transformés de B par Life); 
renferment tous le cercle A. Si A est le plus grand domaine connexe contenu 
dans B, B,, ...,B,. et contenant A, comme A contient p et /(p), on a 


f(A) = A et ce domaine A répond à l'énoncé. 


8. THéoRÈME V. — Sz D est un domaine simplement connexe dont la frontière 
comprend plus d’un point, et L= f(z) une transformation cyclique d'ordre n £1 
qui trans forme biunivoquement D en lui-même, et qui conserve le sens de parcours, 
alors cette transformation a un point fixe intérieur à D et un seul. 


A. Montrons que le cas général se ramène au cas particulier où D est le 
cercle|z|<{1. : ; 
En effet, soit u — F(z) la fonction qui fait la représentation conforme de D 


sur le cercle |u| <1. 
’ Considérons la transformation 


fs Se U=%(u), où ÿ(u)=F| AE «(u)]| / 


3 = F_,(w) étant la fonction inverse de u — F(3). 
La transformation (1) est définie et continue dans le cercle |u|<1 et le 
transforme biunivoquement en lui-méme. De plus, elle est cyclique d’ordre n, 


car d’une part ona 


tu) = FACE Ce) [= F[Fa(w) j=, 


et d’autre part pour g< non ne peut pas avoir },(w) =u, quel que soit u avec - 
| u| <1, car ceci entrainerait f,(u) =u. 

Aussi, si z, est un point fixe de la transformation Z = f(s), u,—F(z) estun 
point fixe de la transformation U=(uw); réciproquement si 4, est un point 
fixe de la transformation U—%(u), 3—F (uw) est un point fixe de la trans- 
formation Z = f(z). Ce que nous nous sommes proposé de prouver dans cette 


partie se trouve ainsi prouvé. 


| cas les domaines de la famille {A,} se divisent en deux classes : 
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B. Prouvons le théorème énoncé en supposant que D est le cercle |3| <1. 
D’après le théorème IV, il existe un domaine fermé A, complètement inté- 


rieur à D, qui est transformé biunivoquement en lui-même par Z=f(3). Donc 
d’après le théorème de Brouwer cette transformation a au moins un ie fixe 


dans A, donc dans D. 

Il reste à prouver que ce point fixe est unique. Nous ppaeadenee par l’absurde 
en prouvant que si la transformation Z= /(z)a deux points fixes dans D, elle 
devient la transformation identique. . 

. Nous supposons donc que la di mao Z= f(s) a deux points fixes 5 
et s, dans le cercle | s!<1, et sans diminuer la généralité de la démonstration 
nous pouvons abd ae que z,=0. 

Désignons par {S,} la famille de tous les cercles de centre l'origine et de 
rayon plus petit que 1, et par S, celui de ces cercles qui a pourrayonr. A chaque 
cercle S, faisons correspondre par le procédé du n° 3.1, un domaine de Jordan 
A, de frontière [,, qui soit invariant par la transformation Z—/f(3). Nous 
obtenons ainsi une famille de domaines {A,} en correspondance biunivoque 
avec les nombres r de l'intervalle {o, 1 }. Les domaines de cette famille ont les 
propriétés suivantes : 


a. T1 <C 7, entraine À, CA... 


b. Soit o une valeur fixe de r. Si rtend vers 9 — 0, ‘à tend vers A,; sir tend 
vers 9 +0, A, tend vers un ensemble de points qui contient le domaine A. 


"A 


AE 


Considérons aussi un domaine de Jordan A, » qui contient 3, sans contenir 


__ l’origine et qui est invariant par la transformation Z — = f(s). Ce domaine existe 
d’après le n° 3.1. Désignons par I, sa frontière. 6 


Nous distinguons deux cas : 
(HL 


Premier cas : Un des contours 1’, rencontre le contour TV... — Alors en appli- 
quant ce quia été établi au n° 5, ainsi que les théorémes II et III, on conclut 
que la transformation Z= f(z) doit se réduire à la transformation identique. 


Deuxième cas : Aucun des contours I, ne rencontre le contour T.. — Dans ce 


2 
D cd 


_1° La classe A formée des domaines A, qui ne contiennent pas A... 
2° La classe B formée des domaines A, qui contiennent A... Hs 


Aucune des deux classes n’est vide, l'existence d’éléments de la classe B 
étant une conséquence du théorème IV. Remarquons aussi que tout élément de 
la classe B contient tous les éléments de la classe A. Ils ‘ensuit qu ‘il existe un 
nombre ¢ tel que 


hsp entraine A,EA _ et +7 ee entraine A,.eB, 
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Comme le domaine A, est la limite de toute suite de domaines A, où ir, ) est 
une suite qui tend vers p — 0, on conclut que A, EA. 

Considérons la limite de A, quand r + eo. Cette limite existe carr, <r, 
entraine A, CA, et elle est un ensemble de points qui contient d’une part le 
domaine A, et d’autre part le domaine A.. Soit @ le plus grand domaine 


connexe contenu dans lim A, et contenant A. ; @ est simplement connexe car 
r>p+o0 


tout contour de Jordan dont tous les points appartiennent à @a tout son inté- 
rieur qui appartient aussi à @. Remarquons aussi que si « est un point quel- 
conque de sa frontière de ®, la distance de « à I’, tend vers zéro quand r tend 
vers 0 +0. De plus @ est invariant par la transformation Z— f(z) car chacun 
des domaines A, ainsi que le domaine A. le sont. : 

D’aprés le n° 3.2 il existe un domaine de Jordan A invariant par la transfor- 
mation Z= f(s), contenant le domaine ®, et tel que la distance de tout point 
de sa frontière à la frontière de @ soit inférieure à un nombre positif donné < 
arbitrairement petit. On choisit < de façon que l’origine soit extérieure à A. 
Dans ces conditions pour r supérieur et assez voisin de 9, la frontière I’, de A, 
aura des points communs avec la frontière F de A. Par conséquent, en appli- 
quant d’abord le n° 5 et ensuite les théorèmes Il et IF, on conclut que la trans- 
formation Z = f(z) doit se réduire à la transformation identique. 

Le théorème énoncé se trouve ainsi démontré dans tous les cas. 


9. Nous nous sommes occupé dans le théorème V de tranformations 
cycliques qui conservent le sens de parcours. Nous allons maintenant consi- 
dérer des transformations cycliques qui changent le sens de parcours, cette 
phrase*ayant la signification que nous lui avons attribuée dans l’Intro- 
duction (*). 


Tutorime VI. — Sz D est un domaine simplement connexe dont la frontière 
comprend plus d’un point, et L = f(s) une transformation cyclique d'ordre n qui 
trans forme le domaine D en lui-méme, et qui change le sens de parcours, alors n 
est nécéssatrement égal à 2. 


. 


On peut comme pour le théorème V supposer que D est le cercle | z|<1. 


D'après le théorème IV, il existe un domaine fermé de Jordan A intérieur à D 
et qui est transformé biunivoquement en lui-même par Z=/(s). Quand = 
parcourt la frontière de A dans un sens, Z parcourt la même frontière dans le 
sens opposé, ce qui nous prouve l'existence de deux points fixes 3, et 3, sur 
cette frontière. Or ces points sont aussi points fixes pour la transformation 
Zs = o(z), avec 0(3)=f2(2). Mais cette dernière transformation est cyclique, 


(1) Remarquons que les procédés expliqués aux n° 3.1, 3.2 et au début du n° 3.3 s'appliquent 
aussi dans le cas où Z = f(z), change le sens de parcours. 


a 
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conserve le sens de parcours, et transforme biunivoquement D en Jui- -même ; 


de plus elle a deux points fixes 3, et 3, dans D. Elle se réduit donc d’après le 
théorème V à la transformation identique, ce qui nous prouve le théorème 
énoncé. 


i 


Tatortme VII. — Dans les mêmes hypothèses que pour le théorème précédent, 
l'ensemble des point fixes de la transformation forme une ligne de Jordan. 


Le théorème sera vrai dans le cas général pourvu qu'il le soit dans le cas où 


D est un domaine de Jordan et /(z) définie et a les propriétés de l'énoncé dans 


le domaine fermé D. En effet nous pouvons d’abord supposer que D est le cercle 


ouvert |s|<1. Ensuite d’après le théorème IV il existe une suite de.domaines — 


: 


fermés de Jordan | A;\, tels que 


ys 


Fig. 3. 


Le théorème énoncé sera évidemment vrai pourvu qu’il le soit pour chacun 
des domaines A,. Il suffit donc de le démontrer pour un pareil domaine que 
nous représentons encore par D. 


La transformation Z — Une ) a sur le contour de D deux points fixesiet deux 


seulement ('), 3) et 5,, qui divisent ce contour en deux arcs alb et al'b; ces 
arcs se PE par la transformation (fig. 3). rey Ted 

ne Sur tout arc de irda lpl', qui joint un point L de ab à un ART de al'b, 
se trouve au moins un point fixe. En effet soit At le domaine intérieur au 
contour alpl'a et A le domaine, invariant par la transformation L—= f(s ), qui 


lui correspond par le procédé du n° 3.3. Sur la frontière de A, qui est un 


contour de Jordan, se trouvent deux points fixes (*) dont l’un est le point a et 


l’autre est un point qui, étant fixe, se trouve nécessairement sur l'arc /pl' aussi. 


(1) Parce que la transformation change le sens de parcours. 


lll Re 
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B. Considérons l’ensemble E formé des points de D qui jouissent des pro- 
priétés suivantes : 


1° Aucun point de E n’est fixe pour la transformation Z = /(z). 
2° Tout point de E peut être joint à un point au moins de l'arc ouvert alb par 
un arc de Jordan intérieur à D et sur lequel ne se trouve aucun point fixe. 


Considérons aussi l’ensemble E, de points de D défini d’une façon analogue 
à l’ensemble E, mais relativement à l’are al’ b. 

D'après la partie A aucun point ne peut faire partie en même temps de E et 
de K,. 

D’apres leur définition les deux ensembles E et E, sont connexes; nous 
allons montrer qu’ils sont simplement connexes. En effet soit C un contour de 
Jordan dont tous les points font partie de E; montrons que tout l’intérieur de C 
fait partie de E. D'abord si à l’intérieur de Cil y avait un point fixe z,, le plus 
grand domaine connexe contenant 3, et contenu dans les domaines intérieurs 
aC et à f(C), serait invariant par la transformation Z= f(z), et sa frontière 
‘serait une courbe de Jordan sur laquelle se trouveraient deux points fixes. Ces 
points fixes appartiendraient alors à C, donc aussi a E, ce qui est contraire à la 
définition de cet ensemble. Comme l'intérieur de C ne comprend aucun point 
fixe, il s'ensuit qu’il appartient à l’ensemble E. Donc E est simplement connexe 
et la même démonstration s'applique aussi à l’ensemble E,. 

Soit F la frontière de E. Cette frontière est formée de l’arc alb et d’un continu 
linéaire L comprenant a et b, et dont tous les autres points sont intérieurs au 
cercle D. D’après la définition de E il s'ensuit que L est formé de points fixes. 
Alors comme on a évidemment 


J(E)=E,,  f(alb)= /f(alb) 


on-conclut que la frontière de E, est formée de l’arc ad’ plus le continu L. Le 
continu L forme donc l’ensemble des points fixes de la transformation Z = f(z). 
Il nousreste à prouver que ce continu est une ligne de Jordan. Il suffit, d’après 
un théoréme de Scheenflies (*) de prouver que tout point de L est accessible de 
l'intérieur de E et de l’intérieur de E,. | 

Soit « un point de L. Considérons une suite | | Cu | de cercles de centre « et 
dont les‘rayons forment une suite décroissante qui tend vers zéro. A chaque 
cercle GC, de cette suite, nous faisons correspondre par le procédé du n° 3.1, un 
domaine de Jordan A, de frontière F,, qui reste invariant par la transformation 
Le f(z): Sur T, se trouvent alors deux points fixes a, et 6,; ces points appar- 
tiennent à L, et divisent T, en deux arcs, l’arc a,/,6, situé dans Ket l'arc a,0,b, 
situé dans E,. Les points /, et 7, étant choisis arbitrairement sur ces arcs, on 


(1) Snoënrues, Die Lehre von den Panktmannigbaligkeiten, § 44 et 12, Chap. V. 
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peut joindre là ds par un arc de Jordan /,4,.,, situé dans la aie de E aces WE 
est intérieure à A, et extérieure à A,,,. On obtient -ainsi une suite d’arcs de © 


Jordan | . 
Ut, Bi ve las 2 L ; 
A ae 
; qui forment une ligne de Jordan intérieure à E, et ayant « comme seul point.) jacauas 
limite situé sur la frontière de E. Donc « est accessible de l’intérieur de K,et 
7 en opérant d’une manière analogue avec les points £,, on obtient ce aestaussi 
“HR accessible de l’intérieur de E,. ‘ . lan 4 ate 
| + es 
ù ‘ “ - 3 $ a 
Fr % wy 
, ¢ ae 
’ Bert, 
à ER 
L] SEA 24 À 
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RÉDUCTION DES ANNEAUX D’OPERATEURS 


Par M. J. DIXMIER. 


Dans un précédent article [1] (‘), j’ai défini et étudié les anneaux d’opé- 
rateurs de classe finie. Le présent article est consacré aux anneaux 
d'opérateurs quelconques (?}. J. von Neumann a montré [5] que ces anneaux 
étaient des sommes directes généralisées de facteurs (cette notion fait intervenir 
essentiellement la théorie de la mesure). En regroupant ceux de ces facteurs 
qui appartiennent à une même classe (la classification des facteurs a été faite 
par F. J. Murray et J. von Neumann dans [3]), on obtient une décomposition 
moins fine des anneaux d'opérateurs. Le but du présent travail est d'obtenir 
cette réduction indépendamment de [3], de [5], et de toute théorie de la 
mesure. Les démonstrations sont valables dans des espaces non séparables, 
alors que les démonstrations de [3] et [5] s'appliquent seulement aux 
espaces séparables. Les résultats contiennent donc la classification des 
facteurs dans les espaces hilbertiens quelconques. 

Les théorèmes qui suivent seront utilisés dans un autre Mémoire, à paraître 
dans Compositio Mathematica, où l’on généralisera aux anneaux quelconques 
la théorie de l'application 4, établie dans [1] pour les anneaux de classe finie. 

Des résultats voisins ont été obtenus par I. Kaplansky [2]. 


Notations et remarques diverses. 


On utilisera sans explications les notations de [1]. Cependant, quelques 
modifications ont paru préférables. 

(*) Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie. 

(2) Il sera toujours sous-entendu que ces anneaux contiennent 1. Cette restriction n’est d’ailleurs 


pas essentielle, d’après [4]. | 
Ann. Ec. Norm., (3); LXVIII. — Fase. 2. 24 
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1. Soit M un anneau d'opérateurs. Le centre de M sera noté M* (dans [1], 


il est noté MNM'). 


2. Si N est un ensemble quelconque d'opérateurs, on désignera par N 
l’ensemble des variétés linéaires fermées Ji telles que Px EN. Amey 


l’ancienne notation MM est remplacée par MEM. 


3. Soit MEM. On désignera par 9R*.ce qui, dans [4], était noté [INA] 


(cf. définition 3.1 de [1]). Rappelons que 9% est la réunion des U(9) où U 


parcourt M,. La variété M est la plus petite variété de M* contenant JN, ou 


encore la variété sous-tendue par les variétés équivalentes à IN ([1], 


lemme 3.1). Si (9e, est une famille de variétés de M, DM; est la plus 


petite variété de M* contenant les ME, donc les M;, done GB Mis d’où 
iel 
( PM Y=@ oni 


iel 


4. On écrira IN <9t s’il ernie une AR ON avec ICI. La rela- 


tion IN <JIU est réflexive et transitive. Si (IN; Jel Pesp- (IN; eid est une 
famille de variétés deux à deux orthogonales, et si MM; < IU; pent rel, 
ona D IN; < <7) Os: 


I. — Variétés finies et infinies. 
Les propriétés des variétés finies s’obtiennent à peu près comme dans 3]. 
Par contre, pour les variétés infinies, le fait que M n’est pas un facteur et la 


non-séparabilité de l’espace entraînent des complications. 


Dérinttion 1.1. — Une variété M EM sera dite finie si toute variété de M 


contenue dans M et équivalente à M est identique à M. Si MEM n'est ‘pas 


finie, MN sera dite infinie 


Dérnirion 1.2 — Une variété M EM sera dite proprement infinie si N40 et 


si, pour toute variété I1EM* telle que FN M Ao, WNM est infinie. 


Dérmition 1.3. — Une variété MEM sera dite purement infinie st M es 0 et 


st M ne contient aucune variété finie 0. 


On a immédiatement les implications suivantes : 


purement infinie + proprement infinie + infinie. 


Il est aussi évident que, si AN est infinie et si OW > m(m'eM), oN est 
infinie. Car si 2 RIM, avec M, CIM, M, 4M, ona 


mM! = MH (WS I) ~ I (OR ON) A. Si 


a. CT 
> LE 


+ 
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Lemme 1.1. — Soient (MN;),<, des variétés finies telles que les MU soient deux 
à deux orthogonales. M = D M; est finie. 
iel 


Démonstration. — Soit M'cM'i= a OI! une variété de M . Elle est compa- 


tible avec les 91, donc, posant AN, = NA, on a AÙ— DoW. D'autre 
ten 


part, M;= MN IM? est évident, Si alors NM’ € Met MVM, ona I CM, 
et Mv M,;, donc, puisque M; est finie, M— M;; done IV — M. 


‘Lemme 1.2. — Soit M une variété de M. Il existe une var 1été IU de NU telle 
Que E CN Est Hee 2° MNA(HEN)—o ou MN(HO I) est 
proprement infinie. 


Démonstration. — Considérons, grace au théorème de Zorn, une 
famille (9t;),e, maximale de variétés de M1 deux à deux orthogonales telles 


que ANA: soit finie pour tout z € I. Soit ER IG. On a NN IG; CIC; 


done (MNIU)IC es done les (NN IU)’ sont tne a deux orthogonales. 
D’après le lemme 1.1, IN NIC=Q MN A; est finie. Montrons par l’absurde 
iel 


que, si IN( HOC It) Ho, IN(HO IC) est proprement infinie. S’il existait 
une variété AU EM! telle que TU’ NINN(HO I) soit 4 o et finie on pour- 
rait ajouter IU NA(HOA) 40 à la famille (IN;),<;, ce qui contredit le fait que 
cette famille est maximale. — 


LEMME 1.3. — Sort M une variété proprement infinie. Pour tout entier n > 0, ul 
existe une partition N', M, ..., M de M telle que MGM LM... IN". 


Démonstration. — Soit M, CMNM—M,, avec MM, MW MU. 
Si UEM,, applique isométriquement M, sur 2M,, posons M;,1— UMN, ). On 
a O;,, = U(M), ce qui prouve, par récurrence, que AU DIM, DIN, 2 .... 
Soit 2; —M;OM;,:. On a M, = U(9), donco MMM... 


Ainsi (9U,, 9%, ...) est une partition homogène infinie majorée par ON. 


Considérons les partitions homogènes majorées par JI, qui contiennent 
I, A,, ... comme éléments. Soit hote de Zorn) ® =(JU;),<; une telle 
partition um Soit = Mey 1O(® a Appliquons le DE 6 


de [1] à IU, et IU, qui sont orthogonales. Il existe : 
deux variétés I, 9U-de M, aver. CIE; 
trois variétés orthogonales 7, n,, À, contenues dans A; 
_ trois variétés orthogonales »,, 7,, n, contenues dans IU; 


avec 
Li 1 eee) 
ny~ No, Now Ny, M,= Pr xn, Mi= MERE A, 


© 
DES 


PAP TP Ss A Se OURS ee 
. ro “7 k F1 § , : = Ps - ‘ 


‘tendue par la partition homogéne (n:P Res Donc : 


es que IN) XN). 
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On a OWN N Zo, sinon AM, CA, done Ny =n wn, CR, de sorte 


que ® ne serait pas maximale (on pourrait lui ajouter n,)- 
Puisque IU;~ It, pour vel, il existe dans 9; des variétés orthogo- 


nales n;, ñ;, n; avec . 
ni nr; n, © Nn); nin~ Na, M= ni PB nu® 4 A4 
Puisque Iv, et les IU; sous-tendent M, et puisque toutes ces variétés sont 


compatibles avec 9t et IU’, on voit que n,, les n;etles n; sous-tendent M, NI. 


Soit 9U* la variété sous-tendue par les n;et les ri. Comme I et IU{o} sont 
équipotents, on a Prirv nD (Dn i), donc MN, ANNI. Or at* est. sous-_ 
Led \i 


‘ 


Il existe une partition homogène infinie (Fick de M,N INA o. 


© Nous allons alors démontrer le lemme pour n= 2, afin de simplifier les nota- 
tions. Mais il sera évident que la démonstration est générale. pad Len deux 
sous-ensembles I,, L, équipotents à I, et posons M'=@ A, M°— @ I. 


iel, iél, 


M et M? sont orthogonales, sous-tendent M,N I, et M, NAN LM IME. 
Ceci posé, considérons les familles (Jt/),<, de variétés deux à deux — 


orthogonales' de M* possédant la propriété suivante : pour tout je], il existe 
des variétés on, Alias orthogonales, sous-tendant M, NAN o, et telles 
que M NN RM LM. Grâce au théorème de Zorn, considérons une telle 


famille maximale, que nous notons encore (9t/)-, pour simplifier. 


Soit À = SE: On a, NN = Ms sinon M N(HOÏ) Ho seraitinfinie, | 


et, laut dans l'espace HO À le raisonnement du début à M, n(He), 

on pourrait ajouter une variété de M* à la famille (9t/)., qui est pourtant 

maximale. Alors, les variétés Mix PIN (c=1, 2) sont les variétés du 
\ ; à ied ; 

lemme. : . : 


Lemme 1.4. — Soient M,, My, (resp. M, M,,) deux variétés de M ortho- 
gonales, complémentaires dans une variété AM. Il existe deux variétés A1, IV? 


deM avec? =HON telles que, ét Mis =; AFS ALT sj=1, ay. 
on ait NM LM, MN. LM. 


Démonstration. — Soit Miy= M;NM;(t, j =1, 2, 1’, 2"). Appliquons le 
théorème 6 de [A] à OM, et M4. Il existe deux variétés IN, W de Mi, 
ag W=HOI telles que Ms NA! Sh) re ADU May NI? < Mon A 

. On va voir que Jt', I* ont les propriétés du lemme. Par exemple, 
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Ms, et M,OIM,, sont orthogonales complémentaires dans IN,; May, 
et MsOM,, sont orthogonales complémentaires dans I1,. Or M, OM, 
et M, OM, ,. sont en position p’ donc équivalentes, donc leurs intersections 
avec JU’ sont équivalentes. Ceci, combiné avec I, NI LM yNIV, 


donne M, < ON). 


 LEMME 1.5. — Sz Ny, M, ..., ON, sont des variétés finies, B M est finie. 
; LA 


Démonstration. — Par récurrence, il suffit de prouver le lemme pour deux 


- variétés JM, M. Soient M—M, DM, et M,=MOmM,. M, est en 


position p’ avec M,O(M NM, CIM. done est finie. Et M,, JM, sont 
orthogonales complémentaires dans A. Bref, il suffit de prouver le lemme 
pour deux variétés JM,, 9. finies orthogonales. Supposons M = MN, PM, 


infinie. Alors (lemmes 1.2 et 1.3) il existe une variété 9 EM“ et une partition 
M,, Ma. de NN IN telle que MAI YUM, MN, Ho. 

Raisonnant dans JU et changeant de notations, on a la situation suivante : 
M, et IM, sont des variétés finies orthogonales, et II,, A, forment une 
partition de N= OM, PM, telle que MM, LM. Done M, IN, sont 
infinies. 

Appliquons le lemme 1.4 en changeant le rôle des indices. Il existe deux 
variétés 9U', JU? de M* avec les propriétés suivantes : X2=HOI; 
M NIT LM, NAT, done M, NAT! est finie; alors M, NAT RIM, NAT! est 
aussi finie; My NN ~M,NIV, done M, NI? et M, NAT? sont finies. 
Alors (lemme 1.1) M,—=(MnA)P(M;NITC) est finie, d'où contra- 
diction. 

Les lemmes 1.6 à 1.9 ne seront pas utilisés dans ce qui suit. Mais ils seront 
nécessaires pour la théorie des applications * annoncée dans l’Introduction. 


Comme ce sont des conséquences directes des lemmes précédents, nous les 
démontrons ici. 


Lemme 1.6. — Sorent M,, IN, deux variétés de M finies et équivalentes, 


et LEM une variété contenant M, et M. Il existe un UEM, conservant NN et 
tel que U(M, )= My. 


Démonstration. — Soit M'=MEM, CM. A est finie (lemme 1.5). 
Donc les opérateurs de M réduits par AN induisent dans A un anneau de 
classe finie. Alors (d’après [1], lemme 4.12) il existe dans l’espace IN un . 
opérateur unitaire de cet anneau qui transforme ON, en M. Prolongeons cet 
opérateur à H par linéarité en un opérateur U en posant De ee 


pour cEHOo. U est invariant par tout unitaire de M', donc UEM, et U 


transforme JN, en A, Se 


CN Ce ey PO ee OE EN y em 
+ «2 > d Dh x 


~ 
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Lemus 1.7. — Soient Mu, MN, deux variétés équivalentes de M. Il existe deux 
variétés MN, MN (resp. N,, ON) de M, orthogonales, sous-tendant M, 
(resp. MM, ) telles que M,=U'(M,) et M —=U’"(N;) pour un U'EM,, et 
un U"E My. | 


Démonstration. — D’ après le lemme 4.2, il existe une variété 91€ M" telle que 
M, NA soit finie et N,NA(HO IC) pr Re nie M, N (HON)=0|]. 


On a 
MuNI RM, NA et  JMNn(HON)-MN(HOX), 


de sorte qu'il suffit de démontrer le lemme en supposant successivement A, 
finie et ON, proprement infinie. Si IM, est finie, il suffit d'appliquer le 
lemme 1.6 (en prenant M —IN,, IN, —0o). Supposons désormais IN, 
(et JM, ) proprement infinies. Alors (lemme 1.3) il existe une partition 
(I, M) de M,, une partition (IN, M) de M, avec MyM, VMN, wv 
de swt’. Montrons par exemple qu'il existe un U'EM, tel que 

cant D (M " Il suffit visiblement de prouver que HO, VHS. Or 


HOM—=(HOM)DM -(HOM)DIU=H (ir, 2) 


et le lemme est démontré: 


Lemme 1.8. — Supposons H proprement infinie. Sovent M,, MN, des variétés 
finies. Il existe une variété équivalente à M, et orthogonale à M, . 


Démonstration. — Soit M, — HOM, . D’après le théorème 6 de [1 J appliqué 


a M, et MN, il existe deux variétés M, NT de M', avec 


=HOM, MAM <IMNM, MN Lon, now. 


Alors My NM est finie. M, AM est aussi finie. Puisque IN, et IN, sous- 
tendent H, M,NM et M,NIM sous-tendent IN, qui est donc finie 


(lemme 1.5). Comme H est proprement infinie, Mt =o. Alors 


May MN IM! LM, HM’ = My, 
ce qui prouve le lemme. 


» 


Lemme 1.9. — Supposons H proprement infinie. Si MN; ~MN(i=1, 2, ..., n) 
avec une variété M finie, il existe des MM (ê=1, 2; ...,n), deux à deux 


orthogonales, telles que o M;cC é ot 


Démonstration. — Par récurrence sur n, on est ramené a prouver ceci : 


soient JM, My, ..., ON, , des variétés deux à deux orthogonales équiva- 


lentes à M; soit IN, ~IN; alors, il existe une variété IU nM, orthogonale 
PON DA Maver on c(Sm)œan. 


1 
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one os n n—4 
Orpsoit at =(® mi) CO ( a Mi). ON, est en position p’ avec une variété 
EI / A 


contenue dans JM, donc MN, <M, <91. @ M est finie (lemme 1.5), donc 


t1 


(lemme 1.8) il existe une M LIN avec I orthogonale à ES JT. ML et N 


tt 


HA 
sont contenues dans HO( Em.) done (lemme 1.6) il existe un UEM, 


i—=1 


n—1 a te 
conservant © Met tel que UC), )ycm- U '(OIL) est la variété OW, cher- 
chée. à 


II. — Première réduction des anneaux d'opérateurs. 


Dérinition 2.1. — M sera dit de classe finie (resp. purement infinie) si la 
vartété H est finie (resp. purement infinie). 
C'est bien là la définition des anneaux de classe finie donnée dans [1]. 


Lemme 2.1. — Sort M, une variété finie, M, une variété purement infinie. M 
et M, sont orthogonales. 


! 


Démonstration. — Il existe ([1], théorème 6) des variétés m,, mi, 
(resp. m,, m,) orthogonales complémentaires dans IN, (resp. M) avec 
M KM, M, M, mi orthogonale a mA, Comme m, CM, m, est finie, et, 
comme My < Ma CI, m, — 0. Comme mn, km, CM, mn, est finie, et, comme 
m, CM, m,— 0. Alors, i= mm! est orthogonale à ON = mA. D'où le lemme. 


Lewme 2.2. — Soit H” la variété sous-tendue par l’ensemble des variétés 
purement infinies (*) : 

a. HeM; 

b. H? est purement infinie ; 

c. les variétés purement infinies ne sont autres que les variétés de M, 0, 
contenues dans H°!. 


. Démonstration. — H?'E Mest évident; H” est augsi invariante par tout UEM,, 
d’où a. Toute variété finie est orthogonale à H”, d’après le lemme 2.1, d’où 0. 
Par définition de H”, toute variété purement infinie est contenue dans H?'; et 
toute variété de M, £ 0, contenue dans H?’, est purement infinie puisque H” est 
purement infinie, d’où c. 


Lemur 2.3. — Sort H/ la variété sous-tendue par l'ensemble des variétés finies 
de M (°): 


(3) Si cet ensemble est vide, la variété sous-tendue est o conformément aux conventions usuelles. 


ae 


xe 
"4 
’ 

kr 


Dci A 


J. DIXMIER. 


192 


a. WEM’; 
b. Hf est finie ; : 
c. les variétés finies de M* ne sont autres que les variétés de M contenues 


dans UW’. 


Démonstration. — a est immédiat, c résulte aussitôt de la définition de H/ et 


de 5. Prouvons b. Soit QUE her la famille des variétés finies de M*. Soit IUCH’, 
avec JU~ H/. Pour toutz El, ona 


MNAM,c HS NMN= M: et ITN MN; ~ Mis 


d’où, comme JM; est finie, ITN MN;= Mi. Donc ILD IN, et par suite b> HS. 
D'où IU= HY, ce qui prouve b. 


LEMME 2.4. — Il existe une variété finie M telle que Mi =HOH”. 


Démonstration. — Soit (M ke une famille maximale (théorème de Zorn) 
de variétés finies telles que les ON}? soient deux à deux orthogonales. 
Soit I — BY, qui est finie (lemme 1.1). Ona M CHOH? (lemme 2.1), 


done mic HOH? (lemme 2.22). Si MN (HOR) OM 0, NV, n'étant 
pas Sepi infinie, contient une variété De ino; comme I'EM', 


ona MEN, de sorte qu'on pourrait ajouter mt a la famille (M. er qui ne 
serait pas maximale. Done Ni = HOH”. 


Lene 2.5. — a. Toute variété de M contenue dans H est finie. 
Bsn L" Fabs des variétés hi sous-tend HO He (° ) 


Démonstration. — a est A TA Prouvons b. Toute variété finie est 
contenue dans HOH” (lemme 2.1). D'autre part, les variétés équivalentes à 
une variété Iv sous-tendent A? ([1], lemme 3.1), donc HOH” si l’on prend 
pour JU la variété IN du lemme 2.4. 

Posons Hi— HO CH’ EH”). On peut grouper les principaux résultats | qui | 
|: Precedent de la manière suivante: | ; 


Tatorime 1. — Il existe tro variétés He, H/, Hi, appartenant à M, deux à deux 
or. thogonales, sous-tendant H, avec les propriétés que voici : 


a. M induit dans H" un anneau de classe purement infinie. Toute variété 4 o 
d’un tel anneau est purement infinie. 
b. M induit dans W un anneau de classe finie. Toute var iété d’un telanneau est 
finie. 
ce. M induit dans M un anneau pour lequel : 1° aucune variété n’est purement 
infinie; 2° aucune variété du centre nest finie. x 
d. HP, HY, Hi sont déterminées univoquement par les propriétés précédentes. 


\ 


fs 
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Ill. — Deuxième réduction des anneaux d'opérateurs. 

Elle va être basée sur les notions suivantes : 

Dérinirion 3.1. — Une variété MEM est dite irréductible si M40 et s’il 
n'existe aucune partition homogène d'ordre 2 majorée par M. 

DÉFINITION 3.2. — Une variété MEM est dite simple si M < 0 et s’il existe 
une partition homogène (M),e1, avec Mir M pour vel, et BM:EM.. 

4 iel 
Dérimition 3.3. — Une variété MEM* est dite homogène si M 0; et s'il 


existe une partition homogene ( MN ;),<,de M, les MN; étant irréductibles (et simples 
d’après la définition 3.2). 


Quand M est de classe finie, les définitions 3.2 et 3.3 coincident avec les 
définitions 4.2 et 4.6 de [1 | (car alors toute partition homogène est finie :[1], 
lemme 4.2). La définition 3.1 n’est autre que la définition 4 .b de [4]. 


Lemme 3.1. — Toute variété aredubrblé est finie. 


Démonstration. — Elle résulte aussitôt des lemmes 1.2 et 1.3. 


LEMME.3.2. — Sort Nt une variété irréductible. 


a. Sotent A et B des opérateurs de M réduits par M. Les parties induites par A 
et B dans IN sont permutables. 


b. Soient M,, M, des variétés orthogonales contenues dans Mt. M et M sont 
orthogonales. 


Démonstration. — Ce lemme est démontré dans [1] (lemmes 4.7 et 4.8). 
Les démonstrations de AA ne font nul usage du fait que M est de classe finie. 


LEMME 3.3. — Soit ON une variété trréductible et ITC MN une variété de M. 


Ona N=MNIN. 


Démonstration: = Soit IV=MOM: On a ICM et AC A, done 
NCMN IU. De même CM NI". IN et IU sont orthogonales, donc aussi 
(lemme 3.26) MNIM CIM et MNIVicM. Comme À et AL sont complé- 


_mentaires dans JON, on a nécessairement 


MnIM=IM, MnIi=oav. 


Leume 3.4 — Sozent I, MN, deux varietés aS Pour be M Gove) Gas 


il faut et il suffit que Ni = om. 


Ann. Ec. Norm., (3), LX VIII. — Fasc. 2. Ge 


‘i 


xt were Reis ie thes sk at « SRE Mi) 


L 
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Démonstration. — La condition est nécessaire d’après le lemme 3.1 de[1]. 
Montrons qu’elle est suffisante. Supposons mi =onr', et appliquons le 
théorème 6 de [1] a ON, et MM. Il existe des variétés m,, mi, (resp. m2, mM, ) 
orthogonales ces dans M, (resp. M,), avec m, <M, m, <m,, 
m3 erthbeonate a m*. Ona 


ont = mig mi, oni = mi @ m4; 


mi est orthogonale a m,', mcm, mcm, donc l'hypothèse mi = M; 
entraîne mi = mi, mi = mA. On am, rm, avec m, Cm, donc mi = ml = mi, 
et, comme (m,Qm,)* est orthogonale à m* (lemme 3.26), (m,Qm,)'=0, 
mM, = M, M M. De même m, ~m,. D'où le lemme. | 


LEMME 3.5. — Soit M une variété homogène, et( IN; )ie1, (MN; ),<, deux partitions 


. homogènes de M, les M et les AL étant trréductibles. | et J sont équipotents. 


Démonstration. — Si I par exemple est fini, Mest finie(lemmes 3.1 et 1.5). 
Alors J est fini ({1], lemme 4.2). D’ailleurs le lemme 3. 4 prouve que M; 
Si I et J n’avaient pas le mème nombre d’éléments, on voit aussitôt que 9 
serait équivalente à une variété strictement contenue dans JI, ce qui est 
absurde. Donc I et J sont équipotents. Supposons maintenant I et J infinis. 
Considérons un indice particulier tel. Soit /; EM:, avec f; # o, et soit IU; la 
plus petite variété de M contenant /;. On a A: CM:;, donc, posant N= a, 
N= M:N IN (lemme 3.3). D'autre part, f; est orthogonal à toutes les MN; saut 
au plus à une infinité dénombrable d’entre elles, soit(9M;),e1. Donc € EM 


et par suite IU;C Qn, Ceci posé, comme M; vo; pour r El, + site 
une 91; CAM; avec not suivantes : . 


1° Niw dt, et par suite MN, N=NNM:: 
2° A; est orthogonale aux I sauf au plus à une lante dénombrable 


d’entre elles. 


Comme les M; sous-tendent M, les N;—NNM; sous- -tendent Jt. Alors, 
pour toute JM; existe une JU, non orthogonale à IN, (sinon M; serait ortho- 


gonale a IU; io, toute IN, Graiyalente à ON, serait het à REM* 
donc JN serait orthogonale : à ICM, N=0, N; = 0 contrairement à f;# 0). 
D'après ce qui précède, 7; ne peut être le même que pour une infinité 
dénombrable au plus d’indices 7. On en déduit aussitôt : 


puissance de J — puissance de I >< 8 )= puissance de I, 


et, par symétrie entre I et J, le lemme est démontré. 
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Nous pouvons alors poser la définition suivante : 


Derinition 3.4. — Soit M une variété homogène. On appellera degré de M la 
puissance de toute partition homogène de M dont les éléments sont irréductibles. 


Les lemmes 1.5 et 3 1 prouvent aussitôt que 9, homogène, est finie si et 
seulement si son degré est fini. 


LEMME 3.6. — Sz OW est une variété homogène de degré x, toute variété IC 
de M*° contenue dans M et Æ 0 est homogène de degré «. 


Démonstration. — Soit (M;),e, une partition homogène de IN, les IN; étant 
irréductibles et I ayant pour puissance a. Les ICQ M; forment. une partition 
homogène de 2% et sont irréductibles, ce qui prouve le lemme. 


LEMME 3.7. — Sout a un nombre cardinal. S'il existe des variétés homes gènes de 
degré a, il en existe une, soit H*, plus grande que toutes les autres. Alors, les. 


variétés homogènes de degré à ne sont autres que les variétés 4 o de M° contenues 
dans H*. 


Démonstration. — Considérons, parmiles partitions dontles éléments sont des 
variétés homogènes de degré a, une partition maximale (théorème de Zorn), 
soit (IN; hier Soit ies faite Soit, pour zél, (9UV),<; une partition de MN; 


dont les éléments sont irreducti bless on peut supposer l’ensemble d’indices J 
indépendant de ¢ et de puissance «. Soit I/= @ IU. Les IU, où jEJ, forment 


iel 
une partition homogène d’ordre « de H°. De plus, IU est irréductible; CAT, 


soit (m, m) une partition homogène majorée par IU; soient m;—mNAV, 
mm NA; comme mem a, on am~wm,~ o pour un7él, de sorte que 
(m;, m;) est une partition homogène majorée par IU, ce qui est absurde. Donc 
_H* est homogène de degré «. 

Maintenant, soit 9 une variété homogène de degré «. Si 


mM — MQ (MNH*) Ho, 


ON est homogène de degré « d’après le lemme 3.6, donc on peut ajouter JW à 


la partition (M;).e,, ce qui est absurde. Donc IM = 0, c’est-à-dire que 9 CH. 
H* est donc bien la plus grande des variétés Certes de degré a. La fin du 
lemme résulte aussitôt du lemme 3.6. 


Lemme 3.8. — Si a et 8 sont deux nombres cardinaux différents pour lesquels H® 
et H$ existent, M° et H® sont orthogonales. 


Démonstration, — Si H*NAH°<o, H*NH° est homogène de degré « et de 


we 


re 
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degré B (lemme 3.6), ce qui est absurde. Donc HN H?= 0, et le lemme en 
résulte puisque H*EM* et He em. 


Lemus 3.9. — Toute variété irréductible M, contient une variété irréductible 
simple. 
Démonstration. — Considérons les partitions homogènes qui contiennent M, 


comme élément, et soit (9t;)e, une telle partition maximale (théorème de 
Zorn). Soit M =HO (DM). Raisonnant exactement comme dans [1] 


iel : 
(lemme 4:9), on détermine, pour véI ou zo, des variétés mC, 


5 Me Les Lot © i A a 
équivalentes, +40, sous-tendant une variété de M’. Alors m, est la variété du 
lemme. 


a . FL) r x 
Tutortme 2. — Sort A l’ensemble des nombres cardinaux inférieurs ou égaux a 
la dimension de H. Il existe une famille (H*),<, avec les propriétés suivantes : 


a. H*=0 ou H* est homogène de degré a; l’ensemble des variétés homogènes de 
degré à est l’ensemble des variétés A 0 de M* contenues dans H*; cette propriété 
détermine univoquement H*; À 

b. H* et HP sont orthogonales sia 8; 


c. H°—H e( =: HF) ne contient aucune variété wréductible ; 
aeA y ' 


d. H*CH si « est fini, H°C Hi st à est infini. 


Démonstration. — a et b sont déjà prouvés, prouvons c. Si H° contient une 
variété irréductible, H° contient(lemme 3.9)une variété irréductible simple m, 


et, comme H°EM*, H° contient la variété homogène m. Le degré de cette 


variété homogène est évidemment un nombre de A, soit «, de sorte que mCH, 
d’où absurdité. Donc H° ne contient aucune variété irréductible. ; 

Prouvons d. On a déjà observé que, si « est fini, H* est finie, done H* CH”. 
Soit maintenant «€ À un nombre cardinal infini tel que H*=4o. Il existe une 
variété irréductible 27 telle que H*= A. It est finie (lemme 3.1), done 2 et 
par suite A4 sont orthogonales à Hoi (lemme 2.1 ). D'autre part, si H*NH/Z 0, 
H* MH’ est homogène de degré « (lemme 3.6), et finie, ce qui est absurde; 
donc H* est orthogonale a H’. Done H* cH’. 

Nous allons voir maintenant que M induit dans chaque H*, («@A), un 
anneau de structure simple. Pour mieux comprendre l'intérêt du théorème 
suivant, rappelons que (indépendamment de tout anneau M), si (9), est une 
famille de variétés deux à deux orthogonales sous-tendant H, un opérateur A 
est parfaitement déterminé par le tableau à double entrée des opéra- 


teurs Pox, APon.. Si de plus les AM; ont même dimension, et si Uj; est un opéra- | 


teur partiellement isométrique admettant M; pour variété initiale et 9, pour 
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variété finale, on peut aussi bien définir A par les Uy, Pom, AP ox, y= Be AU, 
étant un indice particulier de I. Ces opérateurs appliquent AN, dans M, et 
s’annulent dans HO M,, de sorte qu’on peut se contenter de considérer leurs 
restrictions Aj; à 9R,. La représentation matricielle correspond au cas où 
les M; sont de dimension 1, et le calcul sur les A s’effectue d’ailleurs à l’aide 
des A;; par les règles habituelles du calcul matriciel. — . 

Si M est abélien, H est, on le voit aussitôt, irréductible, de sorte que, avec 
les notations précédentes H— H'. On va voir que l'étude Hes M dans une H* se 
ramène a l’étude des anneaux abéliens. 


Teton 3. — Supposons H homogène de degré «. Soit (ON;),¢; une partition 
homogène de M, les M; étant irréductibles, | étant de puissance «. Soit U;;E Mp, 
admettant MN; pour vartété initiale, ON; pour variété finale. Soit 1, un indice 
particulier de I. Il existe dans l’espace M, un anneau abélien d ‘opérateurs, soitN, 
avec la propriété suivante : l'opérateur hor né A de H est dans M si et seulement si 
les restrictions A;; à M, des U,,AU,, sont dans N. N n’est autre que l'anneau 


induit par M dans M, 


f 


Démonstration. — Les opérateurs de M réduits par M, induisent dans AM, un 
anneau d'opérateurs N qui est abélien (lemme 3.2a). Si A€M, U, AU, eM 


applique 1, dans ON, et s’annule dans HO M,, donc est réduit par J1,, et sa 
partie induite Aj; dans Ji, est dans N. Réciproquement, si A;;EN, les Ajj, 


_ donc A, sont invariants par tout opérateur unitaire de M’, de sorte que AEM. 


Is SS Relations avec la réduction de J. von Neumann. 


Nous allons, dans toute la fin de cet article supposer H séparable, et utiliser 
sans explications les notations de [5] en méme temps que les notations 
précédentes. 

M est engendré par une résolution de l’unité E(A). Soit (A) une N-fonction 
équivalente à E(A). Il existe une représentation de H comme somme directe 
généralisée d’espaces H(A) avec la N-fonction o(A), à laquelle appartiennent 
la décomposition de l’unité E(A) et l’anneau M1 ([5], théorèmes III et IV). 
Soit M~ EM(2) la décomposition de M en facteurs ([5 |, théorème VIT), bien 
déterminée si l’on néglige les ensembles de 5-mesure o. Il s’agit d'étudier la 
classe de ces facteurs suivant la valeur de À. Nous aurons He des lemmes 


suivants ; 


Lemme 4.1. — Soit EEM un projecteur proprement infini ("), Hw aa, sa 
décomposition. Les E(A) sont nuls ou infinis s-presque-partout. 


(*) Ce qui signifie que la variété correspondant à E est proprement infinie. De même plus loin 
pour les projecteurs finis, irréductibles, ete. Nous employons l’expression s-presque-partout pour 


dire : sauf sur un ensemble de s-mesure nulle. 


‘ DN Tree ae ee ee ROR. eas D TES, i 
si 4 URI ES LF STS ee ne CE Et PL EN DR i 
ae E ets a \ > 
‘ € L ù , ’ 
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Démonstration. — Il existe (lemme 1.3) des projecteurs E,, E, de M avec 


E,E,=0, E,+E,=E, EvE, LE. 


Soient E, SE, (À), E, VXE, (À) les décompositions de E,, E,. E,(A), E,(A) 
sont des projecteurs, 
: E(2) =E,(2)+E,(2),  E,(A) E,(A)=0, 


tout ceci o- presque- partout. EWE, gent qu'il existe un U€ Mavec U*U = x, 
UU*=E,, d'où, si UW LUA), 


(U(A) PU(A) = EB (A), U(A)(U(A))*= Ex (à), 


c'est-à-dire E(A)~E,(A); de même E(A)~E,(A) (s-presque- partout). 
Si E(A) 4 9, ceci prouve que E(A) est infini. 


Lemme 4.2. — Soit HEM un projecteur pee E~XE(A) sa ) décomposition. 
Les E(A) sont finis FDA PORN: 


Démonstration. — Utilisons plus spécialement les notations du lemme 17 
de [5]. Les couples (A, V) dans l’espace r >< S,, vérifiant AEA, et (21.2) de[5] 
forment un ensemble D, qui est borélien. Comme dans la démonstration du 
lemme 7 de [5], il en résulte l’existence d’un WAV EME), dépendant 
mesurablement de A, avec, pour EM, 


VOYVO)=E(Q), VA) V (ATS V(A)V(AYE(A) A E(A), 
et, pour A@M_, V(A)=o. Soit VwEV(A) [les V(A) sont partiellement 
i. isométriques, donc ||| V(A)||| 1]. Soit F(A) l'opérateur égal à 1(A) pour 
“ae .ÀEM,, à 0(A) pour À &M, [ F(A) est mesurable puisque M. l’est], et FY ZF (A) 
| qui est un projecteur de M*. On a V*V = EF, VV* — VV'EF; comme E est fini, 
À EF est fini, donc VV*EF = EF; pour AEM, on a donc VO) VAYE(Q): = E(A) 
ne. 3-presque-partout. Donc M, est de 5-mesure nulle. 


ee Lemme 4.3. — Soit E un projecteur trréductible, E~ SE(À) sa décomposition. 
Les E(A) sont nuls ou minimaux o-presque-partout. | 


Démonstration. — Utilisons encore les notations du lemme 17 de [5]. Consi- 
dérons les couples (A, E) dans r> 58, tels que AEA’ et tels que — 


ie ' | E 401 Ag(A)IV= oft Ag(A) INE, Rgw— Ag(a)* FA — F1 A, (A) SE, 
4 À RES E=E,B=E0, Esh-E (A) INSEE YX JNK (A) 50. 


A la maniére habituelle, on prouve que ces couples forment un ensemble | 
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dorer D, dans r <5S,. D'où l’existence d'un E (A)EM(2), dépendant mesu- 
rablement dé À, projecteur pour tout À, avec 


E()E()=E()ZE(G),  E()Zo(à), 


lorsque À appartient à la projection M de D, UD, VU... UD, surr, etE(A)—o(À) 
pour les autres valeurs de À. M est l’ensemble ie points pour lesquels E(A) 
n'est ni nul ni minimal. Soit E’-~ ZE'(A). E’ est un projecteur de M avec E,<E. 
Puisque E est irréductible, on a (lemme 3.3) E'—EF avec FEM’. Soit 
FHEÉF(A), avec F(A) = 1(A) ou o(A) pour tout À. On a alors E’(A) = E(A) 
ou o(A) o-presque-partout. Donc M est de o-mesure nulle. 


Lemme 4.4. — SiC, nest pas de o-mesure nulle, il existe un projecteur trréduc- 
uble KEM, de décomposition Ero XE(h), tel que E(A) 40 pour 0EC, , 
E(A) = 0 pour h€&C,,. 


Démonstration. — Soit H* un espace de Hilbert de dimension mn(n=1, 
2,..., ©) et M*, M‘ une factorisation couplée de classe (I,,, [,) dans H*. 
M(A) est de classe (1,,, I,) si et seulement si il existe un isomorphisme de H* 
sur H(A) qui transforme M* en M(A). Comme dans le lemme 20 de [5], les 
paires (A, U) dans r>:S,,, pour lesquelles : 1° AGA‘; 2° U est unitaire 
dans H*; 3° J U transforme M* en M(A) forment un ensemble borélien. D’où 
l'existence pour AEC, , d’un U(A)ES,,, tel que l’image inverse, dans l’appli- 
-eation A> U(A), de tout ouvert de S,,,, soit o-mesurable. Soit d’autre 
part EES,,, un projecteur minimal de M*. On prouve à la manière habituelle 
que JAU(A)EU(A) 1 I+ ZE, (A) est un projecteur de M(A) dépendant 
c-mesurablement de À pour AEC, ,. Posons E(À)=E,;(1)Æo pour 
AEC, 1(R2—=1,2,..., ©), E(A) = 0 pour AGC,,. E(A) dépend c-mesurable- 
ment de À; EXE(À) est un projecteur de M. On va prouver que E est 
irréductible, et le lemme sera établi. 

D'abord Eo puisque E(À)< 0 sur l’ensemble C,, de c-mesure non nulle. 
Ensuite, supposons des projecteurs E,, E, de M avec 


E, E.= 0, ; BK, E, By BE; E, ~~ Es. 
Soient E,W ZE,(A), Ex ZE,(A) leurs décompositions. On a 
E,(A)E(A)=0o,. ExAVZE(A): E()ZE(), Bi (A) ~ E, (A) 


g-presque-partout. Comme E(A) est nul ou minimal pour tout À, il en résulte 
E,(A)—E,(À)= 0 o-presque-partout, donc E,—E,—o, de sorte que E,, E, 
ne forment pas une partition : E est irréductible. 


Lemme 4.5. — Sv H est homogène de degré a(a—1,2, ..., No), M(A) est un 
acteur de classe 1, o-presque-partout. 
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Démonstration. — Soit (E;)e, une partition homogène de 1, les E; étant 
a 


irréductibles et I de puissance a. On at =) i au sens de la convergence forte 
24 

des suites d'opérateurs (si a est fini il n’y a même pas de question de conver- 

gence). Soit Erv2E;(À) la décomposition de E;. Les E; (À) sont des projecteurs 

nuls ou minimaux o-presque-partout d'après le lemme 4.5, et E, GATE () 


pour :<j o-presque-partout. D’aprés [5] (p. 444), VE, entraine 


1(A) = EA) c-presque-partout, à condition de grouper éventuellement 


certains termes dans la série. Comme les-E;(2) sont des projecteurs ortho- 


gonaux, on à 1()= VE; (À) au sens usuel o-presque-partout. Pour achever — 
de prouver le lemme, il suffit donc de prouver que E;(À)<o c-presque-partout. 
Or, si l’on avait E;(À) =o sur un ensemble M de o-mesure non nulle pour 
un “el, on aurait E;(X)—o pour AEM et pour tout : el puisque E; VE; 
entraine K; (A) VE), d’où Re ee partout sur M, ce qui est 
absurde. 


TRUE 4.6. — St H — Hn H°, c’est-à-dire si H est finie et ne contient aucune 
variété uréductible, M()) est un facteur de classe Il, o-presque-partout. 


Démonstration. — 1(h) est fini o-presque-partout d’après le lemme 4.2. 
CG, est de c-mesure-nulle pour m=1, 2, ..., oo d’après le lemme 4.4. 
Done M(A) est de classe IT, o-presque-partout. Fri. 


LEuMME 4.7. — Si HE = H'AH°, M(A) est un Free de classe II. o-presque- 
partout. 


Démonstration. — Par définition de H/, H'est proprement infinie, donc 1(A) 
est infini 5-presque- partout d'après le lemme 4.1. C,, est de o-mesure-nulle — 
pour m=1, 2, ..., © d’après le lemme 4.4. Done M(A) est de classe II, ou — 

III s-presque-partout. Soit 9 une variété finie telle que M*— H (lemme 2 4), ; 
et soit Pw XE(A). E(A) est fini 5-presque-partout (lemme 4.2), et un 
raisonnement déjà fait prouve que E(A) 0 5-presque-partout (à cause de 
_ MNi=H). Done M(A) est o-presque- parut de classe IT. 


- Lemme 4.8 — Sr H — Hp, M(A) est un facteur de classe I, ou III FRreauee 
partout. 


_ Démonstration. — Il suffit d'utiliser le raisonnement de la démonstration 
précédente. Bl ae 
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Nous pouvons maintenant aborder le cas général. H est sous-tendue par les 
variétés suivantes de M‘, deux à deux orthogonales (nous écrivons o au lieu 


de No) : 
Hi, He .,.,H°; Henly’; Hon: Hi 


Reprenant la résolution de l’identité E(A) qui engendre M’, on peut supposer, 
au besoin en remplaçant la représentation de H avec les H(A) par une repré- 


sentation équivalente ([5], définition 3) : 


BG 3 NS) Ph AE ES) ETS) Pave ae 
E(— 1) — E(— 2)= Pwaws; E(o) —E(— 1) = Pue; 


E(n)— E(n = IN Peet pour a) 72 == 1, oy * 


Soit A,, Ay, ... une suite d’opérateurs engendrant M. Soit A;~wZA;(A) la 
décomposition de A;. On peut supposer que M(A) est l’anneau engendré par 
les A;(À). 

On a, d’après les définitions (cf. notamment [5], p. 422, ligne 8), 
E(1) — E(o) WXF(A), où F(A) =1 pour 0 A421, F(A)=0 pour AZo, 


| À >1. Done A,(E(1) — E(o)) NEÈA;(Q)FO).Sio < Weds A; A)FQO) = AA), 


de sorte que M(A) ne change pas si l’on remplace les A, par les A;(E(1)—E(0)). 
Or les A;(E(1)—E(o)) =A;Py engendrent MP,.. Ainsi le facteur M(A), 
pour o< A1, ne change pas si l’on remplace M par MP, Par suite, pour 
étudier la nature des M(A) quand oC À Z1, on peut supposer H—H*. Un 
raisonnement analogue vaut pour les autres valeurs de À, et les lemmes 
précédents prouvent alors que : 


Sn 1 < Aeon (n—1,2,.,:) M(X)estdeclassel,. 


Si —1<AZo, | M(A) eats 
‘Si —-2<A2—-1, M(À) “Sainte ws ioe 
Si —3<jA2- 2, M(A) » HS, 


MES, M(A) » IL, ou Il. 


Pour résoudre le problème de mesurabilité de von Neumann ([5], p. 471), 
il suffit donc de se placer dans le cas où M est de classe purement infinie. 
Ceci, d’ailleurs, ne simplifie nullement la solution. Notons seulement qu’une 
manière plus précise, et assez naturelle, de poser le problème est la suivante : 
si M est de classe purement infinie, les M(A) sont-ils de classe III 5-presque- 
partout ? Jusqu’a nouvel EUR il pourrait arriver que tous les mo soient de 


classe II, !!. 
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1949, 


Dp. HO) : a a 


(2] I. er oie, Projections i in Banach algebras (Ann, las t. 53, 1951, P. a) | aa x 


D fe von Neumann, ber Algebra der Funktionaloperitionen my Thane re Normalen ere hi ; 
(Math. Ann., t. 102, 1929, p. 370-427). “ £ | 


[51. J. von NEUMANN, On rings of es Reduction theory (Ann. HN 1. 80, 
pane) A ; P : > 


CONTRIBUTION A L’ ETUDE 


DES 


TREILLIS SEMI-MODULAIRES 
DE LONGUEUR INFINIE 


Par M. Rosert CROISOT. 


INTRODUCTION. 


On sait qu'un treillis est dit modudaire s'il vérifie la condition 
LYC entraine ENV 20e UT) 


Il est are connu que, dans les treillis de longueur finie, la modularité peut 
être caractérisée autrement : soit par able des deux conditions : 

(2) x couvre æN y implique æU y couvre y 
et (2’), duale de (2), soit par l’ensemble des deux conditions : 

(1) wet y couvrent æN y implique xU y couvre x et y 
et (1°), duale de (1). | 

La notion de treillis semz-modulaire de ee finie a son origine dans 
l’idée d’imposer seulement Ja condition (2) ou la condition (1). Que l’on se place 
à l’un ou à l’autre point de vue, on aboutit à la même notion, les conditions 
(1) et (2) étant équivalentes dans les treillis de longueur finie. Cette notion est 
digne d’intérét, car il existe des exemples importants de treillis de longueur 
| AL semi-modulaires et non modulaires : treillis des variétés linéaires has 
géométrie affine, treillis des partitions d’un ensemble fini, treillis des sur- 
corps algébriquement fermés d’un corps K contenus dans un sur-corps de K 
de dimension finie. G. Birkhoff (Lattice Theory, Colloquium, 1949) a donné 
deux autres caractérisations des treillis semi-modulaires. En fait, 7c existe 


Ann. Éc. Norm., (3), LEVI. — Fase. 3. 25 


met 
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une foule de conditions équivalentes a la semi-modularité dans les treillis de 
longueur finie, conditions que j’introduis ici (Chap. 1) et qui constituent 
autant de propriétés caractéristiques utiles de ces treillis. G. Birkhoff a 
remarqué la non- équivalence des caractérisations qu’il indique lorsqu’on les 
étend à des treillis qui ne sont plus de longueur finie et il demande en parti- 
culier dans son problème 44 de comparer les deux dernières caractérisations 
dans les treillis quelconques et dans les treillis satisfaisant à une condition de 
chaine. Je résouds ce problème dans le Chapitre IT en recherchant plus généra- 
lement toutes les implications binaires existant parmi les conditions introduites 
précédemment, successivement dans les treillis quelconques, dans les treillis 
satisfaisant à la condition de chaîne ascendante, dans les treillis satisfaisant à 
la condition de cliaine descendante. Cette étude montre que la notion de semi- 
modularité se morcelle à l'extrême dans les treillis quelconques. Un regroupement 
partiel des conditions apparaît lorsqu'on se borne aux treillis satisfaisant à une 
condition de chaîne, regroupement différent suivant qu’il s’agit de la condition. 
de chaîne ascendante ou de la condition de chaîne desc ste 

Cette divergence considérable des divers aspects de la semi-modularité dans 
les treillis quelconques soulève le problème de la définition générale d’un 
treillis semi-modulaire. Ce problème sera repris à l’occasion d’une autre 
publication (*). Son étude conduit à adopter comme définition générale de la 
semi-modularité la condition suivante, due aS. Mac Lane : 


(5) CONS SY ees 
entraine l’existence de ¢ tel que l’on ait 
LNS LI et ({Uy)nz= 7. 


Le Chapitre IV s'occupe de la validité des conditions examinées dans un 
exemple concret intervenant en Physique mathématique, celte des variétés 
linéaires fermées d’un espace de Hilbert. 

Ce travail donne, en particulier, la solution des problèmes 44 et 47 de 
G. Birkhoff qu'il replace dans le cadre d’une étude beaucoup plus générale. 
D'autre part, il pourra être utile dans un certain nombre de questions, notamment 
dans la caractérisation axiomatique des exemples concrets importants de treillis 


semi-modulaires de longueur infinie et dans la recherche de tous les treillis 


vérifiant de théorème FR Schreier (V. Korinek ayant montré que les seuls 
treillis de longueur finie vérifiant le théorème à un certain point de vue sont les 
treillis semi- -modulaires ). 

La publication ci-dessus mentionnée sera consacrée à quelques applica- 


_tions a propriétés des notions étudiées ici. 


Se EN RE CT 


(1) R. Crorsor [3]. (Les numéros entre crochets renvoient à la Bibliographie placée à la fin du 
Mémoire. ) 
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CHAPITRE I. 


INTRODUCTION D’UN CERTAIN NOMBRE DE CONDITIONS ÉQUIVALENTES A LA SEMI-MODULARITÉ 
: DANS LES TREILLIS DE LONGUEUR FINIE. 


1. CONDITIONS PORTANT SUR DES CHAÎNES EXTRAITES DES TREILLIS. — a. Soient x et y 
deux éléments d’un treillis. Envisageons en y et æU y. 


THÉORÈME 1. — Les propriétés suivantes sont équivalentes : 


Io Sz une chaine |æ,}\telle que zNyHx,Z a est.sans répétition, la 
chaine |x,Uy | (telle que y <æx,U y <æU y) est aussi sans répétition; 

2° L'application a! > x'Uy du sous-treillis|æ ny, «| (*) dans le sous-treillis 
ly, UY | est biunivoque (x, < x, entraine x, Uy x, Uy); 

3° L’apolicauon y'—y'Nx du second de ces sous-treillis dans le premier est 
une application sur; 

4° Toute chaine maximale | x,} entre xNy et x peut être obtenue sous la 
forme x,= y,Qx à partir d’une chaine | y,}\ entre y etxU y: 

5° Pour tout élément 3 tel quexNny<z3<x,ona(zUy)Nx=3;, 

6° Le couple (x, y) est modulaire (?), ce qui signifie que, pour tout élément z 
tel quez Ax, on azU(yNnxr)=(zUy)Nx. 


Démonstration. — Il est manifeste que 2° entraine 1°. 

3° entraine 2° : si 2° est en défaut, il existe a’, et x, tels que æ Uy—x,Uy; 
on a(z,Uy) Na XX, et (a, Uy)Nx Xz; x, et x, étant Senet! il y a au 
moins une de ces inégalités qui est stricte, soit par exemple (æ, Uy)Næx > x; 
x, ne s écrit certainement pas sous la forme y, Nx avec yy, = xUY, car on 
devrait avoir y, =æety,>=y, donc y, =æ,Uyety, Xe Sana ZT, 
3° est aussi en défaut. 

4° entraine 3° : si 3° n’est pas satisfaite, il existe un élément x’ tel que 
ony Za' Zax qui ne s'écrit pas sous la forme y'N x; il suffit alors de faire 
passer une chaine maximale entre xf y et x par x’ pour mettre 4° en défaut. 


(4) La notation [a, b], où a et 6 désignent deux éléments d’un treillis tels que a <b, représente 


le sous-treillis convexe, ensemble des éléments w tels que a <u= b. 


(2) Notion due à L. R. Wizcox [1]. 
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5° entraine 4° : la chaîne {a,Uy} répond à la question, car NY. LL, 
implique, en vertu de 5°. (27,Uy ) Nava. 

6° entraine 5° trivialement. 

1° entraine 6° : supposons qu’il existe un élément tel que 6° soit en défaut; 
on a anyZsu(yne)<(suUy)NxZa; la chaine sans répétition 
{zU(yNnx) <(zUy)Nx |} est telle que la chaine 


{[su(ynaz)luy=[(suy)nz]uy } 


présente une répétition; 1° est en défaut. 


Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu, pour un RU (æ, y), je dis 
que ce couple vérifie da propriété a. 


b. J'introduis les propriétés suivantes, analogues à 1° et 4°: 


Définitions. — (x, y) vérifie la propriété b si, pour toute chaine maximale 
{æ.} (telle queæNny<æ,“æ), la chaîne {æ,U y }(telle que y LAUy EU y) 
est aussi maximale. 

(æ, y) vérifie da propriété c si, pour toute chaîne maximale sans répétition 
{æ,}, la chaine {æ,U y } est aussi maximale sans répétition. 

(a, y) vérifie la propriété l'si, pour toute chaîne maximale | x,} obtenue sous 
la forme x,= y,N 2x à partir d’une chaine { y,| entre y et Uy, la chaine {y} 
est nécessairement maximale. 

_(æ, y) vérifie la propriété m si, pour toute chaine maximale | x, } obtenue sous 
la forme x,= y,N x à partir d’une chaine | y,} entre y et æU y, la chaine {y,} 
peut étre choisie maximale. 


c. En analogie avec le théorème 1, on a le théorème 2 : 


THÉORÈME 2. — Les propriétés suivantes sont équivalentes : 


1° St une chaîne |(æ,, y.)} du produit cardinal[xny, x|<|xny, y](°)est 
sans répétition, la chaine {æUy.} (du treillis len; Y, &UY]) est aussi sans 
répétition ; 

2° L'application (x', y') + x'U y'de Be Ny,z]x<{[æNny,y]dans|[xny,xuy| 
est biunivoque ; 

3° L’application s'—> (3' Na, z'Ny)de|xany,xUy|dans[x Wes 6 Xx{[æny,y] 
est une application sur; 

4° Toute chaine maximale {(x,, y.)} de [xny, af <[any, y]| peut étre 
obtenue sous la forme 2,=3,N2, y,=2,Ny à partir dune chaine | 3,} de 
[eny, æU y]: 


oS $$$ 


(*) Le produit cardinal Ti x Ts de deux treillis Ti et Ts est le treillis, ensemble des couples (2, 22) 
Où 21 € T1, 22 € T2, dans lequel ona (21, 7) (2,25) = a Za, et as Z x’, (G. Birknorr [1], p. 7). 
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* Pour tout élément u tel que xNny Lux et pour tout élément ¢ tel 
que NY <v <y, les couples (x, ¢) et (y, u) sont modulaires. 


Démonstration. — On voit, comme dans le théorème 1, que 2°-entraine à 
4° entraine 3°, 5° entraîne 4° (ici, c’est la chaine (v,Uy,} qui répond à 
question ). ‘ | 

3° entraine 2° : si 2° est en défaut, il existe 2, x, y, y, tels 
que @,Uy,=2%,Uy, avec (x, Y,)Æ£(x,y.); on a (x Uy \nx x, 
(@,Uy,) N22, (&Uy.)Nn7>y, (&Uy,)Nny y, il y a donc une 
au moins des inégalités qui est stricte, soit par exemple (x, Ur, ae 
(æ,, y,) ne s'écrit certainement pas sous la forme (z! Nx, 3,NY), car on 
devrait. avoir 2,-.2 Uy), d'où 2, Nr > (x! Uy,)Nx © «x! ; 3° est alors 
en défaut. 


1° entraine 5° : supposons qu'il existe, par exemple, un élément ¢ tel que 5° 
soit en défaut; il existe donc w—~- tel que wU(eNnx) (Ur) Nnx; on a 
alors æNy<wU(eNx)<(wUe)Nx “x et la chaine sans répétition 
{(HmU(enx), re) <((WUr)Nnæx, ¢)} est telle que la chaîne 


{@U(PNX)UP = [(wUr)nxl]ur) 


présente une répétition; 1° est en défaut. 


Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu pour un couple (a, y}, je dis 
que ce couple vérifie /a propriété d. 


d. rod les propriétés suivantes, analogues aux propriétés 1° et 4° du 
théorème 2 : 


Définitions. — (a, y) vérifie la propriété f si, pour toute chaîne maximale 
{(a., y.)} du treillis [any, x] <[æNy, y], la chaîne {x Uy.} est aussi 
maximale. 

(æ, y) vérifie la propriété g si, pour toute chaîne maximale sans répétition du 

treillis [cny, æ] <[any, y}, la chaîne {æ,Uy.} est aussi maximale sans 
répétition. ‘ : 
(a, y) vérifie la propriété i si, pour toute chaine maximale {(x,, y.)} du 
treillis [~ny, æ] <[any, y] obtenue sous la forme 2,=2,N2, y,=2Ny 
à partir d’une chaîne 4] entre zn y et æU y, la chaine { 3,} est nécessairement 
maximale. | 

(a, y) vérifie la propriété 7 si, dans les mêmes conditions, la chaine {z,} peut 
être choisie maximale. 


e. En analogie avec les théorèmes 1 et 2, on a le théorème 3 : 


Tutorime 3. — Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
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1° St une chaîne | 3,} du treillis [æNy, xUy| est sans répétition, la chaine 
((aUæ, s.Uy)} du weillis[x, æU y] >< [r, eUy | est ausst sans répétition: 

> L'application 3'->(3'Ux, 3'U y) du premier treillis dans le second est 
biunivoque ; : | 

3 L'application (x', y')+x'Ny du second treillis dans le premier est une 
application sur; | | 

4° Toute chaîne maximale |z,\ du premier treillis peut étre obtenue sous la 
forme 3,= x,NY. à partir d’une chaîne | x,, y.) } du second treillis; 

5° Le couple (x, y) est N-distributif, ce qui signifie que, pour tout élément z tel 
quez<xUy,onazU(æNny)=(z Ux)N(zUY). 


Démonstration. — On voit, comme dans le théorème 1, que 2° entraîne 1°, 
4° entraine 3°, 5° entraine 4° (ici, c’est la chaîne {(z,Ux, z,Uy)} qui convient). 
3° entraine 2° : si 2° est en défaut, il existe z, et z, tels que z, Ux=2,U2 
ets, Uy =3,Uy;0na(z,U2)N(s, Uy) 32, et (s,Ur)N(s, Uy) 2,3 Pune 
au moins de ces inégalités est stricte, soit parexemple(z,Ux)N(z, Uy) > 4.5 


3, ne s’écrit certainement pas sous la forme +, NY, car on devrait avoir 


23,23, Vote Ss) Ua, y, Sz, Uyeta, Ny SG Ur) NU) >313 
3° est donc en défaut. | 
1° entraîne 5° : supposons qu'il existe un élément z tel que 5° soit en défaut; 
onaæNyÆZzU(æNny)<(zUx)N(zUyY) <xUy; la chaîne sans répétition 
{zU(@NY)<(sUxL)N(zUy)} est telle que la chaine 
ilsu(any)ue, su(any)Vy)=([(suz)n(suy)]u2, [(sux)n(suy)]Uy) } 


présente une répétition; 1° est en défaut. 


Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu pour un couple (a, y}, je dis 
que ce couple vérifie /a propriété e. 


f. Vintroduis les propriétés suivantes analogues aux propriétés 1° et 4° du 
théorème 3 : 


Définitions. — (x, y) vérifie la propriété p si, pour toute chaine maximale 
{3} entre My et æUy, la chaîne {(3,Ux, 3,Uy)} du produit cardinal 


 [æ, æUy]X[y, æUy] est aussi maximale. 


(x, y) vérifie a propriété q si, pour toute chaîne maximale sans répétition 
{3}, la chaîne {(z,Ux, 3,Uy)} est aussi maximale sans répétition. 

(a, y) vérifie la propriété r si, pour toute chaine maximale { z,} entre xNny 
et xUy obtenue sous la forme 3,=a,Ny, à partir d’une chaine {(æ,, y,)} du 
produit cardinal[x, vuy|x<[y, xUy], la chaîne {(æ,, y,)} est nécessairement 
maximale. 

(x, y) vérifie /a propriété s si, dans les mêmes conditions, la chaîne {(æ,, y.)} 
peut être choisie maximale. 
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g. Une grande partie des conditions examinées par la suite sont alors 
formées de la maniére suivante : 


Par exemple, je dirai qu’un treillis vérifie la condition (A) si chaque couple 
d'éléments (a, y) vérifie la propriété a. 

On obtient ainsi les conditions (A), (B), (C), (D), CRE CG alg: iy, 
(L), (M), (P), (Q), CR), (S) (*). 


Je dirai aussi, par exemple, qu’un.treillis vérifie la condition (a) si le couple 
d'éléments (x, y) vérifie la propriété a dès qu’il en est ainsi du couple 
d'éléments (y, +). 

On obtient ainsi les conditions CO CSICA), (u.) Cy, 


Ces conditions complètent d’une façon assez naturelle la condition (F) et la 
condition (x) (°). 


h. Les théorèmes suivants permettent d'exprimer les conditions (M) et (S) 
sous une forme en apparence plus forte. 


THÉORÈME 4. — La condition (M) équivaut à la condition suivante : 


(M,) Pour tout couple d’éléments (x, y), st une chaine {æ,} maximale 
entre xt\y et x est telle que l’on ait (x Uy)Nnx—=x, pour tout 1, la 
chaîne {x,U y | est maximale entre y et æU y. 


Démonstration. — D'abord, (M,) entraine (M). En effet, si, pour un 
couple (x, y}, une chaîne {æ,} maximale entre xy et x est obtenue sous la 
forme æ,—7,.Næx à partir d’une chaîne {y.} entre y et rUy, on a wy, 
d'où muyay, et (æUy)nx<yNx—=x,; puisqu'on a évidemment 
a (2,Uy)ANx, on en déduit (x Uy)}nx=zx, pour tout 1. La chaîne 
{æ,U y } étant maximale d’après (M, ), la chaine { y, } peut être choisie maximale 
et (M) est vérifiée. | 

On a également : (M) entraine (M,). En effet, supposons que (M,) soit en 
défaut. Il existe un couple (x, y) et une chaine {x,} qu’on peut supposer sans 
répétition, maximale entre æNy et 2, telle que l’on ait (a,Uy)N x = x, pour 
tout 1 et telle que la chaîne {x,Uy} ne soit pas maximale entre y et rUy. 
Soit u un élément qu’on puisse intercaler dans la chaîne {x,UYy}. La chaîne 


(+) Les conditions (A), (G), (D), (E), (G), (P), (Q) ne caractérisent pas la semi-modularité dans 
les treillis de longueur finie. Elles sont introduites ici en raison de leur analogie avec les autres 
conditions. D'ailleurs, les conditions (A), (C), (D), (E), (G), (Q) seront exploitées dans R. Crorsor [3], 
Chap. I. 

(5) De même, les conditions (A) et (x) ne répondent pas à la question posée ici. 

(5) La condition (F) est la condition (y) de G. Brrkworr [1], p. ror. La condition («) est la 
condition (x), p. 101. 


A) wie ate Yee SS + 
OR RES 
ñ NE rt i 
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{æ,} étant maximale, l'élément wf en fait partie. PosonsuNnæ—a,aUy = b 


et envisageons le couple (æ, 6). Onaænb=—aetæUb=xUr. La chaîne {2,}, 
où l’on n’accepte que les éléments x, tels que x, a est maximale entre a et a. 
Elle est obtenue à partir de la chaîne | x Ub=zx,Uy! entre b et rUY. Mais, 
elle ne peut être obtenue à partir d’une chaîne maximale { y,} car, pour toute 
chaine réalisant cette obtention, on a y, >= x, Ub=æx.Uy >u pour tout ! tel 
que æ, > a et l'élément wu peut être intercalé dans la chaîne {y.} au-dessus du 
premier élément. Le couple (x, b) ne possède donc pas la propriété m et ia 
condition (M) est en défaut. 


Taéorème 5. — La condition (S) équivaut à la condition suivante : 


(S,) Pour tout couple d'éléments (x, y), stune chaine { 3, | maximale entre xNY 
et æU y estaelle que 3,—(3.Ux)N(z.Uy) pour tout , la chaine |(z,Ux, 3,UY) } 
est maximale dans le produit cardinal| x, xUy]<[y, eUY]. 


Démonstration. — On voit d’abord, comme dans la démonstration du 
théorème 4, que (S, ) entraine (S). 

De mème, (S) entraîne (S,). En effet, si (S,) est en défaut, il existe un 
couple (az, y) et une chaine | s,} qu’on peut supposer sans répétition, maximale 
entre ~Ny et æU y, telle que l’on ait z,=(3,U2)N(z,Uy) pour tout : et telle 
que la chaine {(z,Ux, z,Uy)} ne soit pas maximale dans le produit cardinal 
[æ, cUy|<[y, euUy]. Soit (u, ¢) un élément qu’on puisse intercaler dans la 
chaine {(z,Ux, 3,Uy)}. La chaine {z,} étant maximale, l’élément une en fait 
partie. Posons unv=c, cUx=a, cUY—b et envisageons le couple (a, b). 
On a anb=c et aUb—=xUYy. La chaine {3}, où l’on n'accepte que les 
éléments z, tels que z,=c est maximale entre c et æU y, elle est obtenue à 
partir de la chaine {(3,Ua, z,Ub)}. Mais elle ne peut être obtenue à partir 
d'une chaine maximale {(x,, y.)} car, pour toute chaîne réalisant cette 
obtention, on a æ 3, Ua—3, 0x u pour tout + tel que 3, >c, et de 
même y,»3,Ub=2,Uyss¢, avec, de plus (3,Ux, 3,.Uy)A(u, ¢), d'où 
(x, 7.) >(u, ¢); l'élément (u, ¢) peut être intercalé dans la chaîne (as r)} 
au-dessus du premier élément. Le couple (a, b) ne possède done pas la 
propriété s et la condition (S) est en défaut. 


t. À la condition (J), on peut de même associer la condition suivante : 


(J,) Pour tout couple d'éléments (x, y), si une chaîne {(a,, y,)} maximale 
dans le produit cardinal [æny, x] <[+xny, y] est telle que l’on ait 
U—=(MUY,)NG et y=(x.UY)NyY pour tout 1, la chaîne {æ,Uy.} est 
maximale entre xNy etxUy (*). | 
eee NS EN ER 7 à Ce ke EC Aout eme AM 
. (7) Notons, dès maintenant, que la condition (J) est strictement plus faible que la condition (J:). 


“On voit aisément que (J:) entraîne (J) et le treillis B2 du Chapitre Il montre que (J) n’entraine 
pas (J:) [prendre le couple (c, a1) et la chaine {(a, a) <...< (4; a) SE (0; a) HJ 


. 
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CONDITIONS PORTANT SUR DES PROPRIETES DE COUVERTURE ET DES PROPRIÉTÉS 
ALGEBRIQUES. — a. J’examinerai aussi les conditions suivantes : 


(1) vet y couvrentany=xuy couvre x et y (*). 
(2) x couvre rN y=>xUy couvre y (°). | 
_ (3) x couvre y, et z couvre t=[(æUt)nz Jury =[(sUuy)nzlut. 


(3) ns LT<3<YUz— il existe ¢ tel que ynz<iZy et 
ULDNns=Tr("), 


CORP ts Ray eee existe 1 tel que MN ES De Vane 


ŒœUt)ns<s ("). 


b. Le théorème suivant permet d'exprimer la condition (2) sous deux autres 
formes équivalentes : 


Taéorème 6. — La condition (2) équivaut à l’une ou l’autre des conditions : 


(2b) Xx couvre LNY 66 2~Y SEN LUY)=(3N2@)UyY (#2), 
(2c) x coucre 21\3 et 2 YS 3N(eUy)=(42Nz)VUy. 


Démonstration. — Ona d’abord (2) => (2¢); supposons que la condition (2) soit 


Z 


x 


(8) Condition (&’), G. BIRKHOFF [1], p. 66. 

(°) Condition (2), G. Binknorr [4], p. 100, ou condition E,, S. Mac Lane [1]. 

(19) C’est la condition E; de S. Mac Lane [1]. 

(11) C’est la condition E, de S. Mac Lane { 1]. : 

(12) Cette condition m’a été inspirée par une remarque de L. Lesieur, selon laquelle, dans une 
géométrie affine, l'égalité modulaire a lieu dès que x est un point. Il est facile de voir que (20) 


Fig. 2. 


renforce cette condition (qui ne suffit pas comme le montre le diagramme ci-contre à caractériser la 
semi-modularité dans un treillis de longueur finie quelconque). 


_ Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 3. | 26 


= A. AE ns Be Te es eae ie oe LE 
w PP: <2 4 ae 
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satisfaite etqueæcouvreæNzavecs ~y; on atoujourss/N (wUY)SGNZ)UY; 
posons a=(sN®)UY; onarNaZA=aNzeta@NaSwn3; dou rzNa=2N3; 
donc, d’après (2) et l'hypothèse, æUa couvre a; de aZxTUyYZ£TUa et 
de axa, on déduit æUy—=xUa; enfin, de x#aNz, on déduit : + æUa 
etsNn(zUy)=3N(rUG)= a: : | RS Les 

On a (2c)—>(2b); en effet, si x couvre æNy et si l’on a sy, du fait que 
l’on axSanzXany, on déduit ou bien x—=æn3z, c’est-à-dire 32, © 
auquel cas l’égalité à établir est évidente, ou bien 2 couvre æN3, auquel cas 
l'égalité à établir résulte de (2c). 

Enfin, on a (2b)—(2); en effet, si (2) est en défaut, il existe deux 
éléments x et y tels que 2 couvre Ny et xUy ne couvre pas y; choisissons 
un élément 3 tel que yCs<ruy; on a alors <N(xUy)== et 
(snx)Uy=(xny)UY=y; (2b) est aussi en défaut. 


XUY 


xny 

Fig. 3. 
De là, résulte l’équivalence de la propriété (2) et de l’une ou l’autre des 
conditions de modularité affaiblie (2b) et (2c). 


c. On sait que la condition (6) peut s’exprimer sous la forme équivalente : 
(6a)yNnz<x<3< YUx— il existe ¢ tel que 
WING eC eee et Ceuta sal 3): 


De la même façon, le théorème suivant donne une forme équivalente à la 


_ condition (5): 


_ Tatorkme 7. — La condition (5) équivaut à la condition : 


Oa)yNn3 << 3 <yYUr= il existe ttelqueYNz<1<y et(œUÔNI— x. 


Démonstration. — On a (5)=>(5a); en effet, si l'hypothèse de (5a). 
est vérifiée, celle de (5) l’est également et la conclusion commune est vraie. 
On a (5a)—(5); supposons vérifiée l'hypothèse de (5); si yua=yus, 
celle de (5a) est aussi vérifiée et la propriété a lieu; sinon, on a yUæ& 3 
(?) Cest la condition E; de S. Mac Lane [1]. L’équivalence est établiep. 465. 


CONTRIBUTION A WETUDE DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR INFINIE. 213 


et (yU@)Ns=5, <3; si l’on a s,=2, la propriété a lieu en prenant t— y; 
sinon, les trois éléments æ, y, 3, satisfont à l'hypothèse de (5a); il existe 
donc £, tel que JNI=YNS KL Yet (wut,)ns,—-; or, ona 


OUT NaS (Sy is ES d’où (&UH)NE =(æU4)NnsNs = (TU) Na = x: 


la propriété a lieu en prenants == t,. 
yuz 


Zi 


yox =ynz 
Fig. 4. 


3. CONDITIONS PORTANT SUR LES TREILLIS D'IDÉAUX. — Un treillis de longueur finie 
est isomorphe à la fois au treillis de ses idéaux et au treillis de ses idéaux 
duaux (**). Il en résulte que, si (X) représente une des conditions précédentes 
équivalente à la semi-modularité dans un treillis de longueur finie, la condi- 
tion (X;), condition (X) imposée au treillis des idéaux et la condition (X°), 
condition (X) imposée au treillis des idéaux duaux, possédent la méme 
propriété. Le procédé peut évidemment être itéré. 

Je n’étudie pas ici toutes les conditions (X‘), mais seulement les conditions 
(æ), (2°), (1°) choisies parmi celles qui renforcent la condition (X) corres- 
pondante (5). | 

De même, je me limite aux conditions (æ;), (2;), (1:). 


4. AUTRES conpitions. — Il existe encore un grand nombre de conditions 
caractérisant la semi-modularité dans les treillis de longueur finie. 


a. Citons, par exemple, les conditions suivantes, entrainées par la condi- 
tion (B) et entraînant la condition (2) : 

(B,) Pour tout couple (a, y) et pour toute chaine {x,} maximale entre æN y 
et a, il existe une chaîne | y,| maximale entre yetæU y telle que l’on ait y, =>, 
pour tout t. EE 

(B,) Pour tout couple (a, y), il existe une chaîne {x.} maximale entreæN y 
et æ telle que la chaîne | #,Uy } soit maximale entre y et æU y. 
ET D à. 

(#) Pour les définitions, voir G. Birkuorr [1], p. 21. 

(15) En fait, la plupart des autres conditions (Xi) ne renforcent pas la condition (X) corres- 


pondante : le treillis B14 du Chapitre IJ satisfait, en effet, à toutes les conditions (X‘) et seulement 


aux conditions (x), (2), (1), (5), (6), (3), parmi les conditions (X). 
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(B,) Pour tout couple (a, y), il existe une chaine {a,| maximale sans 
répétition entre æN y et æ et une chaîne {y.} maximale (°°) entre y et Uy 
telles que l’on ait y, 2, pour tout t. 

(B,) Pour tout couple (+, y) et pour toute chaine {æ,} maximale entre &N y 
et x, il existe une chaîne {y,} maximale entre y et æUy telle que l’on 
ait y,<2,U y pour tout 1. 

(B;) Pour tout couple (a, y), il existe une chaine {2.} maximale sans 
répétition entre vA y et x et une chaîne {y,} maximale (**) entre yetæU y 
telles que l’on ait y,<2,U y pour tout. | 

(B,) Pour tout couple (a, y) et pour toute chaine {x,} maximale entre 7n y 
et x, il existe une chaîne {y,} maximale entre y et æU y (isomorphe à la 
chaine {2,}). 

(B,) Pout tout couple (x, y), il existe une chaîne {x,} maximale sans répé- 
tition entre xf y et x et une chaine {y,} maximale (‘*) entre y etæUY. 


Ces conditions ne sont pas étudiées ici. 


b. Notons aussi la condition (B) (que nous n’étudierons pas non plus” 
en détail) qui renforce également la condition (B) à un autre point de vue 
et qui est remarquable par le fait suivant : Bien que caractérisant la semi- 
modularité dans les treillis de longueur finie, elle n’est pas conséquence, 
dans les treillis quelconques, d’une propriété considérablement plus forte, 
la distributivité (*7). | 

Cette condition est la suivante : 


(B) Soient trois éléments a, b, c tels que l’on ait ab. Pour toute 
chaîne {æ,} maximale entre a et b, la chaine {x,Uc} est maximale entre aUc 
etbUc. | si 

Un treillis semi-modulaire de longueur finie satisfait à cette condition. 
Il suffit de le montrer pour des éléments tels que l’on ait ac (dans le cas 
général, on peut remplacer c par aUc). Si l’on a bUc— a, le résultat traduit 
directement la condition (B). Sinon, il sera conséquence de la condition (B). 
et du fait suivant : la chaîne {(bNc)Uæx.} est maximale entre bfc et b. 
Pour établir ce fait, appelons 2,=a, 2, Ts, .s3 Tn— 0 les éléments 
de la chaîne {x}. Si l’on a x, “bnc, on a (bnc)Ux, —bnc; sinon, 
on a (bNc)Nt—=r, ét, puisque æ, couvre 2, (6Nc)Ua, couvre bf\c, 
d’après la condition (2). D'une façon générale, si l’on a æ;Z(bne)Uæ: ;, 
on a (bNc)Ux;—(bnc)Ux:,; sinon on a [(bnc)Ux:,]Nnæ:= x, et, 
RL + a RES CEE PRE Wek TE OR Se etat NUE ou 

(16) Pouvant présenter des répétitions. 


(17) Parmi les conditions étudiées, la condition (1) présente une singularité du même ordre, 


quoique moins forte : elle n’est pas conséquence de la modularité dans les treillis quelconques (voir 
R. Croisor [3], Chap. 1). : 
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puisque x; couvre æ;,, (bNc)Uæ; couvre (6Nc)Ux_,. La chaîne {((bNc)Ua,} 
est donc bien maximale et le résultat est démontré. 


Un treillis distributif ne satisfait pas nécessairement à la condition (B) 
comme le montre le diagramme ci-dessous. 


Il représente manifestement un treillis (complet) satisfaisant à la condition 
de chaîne ascendante. Ce treillis est distributif et ne satisfait pas à la 


condition (B) (il suffit de prendre a, b, c comme indiqué sur le diagramme). 


CHAPITRE II. 


IMPLICATIONS BINAIRES RELIANT CES CONDITIONS DANS LES TREILLIS QUELCONQUES 
ET DANS LES TREILLIS SATISFAISANT A UNE CONDITION DE CHAINE. 


1. TREILLIS QUELCONQUES (**). 


Tuéorime 1. — Dans les treillis quelconques, les conditions étudiées sont liées 
par les implications binaires indiquées dans le tableau suivant (fig. 6) et par leurs 
conséquences logiques, à l'exclusion de toute autre. 

a. Démonstration de ces implications. — 1° (R)=>(S): Supposons qu’un 
couple (x, y) d’éléments d’un treillis vérifie la propriété r, c’est-à-dire 
que, pour toute chaîne maximale {z,} entre æNny et æU y obtenue sous 
la forme 2,=2,N y, à partir d’une chaine {(x,, y,)} du produit car- 
dinal [æ, Uy]<[y, æU y], la chaine { (a, 7.) | soit nécessairement maximale. 


(8) Il sera montré plus loin, au Chapitre If, que ces conditions caractérisent la semi-modularité 
dans les treillis de longueur finie. 


fi 
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Il est alors évident que ce couple (a, y) vérifie aussi la propriété s, c'est-à-dire 
que, dans les mémes conditions, la chaine {(æ,, ¥.)} peut étre choisie maximale . 
Il en résulte immédiatement que (R) entraine (S). 


2° (R)=>(L): On sait que, par définition, un couple (x, y) d'éléments 
d'un treillis vérifie la propriété / si, pour toute chaîne maximale {æ,}. 
entre æn y et æ obtenue sous la forme æ.—y.Nx à partir d’une chaine { y,} 
entre y et æU y, la chaine {y,} est nécessairement maximale. Supposons alors 
qu'un couple (x, y) vérifie la propriété r et montrons qu'il vérifie aussi 
la propriété Z. Soit {æ,} une chaine maximale entre rN y et x obtenue a partir 


d'une chaîne {y,} entre y et xU y. Envisageons une chaine maximale quel- 
conque { u,} entre æ exclus et æU y. La chaine {3g}: {a,< u,}(**) est maxi- 
male entre xNny et xUy et elle est obtenue sous la forme :3—2æ3N yg 
à partir de la chaine {(ag, yg)}: {(æ, ¥.)< (us, eUY)}\ du produit cardinal 
[æ, Uy]X<[y, æU y|. Le couple (a, y) vérifiant la propriété 7, cette chaîne 
est maximale et, en particulier, la chaine { y,} est maximale entre y et æU y. | 
On déduit immédiatement de la (R)—(L). | 


3 (1) (L) : Soit un couple (+, y) vérifiant la propriété 7, c’est-à-dire que, 
pour toute chaîne maximale {(æ,, y.) } du produit cardinal[æny,æ]<[æny, y] 
obtenue sous la forme æ—3Nx, y.=5,Ny à partir d'une chaine {z,} 
entre æNny et æU y, la chaine {3,! est nécessairement maximale. Montrons 
que ce couple (x, y) vérifie aussi la propriété /. Soit {x,} une chaîne maximale 
entre xf y et x obtenue sous la forme æ,= y.Nx à partir d’une chaine {y} 
entre y et æU y. Envisageons une chaîne maximale quelconque { u,}entreæn y. 

| 
(19) | a, < wa} désigne la chaîne obtenue en juxtaposant les chaînes { 7%} et | ua}. 


v 
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et y exclus. La chaine {(æs, ys)}:{(any, u Ua) (x, y)} est maximale 
dans le produit cardinal [vn y, x] <[æny, y] et elle ést obtenue sous 
la forme TR 280%, Ye—38NY a partir de la chaîne {z}:{u,< 7.) 
entre æNy et æU y. Le couple (x, y) Ron la propriété z, cette chaîne 
est maximale et, en particulier, la chaine { y,} est maximale entre y et æU y. 
On voit donc que (I) entraine (L). 


4° (I)=>(,) : Un treillis satisfait à la condition (J,)si, pour tout couple (a, y) 
et pour toute chaîne maximale { (a,, y,)} du produit cardinal 


[zny, z]x[æny, y} 


obtenue sous la forme 7,=3,N2, y,=3,Ny à partir d’une chaine { z,} entre 
any et xUy, la chaine |x,Uy,! est maximale. Cette dernière chaine pouvant 
ètre prise comme chaine {z,}, ceci a lieu dès que le couple (x, y) vérifie 
la propriété ¢ et, par conséquent, on a (I) >(J,). 


9° (F)—(B): Supposons qu’un couple (2, y) vérifie la propriété f, c "est- 
à-dire que, pour toute chaine maximale {(x,, y.)} du produit cardinal 


[æny, æ] x [æn7; y], 


la chaîne | æ,U y,} soit maximale entre æN y et æU y. Montrons qu'il vérifie 
aussi la propriété 6, c’est-à-dire que, pour toute chaîne maximale {x,) 
entre æNy et x, la chaine {æ,U y} est maximale. En effet, soit une chaine 
maximale | æx,} entre «My et x et soit une chaîne maximale quelconque { u, | 
entre any et y. La chaine {(æs, Ys)}: {(æN 7, Ua) (x, y}} est maximale 
dans le produit cardinal [an y, x] <[xn y, y], La propriété f étant vérifiée, 
la chaîne {æsUye} est maximale et, en particulier, la chaine {a,uy} 
est maximale entre y et æU y. On a donc (F)=(B). 


CB (Ja) Cette implication est triviale. 


7° (S)= (M) : Un couple (x, y) vérifie la propriété m si, pour toute chaine 


maximale {a,} entre ~My et x obtenue sous la forme æ,—y,N x à partir 
_ d’une chaîne {y,} entre y et æU y, la chaîne { y,} peut être choisie maximale. 


Si un couple (x, y) vérifie la propriété s, il vérifie la propriété m. En effet, 
soit {a,} une chaîne maximale (sans répétition) entre æNy et x obtenue 
à partir d’une chaine {y,} entre y et æU y et ‘si une chaine maximale 
quélconque {u,} entre æ et æU y. La chaine {23}: {æ,<Cu,} est maximale 
entre ænyet æU y et est obtenue sous la forme sg=2gM ys à partir de la 
chaine {(æs, Ya)! : {(æ, y.) Z(u., æU y)} du produit cardinal 

[æ, æUyIx (y, avr] 


Le couple werifiant la propriété s, on peut choisir la chaine { | (xe, Y Vs). pour 


_ qu’elle soit maximal entre (x, y) et (wUY, ©UY). Faisons ce choix. 


? 
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L'élément æ appartient à la chaine {34} : c'est le dernier élément de la 

chaine | æ,}; il ne peut être obtenu sous la forme vgn ys qu ‘en prenant ye= UY 

et rye. Les éléments précédents de la chaine | 2}, c’est-à-dire les éléments 
précédant æ dans la chaine {a,} sont donc Shia en prenant æsæ, 

donc ag= et la chaîne { (xs, yg) = (x, y 3) | relative à ces éléments est maxi- 

male entre (a, y) et (x, Uy); autrement dit, la chaine iY} relative 

à ces éléments est maximale entre y et æU y et peut étre prise comme 

chaine {y,{; le couple (x, y) vérifie la propriété m et l’on a (S)=>(M). [On peut 

aussi sable un peu plus rapidement que (S,) implique (M, )]. 


8° (L)=>(a) : Placons-nous dans un treillis qui satisfait à la condition (L) et 
envisageons un couple (x, y) d'éléments du treillis vérifiant la propriété a, c’est- 
à-dire que tout élément x’ tel queæn y Zx'x s'écrit sous la forme x'— y'Næ, 
où y’ est tel que y <y'<æU y. Il faut montrer que le couple (y, 2) vérifie 


aussi la propriété a. Pour l’établir, nous utiliserons seulement le fait [qui 
a lieu puisque le couple (a, y) vérifie a] qu'il existe une chaine { y,} entre y 
et xUy telle que la chaine {wn y,} soit maximale entre æNny et x (?°). 
Supposons, avec cette hypothèse, qu’il existe un élément atelquexN yZa<ax 
ne se mettant pas sous la forme a — bn yavecæ <b = xU y. PosonsaUx—c. 
On a chy>a et enya. Posons cNhy= a. Montrons que, moyennant 
cette supposition, le couple (a, a) ne peut vérifier la propriété Z. On a 
d’abord aUx=c, anx =x y.D’autre part, la chaine {cn y,} est une chaîne 
entre a’ etc; c’est donc aussi une chaine entre a et c et certainement non maxi- 
male entre a etc. Pourtant, elle donne une chaine A HOT TER he 
entre xy et x. Il en résulte que la supposition faite n’est pas légitime; 
donc, le couple (y, x) vérifie a et l'on a (L)—(x). 


9° (L)=(y) : Montrons d’ chard que, dans un treillis satisfaisant & la condi- 
tion (L), un couple d’éléments (a, y) qui vérifie la propriété a, vérifie également 
la propriété b, c’est-à-dire que toute chaine maximale {a} entre ny et x 


EE mt ee a 


(2°) Cette démonstration établit Re la condition (L) entraine la condition suivante (qui entraîne 
manifestement la condition («)] : Si, pour un couple (a, y), il existe une chaine { {Yc} entre y 
et æUy telle, que la chaîne {ny sb maximale entre zn y et «, le couple (y, eg me modulaire. 
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donne une chaîne maximale {yUz,} entre y et xy. Pour établir ce point, 
Supposons que le couple (x, y) d'éléments d’un treillis satisfasse ala propriété a 
et non à la propriété b. Il existe done une chaîne maximale {æ,} entre ny 
et æ telle que la chaine {æ,Uy} ne soit pas maximale. Or, la propriété a ayant 
lieu, on a, pour tout élément x, (æ Uy)Næ—x, Il en résulte que la 
chaine non maximale {æ,U y} entre y et æU y conduit à la chaine maximale 
\(@,Uy)Nx}, ce qui prouve que le couple (a, y) ne vérifie pas la propriété Z. 


xUY 


“xny 
Fig. &. 


D’autre part, pour un couple (2, y), vérifier la propriété c (toute chaine 
maximale sans répétition {x,} entre æNy et x conduit à une chaine maximale 
sans répétition {æ.U y } entre y etæU7y) équivaut à vérifier simultanément les 
propriétés a et b. En effet, si les propriétés a et b ont lieu, il est évident que la 
propriété c a lieu (en utilisant la forme 1° de la propriété a). Réciproquement, 
supposons que la propriété c ait lieu; alors, une chaîne maximale {x,} donne 
une chaîne maximale {x,Uy} (on supprime les répétitions éventuelles pour 
appliquer la propriété c, la chaîne | x, Uy} reste maximale lorsqu'on les rétablit) 
et la propriété 6 a lieu; de même, une chaîne sans répétition {æ,} donne une 
chaîne sans répétition {z,U y ; (on rend la chaine { x, } maximale pour appliquer 
la propriété c, la chaîne {æ,U y } reste sans répétition quand on supprime les 
éléments introduits) et la propriété aa lieu. Baik 

Le rapprochement de ces remarques montre que (L)=>(y). En effet, si la 
condition (L) est vérifiée et si un couple (a, y) satisfait à la propriété c, il 
satisfait à la propriété a. Le couple (y, x) satisfait à la propriété a, puisque 
(L)= (a); il satisfait donc aussi à la propriété d et, par conséquent, à la 
propriété c. La condition (7) est vérifiée. 

10° (L)=(M) : Il est évident qu’un couple (x, y) satisfait à la propriété m 
dès qu’il satisfait à la propriété Z. On a donc (L)—(M). 

11° (B)—(6) : Supposons que la condition (6) soit en défaut. Il existe, 
d'après le théorème 7 du Chapitre I, trois éléments x, y, 3 tels que 
yNz=yNnx<x< 3< YU =}yU3z ettels que, pour tout élément t vérifiant 
yna<tZy, on ait tUx sz. On voit immédiatement que la condition (B) 

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 3. 27 


à 


_ de (M,). Soient deux éléments æ et y tels qu’il existe une chaine { x,} maximale 


[æny, x]<[æny, y] obtenue en juxtaposant les chaînes {(any, Uz)} et 


r R. CROISOT. 


est en défaut : le couple (y, æ) ne vérifie pas la propriats b. En effet, n importe ? 
quelle chaîne maximale {y,} entre yn et y donne une chaine {y,Uæ}non 
maximale, car on peut y intercaler l’élément s (aucun élément Ki RINE ne 
peut être tel que y,Uæx =, puisque ÿYNx=}yN:z 3). | 


UX 


NA : 
ne: 9. k à , Le) 


i 


SE (B)=(8) : Cette propriété 2. évidente. SA 2 . . à oF 


“13°-(B)=>(M) 2 Cette RATIO est triviale si ion utilise (M) sous la 
forme équivalente (M,). Ye sy) 5 


14° J.) (M) : Sah patois que a ait lieu et montrons qu'il en est de mème le > 


entre æNy et w avec æ—(xUy)Næ pour tout t. Envisageons une chaine{u,} © 
maximale entre any et y et considérons la chaine du produit cardinal = 


{(æ, y)}. Cette chaine satisfait à l'hypothèse de la condition (J,). Done, la — 


chaine {u,<a,Uy} est maximale entre ~My et ruUy, ce qui montre que la rhs à 


chaine {æ,U y } l’est entre y etæUy. On a done (J, ER 
15° G)=>()): Cette propriété est immédiate. RUE ao DR PE 


16° (a) => (2)(2") ; Plaçons-nous dans un treillis qui ne satisfait pas alacon- hia 


dition (2). Il existe deux éléments æ et y tels que x couvreæNnyetæUyne ‘ 


couvre pas y. On peut donc trouver un élément s tel que y<s <æUy. Le Fe 
couple (a, 3) vérifie a, puisque x couvre æNs:—=xN)y et le couple(s,æ)ne 
vérifie pas a, car y ne peut s’écrire sous la forme sNncavecxæ cx UY=æUs. 
La condition (x) est donc aussi en défaut. 


17° (M)= (2) : We condition (à). n'étant pas satisfaite, il existe deux 
éléments æ et y comme dans la démonstration précédente et le couple (æ,y) 
ne vérifie pas m, car la chaine maximale {æNny< x} ne peut être obtenue à EE 
_ partir d’une chaine maximale entre y et BUY. (D est en défaut. AE 


1 
4 


. \ 


(21) La propriété 16° est due à I. Kaplansky. Voir G. BIRKHOFF [4 ], exercice 2, p. 101. | "és 
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18° CDS 1) : Supposons (1) en défaut. Il existe trois éléments a, y et z 
tels que + et y couvrent zn y et xUy © 3 > y. La chaine 


{ Gao BNYV)<(aNY, 7) <(x,7)| 


satisfait à l'hypothèse de la propriété 7 pour le couple (a, y) sans satisfaire à 
sa conclusion. D'où (J)—(1). 


19° (6)—(2) (2?) : (2) étant en défaut, il existe a, y, = tels que 
TAE<Y<E<HUY 


et æ couvre æNy; il n'existe donc aucun élément ¢ tel que xNs<t<a@x 
et (yUt)Nnz< 3 et (6) est aussi en défaut. 

20° (2)—(1) : Cette implication est manifeste. 

21° (2)=>(3) : Placons-nous dans un treillis vérifiant la condition (2) et 
envisageons, s’il en existe, deux couples d’éléments æ et y, z et ¢ tels que x 
couvre y et z couvre £. Il faut établir l’egalité[(~@Uuanz|Uy =[sUNNx]U.. 

Supposons d’abord que l’on ait at. L'égalité a démontrer devient: 
ENS UE GUN r Or, de tz a et tz 3, on dédut. 1-22 cet, 
puisque z couvre t, 7A z= 3 ouxrNs=t. Siwns =s, l'égalité a lieu trivia- 
lement. Si æNz—t, 3 couvre xz et l’égalité résulte de la forme (2c) de la 
condition (2) (Chap. I, théorème 6). On traite JE la même façon le cas où l’on 
CNRS 

Supposons maintenant qu’on n’ait aucune de ces deux ions On voit 
immédiatement qu’il n'existe entre les quatre éléments x, y, 3, ¢ aucune 
relation autre que xy et 34. Considérons l’élément y Uz. Il est néces- 

- sairement distinct de x, y, 3, t. Plusieurs cas sont possibles : on peut avoir 

MUST ou non, YU 3 ou non. 


"cas. — yUt2 wet YUTE 3. Ona alors (YUt)Nx=}yet(YUDNzZ=t. 
Par conséquent, d’après la condition (2), (YUt)Ux—æUt couvre yUt et 
(yuthus=3uy couvre y Ul. Ce cas se subdivise : ou bien BUS 20 y, 00 
bien zUt43Uy. SivUt=3Uy, l'égalité à établir devientzUy—æUt; elle 


YUZ_ xuz 
ok XUZ : ; iy yut z 
ZUY Me } t 
ut 
x Qut x 
x 
PAS 

y ANR 

Fig, 10. - Fig. 11. Figare, 


(22) La propriélé 19° est due à S. Mac Lane [1 ]- 
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est vérifiée. SiæUtÆ<3UYy, on a(æUt)N(zUy)—=7Ut et, d'après la condi- 

tion (2), (wUANUGUY) = Us couvre æUtetz Uy: Onaalors(wUt)Ns=t, 

car on n’a pas VUt 3 et (sUY) Na =y, car on n'a pas sUyY =2. L'égalité à 
établir devient £Uy = y Ut; elle est vérifiée. 


2° cas. — YU æ et yUt®s. On a æUt—=YyUt et (yYUL)Ns=+t, 
(YUI)U3=YUs=ZU:s couvre y Ut. L'égalité à démontrer devient 
tUy = æUt qui est satisfaite. Le cas où yUt ax et YU z se traite uae la 
méme facon. 

hae — yUtSwet yUtss. OnayUt=xUt=3Uy—=xU3s.lL'égalité 
s'écrit sUy =xUt qui est satisfaite. 


22° fe J3@)3 03) SC] GS Dans les treillis quelconques, on 


_ sait qu’on a (œ)—>(2)—(x1). Ces implications ont donc lieu dans les treillis 


d’idéaux, et dans les treillis d’idéaux duaux. 


23° (a;)—(x) : Envisageons un treillis L qui vérifie la condition (%;), c’est- 


à-dire que le treillis L; de ses idéaux vérifie la condition («) et supposons que, 


xy” 


pour tout élément x’ tel que rN y <a2' <a, on ait (æ Uy)Nx =z’. Il faut : 


montrer que, pour tout élément y’ tel queany yy, ona(y’Ua)ny = y’. 

Plaçons-nous dans L; et montrons que, pour tout élément + tel que 
(xNny)<t&Z(x), on a [#U(yY)In(æ)=+ (**). Si e’ est un idéal prin- 
cipal (æ'), ceci est trivial, car on sait que (#,Ua,)=(a,)U(a.) et 
(a, Nx,)=(a,)N(x,). Sinon, #' est caractérisé par l’ensemble X’ de ses 
éléments compris entre æNy et x : x’ est, en effet, l’ensemble des éléments wu 
tels qu’il existe a’ € X’ avec u <x'. x! U(y) est alors l’ensemble des éléments v 
tels qu’il existe a’ EX’ avec v-Aa'Uy, et [x U(Y)IN(x) est l’ensemble 
des éléments w tels qu’il existe 2’ eX’ avec w= (a! Uy)Nzx. Or, on a 
(æ'Uy)næ=2x. On en déduit [x’U(y)]n(v) =x". Le treillis L, vérifiant 


la condition (a), pour tout élément y/:tel que CPR PAC) on a 


[y'U(æ)JN(y)= 1. En particulier, ceci a lieu pour tout idéal principal 


a — L 


(2) (æ) désigne l'idéal principal sarees par l'élément zx, ensemble des éléments u cat que 
Uz. 
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y’=(y’). C’est dire que, pour tout élément y’'EL tel que rnyZy'<y, on 
a (Y'Uæ)Nny = y. 


24° (x) =>(a) : Nous considérons ici un treillis L qui vérifie la condition («’), 
c'est-à-dire que le treillis Li de ses idéaux duaux vérifie la condition (a) et 
nous montrons qu'il satisfait à la condition (x). 

Il suffit de reprendre la démonstration précédente, en y remplaçant u “+ 
PZLUY, wa(2'Uy)Nax, respectivement par ura’, oXa'uy, 
w™~(a' Uy) Ae. | 

29° (25) (2) : Soit L un treillis tel que le treillis L; vérifie la condition (2). 
Soit x et y deux éléments de L tels que x couvre xn y. Dans L;, l'idéal prin- 
cipal (æ) couvre l’idéal principal (xNny), Donc, l'idéal principal (@ U y) couvre 
l'idéal principal (y). On en déduit que, dans L, æU y couvre y. 

26° (2')=>(5) (?*) : Soit L un treillis dans lequel la condition (5) est en 
défaut. Il existe, dans L, trois éléments a, b, c tels que l’on ait 


ONe=bna ar bUa— one 


bua) 


_. ettels que, pour tout élément x satisfaisantàbNnc<x <b,onait(æUa)nc>a. 


Placons-nous dans le treillis L’. Considérons les idéaux duaux suivants 
(éléments de L;) : 1° Vidéal principal (bnc); 2° l'idéal x, ensemble des 
_ éléments u de L tels qu'il existe un idéal x, d’une chaîne maximale d’idéaux {%,} 
entre (bnc) exclus et (6) (choisie une fois pour toutes) avec wx, : on voit 
que x est un idéal et que cet idéal ne contient pas bNc; on a donc x > (one); 
de plus, x couvre (bNc), car il appartient nécessairement à la chaîne maxi- 
male {x,} et c’est l’élément minimum de cette chaîne; 3° l’idéal 1 =tU(a) : 
c’est l’ensemble des éléments ¢ de L tels qu'il existe æex et satisfaisant 
à bnc <a <b avec #> œUa; 4° l'idéal 3=yN(e) : c’est l’ensemble des 
éléments w de L tels qu'il existe 2. avec w = (æUa)Nc. Montrons que (2°) est 


(2+) Cette propriété est aussi établie dans R. P. Dizworra [1], p. 343. 
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alors en défaut. Il suffit de remarquer pour cela 1e 1° xU(a)=9;. 

2° yn(a)=(bnce): en effet, xn(a) est l'ensemble des éléments de L tels 
qu'il existe æ avec 1=æNa—=bne; 3° + couvre (bnc); 4°) >3 > (4): en 
effet, d’une part, c € 3 et c&y, car on ne peut trouver æ avec c_>@ none 
avec c > æUa; d’autre part, a€(a) et a&3, car on ne peut trouver x avec © 
a™(xUa)Ne, puisque (5) est défaut. 


27° (1;)=>(1). Soient æ et y deux éléments d’un treillis L satisfaisant à (1;) 
tels que x et y couvrent Ny. Dans le treillis Li, (a) et(y)couvrent (~@ny); 
par conséquent, (æ)U(y)—=(æUy) couvre (a) et (y) et, dans L, æUy 
couvre æ et y. 


SBA Tas CD : La démonstration précédente est valable, L' remplaçant L,. 
29° (5) (6) : Cette propriété est triviale. 


b. Indication des contre-exemples montrant qu'il n'y a pas d’implication 
binatre autre que celles-là et leurs conséquences logiques (**). 


1° (œ)#(1°), (6), (Y), CB), (M), J): BG. Mar 
2° (2°) A> (5) Cp), (B)s (M), (I) : Co, Bat. pat 
3° (RY Cri), (ai), (6), (BD (J): Co, B3, AA. | 
4 (I) AE li), (x), (6), (B), (S) : Co, B3, C5,. À, k 
De Ey (12), Cr (5), Ce) CY) (S): C2, B13, C5. 
6° (2;) 7 (a) : Br. | 
deze (a) C2. 
8e (S) (2), (1): C2. 
9 (BAG): Ag. 
10° (1) (3): Ba. HAN ES de A ; | 
Fe Thee CUNT = Goh ee OS S RSS PM € bates Riek 
Mo) CR) Bia, | 
MANS C1) C3) 2 C3: 
14° (8) (1), (3) : C3. 
THAT) (3) BE" 
16° (3) (1): A5. 


Les contre-implications qui précèdent suffisent pour s'assurer que le tableau 
du théorème 1 donne bien toutes les implications binaires reliant les conditions = 
_ étudiées. De 1° à 5°, les contre-implications indiquées assurent que lescondi- 

_ tions (a;), (a), (R), (1), (F) n’entrainent rien qui ne résulte du tableau; par 

exemple, on a (R)Z>(1), car on a (R)Z (3). De 6° à 16°, on a procédé de la 
même façon en ne figurant pas, de plus, ce qui résulte d’une contre-implication 

| ; ] 
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déjà écrite : par exemple, on a (2;)7>(L), car ona (4:)#(L); de même, en 
plus des conditions que (R) n’entraine pas, (L) ne doit pas entrainer (R) ni (S), 
mais cela résulte du fait que (1) n’entraine pas (S). 


2. TREILLIS À CONDITION DE CHAÎNE ASCENDANTE. 


THÉORÈME 2. — Dans les treillis satis faisant à la condition de chaîne ascendante, 


on 3 UE 
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les conditions étudiées sont liées par les implications binaires indiquées dans la 
figure 15 et par leurs conséquences logiques (°°), ou par celles de la figure 16 
obtenue en groupant les conditions qui deviennent équivalentes. 

a. Démonstration des implications supplémentaires. — 1° (M)=(L) : La 
démonstration repose sur le lemme suivant : | 


Lemme 1. — Dans un treillis satis faisant à la condition de chaîne ascendante, 
st la condition (M) est vérifiée et si une chaîne maximale | x, } entre xNY et x 
peut être obtenue sous la forme x,=xNy,, à partir d’une chaîne | y,} entre y 
etæU y, la chaine | y,} assurant cette obtention est unique. 


Démonstration. — On peut toujours admettre, pour établir ce lemme, que la 
chaine {æ,} est sans répétition; supposons qu’il existe deux chaînes telles 
que {y.}. La chaîne {æ,U y} possède certainement cette propriété. Envisageons 
donc cette chaîne {a,Uy} et une autre {y,}. Soit alors b l'élément de la 


XUY 


xny 
Fig. 17. 


chaîne {x,} maximal parmi ceux qui possèdent la propriété æ,Uy y. On a 
donc buy =c<d, d étant l'élément correspondant de la chaîne { y,}; et, pour 
tout élément æ, > b, on a æ,Uy = y. Montrons que le couple (x, c) ne vérifie 
pas la propriété m. On a d’abord ænc=b et æUc—xUy. La chaine {x,} 
avec (æ,==b) maximale entre b et x est obtenue sous la forme a,=y,Na à 


partir d’une chaîne, la chaine { y! }(avec yd) entrecetæU y. Or, ilestimpos- 


sible de choisir une autre chaîne entrecetæU y, soit{y!}, assurant cette obten- 
tion tout en étant maximale : en effet, la chaine {y} devant être maximale 
entre c et xUy, c doit en faire partie et il conduit à b=—cnx; d’autre part, | 
pour tout élément x, tel que x, >b, on doit avoir y, a, et yc, donc 
YDAUc=x,U y=y,>d, ce qui montre que d peut être intercalé dans 
la chaine | y,} immédiatement au-dessus du premier élément c, si bien que la 
chaîne { y; } ne saurait être maximale. L'hypothèse faite conduisant à admettre 


(?°) Je pense qu’on a aussi (L) =>(R), mais je n’ai pu l’établir. Je n’ai pu décider non plus si l’on 
à ou non (2°) => (at). Les contre-exemples indiqués plus loin montrent qu’il ne peut y avoir d’impli- 
cation binaire qui ne soit pas conséquence de ces deux-là et de celles figurées dans le tableau. 
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que la condition (M) est en défaut doit être rejetée et la chaine { y, | est unique. 
Ona d’ailleurs y, = æ,U y. | 

De ce lemme, il résulte immédiatement que, dans un treillis satisfaisant à la 
condition (M) et à la condition de chaîne ascendante, si une chaîne maxi- 
male {x,} entre æNnyetæx peut être obtenue sous la forme x —xnN y. à partir 
d’une chaîne maximale entre yetæUy, { y.}, on ne peut remplacer la chaine De 


par une chaîne non maximale assurant cette obtention. On voit done que l’on 
a(M)=(L). 


2° (S)=>(R) : La démonstration, tout à fait analogue à la précédente, repose 
sur le lemme suivant : 


Lemme 2. — Dans un treillis satisfaisant à la condition de chaîne ascendante, 
st la condition (S) est vérifiée et si une chaîne maximale | 3,\ entrex Ny etæUy 
peut étre obtenue sous la forme z,=x,N7Y., à partir d’une chaîne {(&, ÿ1) } du 
produit cardinal |x, cUy|<|y, æUy], la chaine {(x,, y,)} assurant cette 
obtention est unique. 


Démonstration. — Nous suivons la même marche que dans la démonstration 


XUY 


du lemme 1. Admettons que la chaîne Hz) soit sans répétition et supposons 
qu'il existe une chaîne {(æ,, y,)} différente de la chaine }(z,Uæ, 3,Uy)} qui, 
elle, assure certainement l'obtention de la chaîne { z,}. Soit alors b l'élément de 
la chaîne | :,) maximal parmi ceux qui possèdent la propriété 3,0 x Ax, s'il en 
existe. S'il n’en existe pas, il existera au moins un élément tel que l’on ait 
z,Uy y. et l’on raisonnera de la même façon en remplaçant x par ye Ona 
donc bUx—c<d, d étant l’élément x, correspondant; et, pour tout élément 
3, > b, on à &Ur—x. Posons bUy —a et montrons que le couple (¢, a) ne 
vérifie pas la propriété s. On a d’abordena—betcUa—æUry.La chaine (3s) 
(avec 3,>=b) maximale entre 6 et æU y est obtenue sous la forme ee à 
partir d’une chaine, la chaine {(x,, y.)} [avec (x, Y)=(d, e), e( ) étant 
élément y, associé à æ,— d pour donner b]. Or, il est impossible de choisir 


(27) Il est possible que l’on ait e = a. , ; 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 3. rae 2 


{ 
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une autre chaine entre (c, a) et (æUY, UY), soit |(æ,, 3,)} assurant cette 


obtention tout en étant maximale : en effet, la chaine {(aæ, y.)} devant être 


maximale entre (c, a)et(æUYy,æUYy), (c, a) doit en faire partie et il conduit 


à b—cna; d'autre part, pour tout élément z, tel que 3, >6, on doit avoir 


wis, eta Xe, done x X5,Uc=3,Ur=a2, Xd; l'élément (d, a) peut être 
intercalé dans la chaîne {(æ,, y,)}; il n’en fait certainement pas partie, car on a 
dna=cna=betdnadne=b, donc dna—b et l'élément b est obtenu 
à partir de l’élément (c, a); la chaine IC y,){ ne saurait être maximale. (S) 
étant vérifiée, la chaine ICRA) est unique et Yona = ZU, == SU 

De ce lemme, il résulte facilement, comme dans la démonstration précédente, 


que l’on a (S)=>(R) dans les treillis satisfaisant | a la condition de chaine 
- ascendante. 


(3°) (L)=(1) : Nous Usiieerons les lemmes suivants : 


Lemme 3. — Sovent Ba éléments s et x tels ques “x d’un treillis S, es 
éléments t et y tels que t.< y d’un treillis conditionnellement complet (?*) T; st la 
chaîne {(a,, y,)} est maximale dans le produit cardinal [s, æ] <[t, y] @ 


chaine {x,}.est maximale entre s et x. En particulier , soient deux éléments x et ye 


d’un treillis conditionnellement complet; si la chaine {(æ., y.)} est maximale dans 
le produit cardinal [æny,æ]<[æny, y], la chaîne | x, est maximale entre 
any etx, la chaine | y,\ est maximale entre xNy ety. 


Démonstration. — Supposons la chaîne {x,} non nat : on Se y. 


intercaler un élément u. Soit 1, l’ensemble des indices : tels quel’on aita,<u. 


Posons Y =U». Cet élément rte, car l’ensemble d'éléments {y,} est 
tel 


borné. Envisageons l'élément (a: Ph du Monte cardinal [s, æ]x[t, y]. 


On a u > x, pour tout :el,, y Er pour tout El, ; u < 2, pour tout t#I,, 

y' Zy, pour tout té. On voit qu'on peut intercaler l'élément (w, y’) dans la 

chaine {(æ,, y,)}, en contradiction avec le fait qu’elle est maximale. 
Remarquons que la deuxième propriété du lemme 3 est inexacte dans un 


treillis non conditionnellement complet. Par exemple, en désignant par R la 
| chaine des nombres rationnels rtels queo rt, le treillis R? met la propriété 
en défaut. Prenons x—(0, 1), FER, a et placons dans la chaîne {(æ,, y,)} 


les éléments [(0, r), (0, 0)] avec r°< ~ et les éléments [(0, r), (1, O)]avec 


72 bre On voit que cette chaîne est maximale sans que la chaîne { y,} le soit. 


‘Lemme 4. — Un treillis qui satisfait à une condition de ab (ascendante ou 


descendante) est conditionnellement complet. 


(28) Pour la définition, cf. G. Binkaorre [1], p. 51. 


à» 
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Démonstration. — Montrons-le, par exemple, pour un treillis satisfaisant à 


la condition de chaîne ascendante. Soit | uw, | un ensemble borné d’éléments du 


treillis. Cet ensemble admet un plus petit majorant : soit u, un élément de 
l’ensemble. Si l’on n’a pas w,> u, pour tout «, il existe uw, tel que u, Æ u, et 
Uo Wu,. Sion n'a pas 2, Uu, Du, pour tout «, il existe u, tel que 
Us EU, Vu, et w Vu, <u, UU, Us. Kt ainsi de suite. Cette chaine ascendante 


est finie. Soit s son dernier élément. On as = U u,. L'ensemble { u,} admet 
(4 
aussi un plus grand minorant. Il existe un élément a du treillis tel que l’on ait 


au, pour tout a. On voit aisément que N u, est égal à U as où {as} est 
l’ensemble des éléments tels que re on ait See: u, pour tout « Ge i 


Lemme 5. — Dans un treillis satisfaisant à la condition de chaîne ascendante et 
à la condition (L), si x et y sont deux éléments tels qu'une chaîne maximale 
{(æ,, y.) } du produit cardinal [xn y, x|><[x Ny, y | soit obtenue à partir d’une 
chaïne | z,} entre xNy et xU y sous la forme x,=2.1Nx, y,=3,Ny, la chaine 
2, pee être obtenue à partir d'une chaîne | y, } entre y et xUy sous la forme 
a= y, x, la chaine y, [peur étre obtenue à partir d'une chaîne | x, } entre x et 
xUy sous la forme y,= x, Ny. 


xuy 
4 Ww 
_yrux 
Ÿ. 
x 
: y! 


x] 


xny 
- Fig, 19. 


. Démonstration. — On peut admettre que la chaîne { (æ,, y,)} est sans répéti- 
tion. Comme il a déjà été eran on peut prendre pour chaîne | z,} la chaîne 
{a,Uy,} et il faut montrer qu ’ona(æUy)Nnz=x., (y.Ur)Ny=y.. Suppo- 
sons qu'il n’en soit pas ainsi et soit (æ,, y,) l'élément maximal de la chaine 
{(æ, y.)} tel que l’une de ces deux égalités au moins soit en défaut; par 


exemple, on a(2,Uy)Nx=u>«,. Soit I, l’ensemble des indices! tels que 


l’on ait (æ,, Y:) > (M1, y.). Pour toutreI,, ona 
(MUY)NL=Ls(MVUY)NL = u, 


i a 


(22) On voit, par le même raisonnement, que, dans un ensemble partiellement ordonné satisfaisant 
à la condition de chaîne ascendante, il suffit de s’assurer que tout couple d'éléments admet un plus 


- petit majorant, pour pouvoir affirmer qu’on a affaire à un treillis conditionnellement epuplet, S'il 
_existe un élément zéro, on a un treillis complet. 
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et pour tout :&I,, on a u >æ,=æ,. L'élément u peut donc être intercalé dans 
la chaine {a,}. Celle-ci étant maximale d’après le lemme 5 et le lemme 4, 
u appartient à cette chaîne dans laquelle il suit æ,. La chaine {(æ,, y.)} étant 
maximale, l’élément (uw, y,) lui appartient et il suit (æ,, y,). La chaîne | (%,, 7.) } 
étant obtenue à partir de la chaine {æ,Uy.}, on:a nécessairement 


MUWF UY; 
plus précisément, on a x, Uy1= 51 << ¢=uU),. D'autre part, on a 
AHNY=PAY = Ji et AUyY=PUY—=w. 
Montrons que le couple d'éléments (y, z,) ne peut vérifier la propriété Z. En 
effet, la chaine { y,} (avec y.=y,) maximale d’après les lemmes 3 et 4, peut 
être obtenue sous la forme y,=(y,Ux)Ny à partir de la chaine {y.Ux}, 
entre y,Ux et æU y; elle peut, par conséquent, être obtenue sous la forme 


= [(Q.Uz) nw]A)y à partir de la chaîne (yUæ)nw} entre(y; Ux) Nw 
et w; cette dernière chaine n’est certainement pas maximale entre =, et 


w— 2, Uy, puisqu'elle ne contient pas l’élément z,. La condition (L) devant ; 


être vérifiée, l'hypothèse faite est illégitime et le lemme est démontré. 
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que, dans les treillis satis- 


faisant à la condition de chaine ascendante, on a (L)— (1). Pour cela, envi- 


sageons un tel treillis dans lequel la condition (1) soit en défaut. Nous pouvons 
y trouver un couple d'éléments (a, y) tel qu'il existe une chaîne {(æ,, y.)} 
maximale dans le produit cardinal [xNny, x] <[æny, y] obtenue sous la 


forme 27,=2,N2, y,=2,Ny à partir d'une chaine {z,} non maximale entre 


any et tUy. On peut admettre que la chaine {(x,, y.)} est sans répétition. 
D'autre part, on peut toujours supposer qu’on n’a pas, pour tout t, = 2,U y.; 
s’il en était ainsi, on pourrait toujours remplacer la chaine { s,} par une autre 
également non maximale, assurant la même obtention et où cette égalité ne 
serait pas toujours vérifiée; en effet, on peut intercaler un élément w dans la 
chaîne {3,}; l'élément (una, ufy) appartient à la chaîne maximale {(x., y,)}, 

c’est-à-dire qu'on a, pour un certain 1:=1t,, uNæ—x,, uNY—7Y,: on modi- 
fierait la chaîne { ,} en remplaçant 5,—x,U y. paru <æ, Uy.. Faisons donc 
cette hypothèse et soit c l'élément maximal de la chaîne {3,} parmi ceux pour 
lesquels on a 3,<æ,Uy,; soient æ,— a, y.=6 les éléments correspondant à 
3,=c et posons aUb—d. On a certainement c > d. Formons aUy—u. Deux 
cas sont possibles : ou bien on au == c, ou bien il n’en est pas ainsi. 


1 cas. — uc. Alors, le couple (y, d) ne vérifie pas la propriété Z. On a 
ynd=6b, yUd=u. La chaine {y.} (avec y.=d) est maximale entre b et y, 
d'après le lemme 3. Elle est obtenue sous la forme y,—(3,Nu)ny à partir de Ja 
chaîne { z,Qw} (avec z,><c) entre c et u, non maximale entre d et u. 


2° cas. — uc. Posons cUy =cUu=». La chaine {x,} est maximale entre 


ER 
à V4 


be 
“q 
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æNy et x, d'après le lemme 3. Étudions la chaîne {a;Uy }. Pour tout : tel que 
Von ait x, a, on a & UyY <aUy—=u. Pour tout: tel que l’on aitx, > a, on a 
HUY EL UY:=3, d’après la définition de l'élément c, d’où l’on déduit. 
TUY =5,UyscUy =v. Distinguons deux sous-cas : 1° l'élément a de la 
chaïne | x,} est couvert par un autre élément de cette chatne : remarquons que les 
éléments de la chaine {(+., y.)} tels que l’on ait (æ,, y.) > (a, 6) satisfont à 
æ,> a, car si l'on avait (a, y.) > (a, b),on auraitaUy.= 2, > c, d’après la défi- 
nition de l'élément c, d'où l’on déduit u—aUy >c, ce qui montre qu’on 
serait dans le premier cas; il en résulte que, si un élément x,— a’ suit immédia- 
tement a dans la chaine {x.}, l'élément (a’, b) fait partie de la chaîne maximale 
{(a., ¥.)} et l’on à a Ub=d' Sc, toujours d’après la définition de l’élément c; 
on en déduit que le couple (a', d) ne vérifie pas la propriété /, car on a a! Nhd— a, 


a'Ud= d’, a’ couvre a et d'ne couvre pas d; 2° dans la chaîne | x,}, l'élément a 


XUY 


n’admet pas de successeur immédiat : si la condition (L) est satisfaite, il ne peut 
alors exister dans la chaîne {x,} aucun élément tel que 2,Uy =», car si l’on 
avait pour æ,=@">a, a"Uy =e, on aurait pour tout élément x, tel que 
d'> x, >a,æx,Uy—=#, en contradiction avec le lemme 5, puisqu'on doit avoir 
(&Uy)Nnx=2x,; le couple (æ, y) ne peut done pas vérifier la propriété l, 
puisque la chaîne maximale {a,j entrexny et x doit être obtenue à partir de 
la chaine {x,Uy} entre y etæU y, d’après le lemme 5 et que la chaine {2,Uy} 
n’est pas maximale, puisqu'on peut y intercaler l'élément ¢; on aboutit à une 
contradiction. 
One ‘ A ri à ? = EX 30 
Dans les deux cas, la condition (L) ne peut être satisfaite et l’on a (L)— (1) (°°). 
f > . . « . 

4° (y)=>(2): Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (2). Il existe 
BAS ee 2 a Se a a  _ 

(39) La même démonstration montre que, -dans un treillis satisfaisant à la condition de chaine 
ascendante et à la condition (L), si une chaîne maximale {(%, 7.) } du produit cardinal 

[eny, x] x[eoy, »] 

est obtenue sous la forme x, = zn#, y, = ny à partir d’une chaîne { 4} entre æny et &UY, on a 
nécessairement z= x U Yi. 2 
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deux éléments x et y tels que x couvre any et aie ne couvre pas y. Soit 3 
un élément tel que y << 3 << æU y et tel que æU y couvre 3 (il en existe d’après 


la condition de chaine ascendante). Le couple (æ, =) vérifie la propriété cet le 


xny 


Fig: 22. 
couple (5, v) ne vérifie pas la propriété c, car toute chaine | z,| entre ænyet z 
passant par l'élément y donne une chaine {z,Ux} présentant une PRES : 
yUx==zUz. La condition (y) est aussi en défaut et l’on a (y) => (2). 


5° (8B) =>(y).: Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (y). Il existe | 


un couple d'éléments (æ, y) vérifiant la propriété c, alors que le couple (y, æ) 


ne la vérifie pas. Toute chaîne maximale sans répétition {a,| entre æNy et x 


donne une chaine maximale sans répétition {x,U y } entre y et xUy. Si l'on 
suppose satisfaite la condition (6), le couple {x, y} vérifiant la propriété b 
impliquée par la propriété c, le couple (y, æ) la vérifie aussi et toute chaine 


maximale entre xy et y doit donner une chaine maximale entre x et rUy. 


chaine maximale avec répétition {y,Uæx}. Il existe donc deux éléments de la 
chaine {7.}, soient a et b(a< bd) tels que l’on aitaUx—bUx—c. Montrons 


, 


xUy = Fe ee 


Rig. ni 


* 


que le couple (a, 2) vérifie la MORE b et que le doit (x, a) ne la vérifie 
pas, ce qui constituera une contradiction. On a d’abord ana= =TNY et" 


aUx=c. Toute chaine maximale entre «ny et a donne une chaine maximale 


male entre x et TU. D'autre part, soit Pa une chaîne maximale ears ony 


we ¢ 


Il doit donc exister une chaine maximale sans répétition {| y,} qui donne une 


entre vet c, car toute chaîne maximale entre Ta) yet y donne une chaîne maxi- 
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et x: la chaine {z,Ua} n’est certainement pas maximale entre a et c. Soit, en 
effet, wl’élément maximal parmi les éléments x, tels que l’on ait x, Ua £x,Ub. 
PosonsuUa = a',uU b—b!. Pour tout x, tel que, >u, onax,Ja=2,Ub~b'. 
Or, il ne peut exister aucun élément x, telque x, Ub=b', carona déjà u U ey 8 
et ceci contredirait le fait que le couple (a, y) vérifie la propriété c. L’élément 
b’ peut donc être intercalé dans la chaîne {z,Ua} et cette chaine n’est pas 
maximale. La condition (B) est donc en défaut et l’on a (B)—(+). 


6° (3)—(2) : Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (2). Il existe 
deux éléments x et y tels que x couvre xNy et xU y ne couvre pas y. Soit z 
un élément tel que y Cs << xUy et t un élément tel que 3 > 12 y et tel que = 


DAS, 


v xny 
Fig. 24. 


couvre £ (il en existe d’après la condition de chaine ascendante). Posons x =u, 
æNny—+. Les couples d'éléments w et ¢, z et ¢ mettent la condition (3) en 
* défaut. En effet, on a d’une part [(4U#)Nz|[Ur—= 3 et l’on a d’autre part 
[((sUe)Nu]Ut=t. On a donc bien (3)= (2). | | 

7° (a)= (a), (2) (2), (1) => (15) : Ces propriétés résultent trivialement 
du fait que, pour un treillis L satisfaisant à la condition de chaîne ascendante, 
le treillis L; de ses idéaux se réduit au treillis des idéaux principaux, donc est 
isomorphe à L. | S 

8° (6)— (x) : Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (x). Il existe 
un couple d'éléments (x, y) tel que, pour tout élément 2 avec any x <x, 


XUY 


Lie NS FORCES Con LR ' 
| . rx k / i F 


Ae 
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on ait (x 'Uy)Nx=x!, alors que, guy un clame au moins y! avec: 

æny <y Zy, on ait(y Ux)ny=y, >’. Supposons que le treillis envisagé: 

satisfasse à la condition (6). ILexiste au moins un élément s avec xNyY<3<x 

tel qu'on ait (sUy')Ny,=7.<y,. Soit u un élément maximal parmi les 
éléments 3 possédant cette propriété. Posons uUy’=u', uUy;=u;. On a 
u'Ux=u,Ux=xUy'.Onaaussiu Zu Nr (uUy)Nx=u, d'oùuNx=u; 

de même, on a u,Na—u. Pour tout élément ¢ tel queu< ex, on a 
(eUu')nu,=u; en effet, si l’on avait (eUu')Nu,=u,<u,, on aurait 
(euy ny, Z(vuw')nu, =u, d'où (eUy)ny, Lu, NY, <Y,, en contra- 

diction avec la définition de wu. Il résulte de là que (6) est en défaut, ce qui 

infirme l'hypothèse. On a donc (6)—(x). 


b. Indication des contre-exemples (°°) : 


1 (a')A(y)» FATF 
2° (R) (1°), (6), (B) : BB. | 
3° (F)2 (1°), (5) :B13. eee 
ae 4° (B)¥5(F) : B4. | vi 
ae a. (DO): Ba. 
Boo 6 (13) 4 (2): Br6.. 
LR | (20): Bag res 
Sa 8° (8) (J), (a) : Bo. 


PE 

an La remarque faite à la AS de l'indication des contre- -exemples du. para- 

Fok graphe 4 est valable ici. Bones = 

ae | i 
x. 3. TREILLIS A CONDITION DE CHAINE DESCENDANTE. 

ss ‘ | . 

EDR 5 “77° . . É ._. wy 4 C 
LAS Tutorime 3. — Dans les treillis satis faisant à la condition de chaïne descendante, … 

e | | 
VAR 

ae | 

i Ve 


a 
-. 
+ 


= 
re 


CONTRIBUTION A L’ÉTUDE DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR INFINIE. 235 


les conditions étudiées sont liées par les implications binaires indiquées dans la 


Jigure-26 et par leurs conséquences logiques (°*), ou par celles de la figure 57 
obtenue en groupant des conditions qui deviennent équivalentes. 


Fig. 27. 


a. Démonstration des implications supplémentaires. — (2)—(F) : Soit un 
treillis qui ne satisfait pas à (F). Il existe un couple d'éléments (x, y) ne 
possédant pas la propriété /, c’est-à-dire qu'il existe une chaine {(x., y,)} 
qu’on peut supposer sans répélition, maximale dans le produit cardinal 


XUY 


[xAY, «|x [xny, y1, telle que la chaîne {x,U y.} ne soit pas maximale entre 
any et euy. On peut intercaler un élément wu dans la chaine UV... Le 


(31) Il est possible qu’on ait aussi : (a)=>(L), (11) = (a2), (11) => (R). Les contre-exemples 
indiqués plus loin montrent qu’il ne peut y avoir d’implication binaire qui ne soit pas conséquence 
de celles-Ià et de celles figurées dans le tableau. 

Unde) Wer... LA VIT. — Face. 8: 29 
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treillis satisfaisant à la condition de chaine descendante est conditionnellement 


complet d’après le lemme 4. On peut donc définir un élément aot par Uz, I, 
tEls 


étant l’ensemble des indices + tels que l’on ait x, Uy, <u. On définit de 


même l'élément y! par Ur. L'élément (x, y') peut être intercalé dans la 


(El 
chaîne {(æ,, y.) }. Cette chaîne étant maximale, (x’, y’) en fait partie. Appelons 


(æ,, Ya) le successeur de (x’, y') dans cette chaîne [il existe d’après la condi-_ 


tion de chaîne descendante vérifiée par le produit cardinal | a NY; x|x<[anysy]- 


puisqu’elle l’est par les treillis composants]. On ne peut avoir à la fois x, =< a” 
et yz y’. Il en résulte que l’on a «I, d’ ou Von déduit TaUYa > u. D'autre 


part, on a 


F Hoy U:)v (Ur)- U (&U y) Zu, 


QUI À Elo El 
d’où l’on tire a Uy’ <u. L'élément (Ze Ya) couvrant |’ Aine ae y'), on doit 
avoir soit y= y, et æ, couvre x’, soit a= x, et y, Couvre y’. Supposons, par 
exemple, que la premiére HOUR soit réalisée. Posons 2’Uy’=a et 
LeVYa=e.Uy'=b. La condition (2) est en défaut, car l’on a zUa=b, 

x,Na—=x et b ne couvre pas a. On a donc (2) —(F). 


2° («)—>(y): Soit un treillis satisfaisant à la condition («) et, dans ce 


treillis, un couple (x, y) d'éléments possédant la propriété c. D’après une 
remarque déjà faite, ce couple possède la propriété a. D’après la condition (a), 
le couple (y, x) posséde aussi la propriété a. D'autre part, la condition (2), 
conséquence de la condition (a), est satisfaite; la condition (B), conséquence 


de la condition (F), est satisfaite, d’ après le résultat établi ci-dessus; il en 
résulte que le couple (y, 2) (comme tout autre couple) possède la propriété b. 
Le couple (y, x) possède donc la propriété c, d'après la Remarque rappelée. La 


condition (y) est satisfaite et l’on a («) (y). - 


BMD TER Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (2). I éxiste- 


deux éléments æ et y tels que + couvre afy et UY ne couvre pas y. Soit s 


un élément tel que y 3 <æxUy et 3 couvre y (il en existe d’après la condi- 


tion de chaîne descendante). Posons æ—u, xny—v, y=t. Les couples 


d'éléments u et ¢, 3 et ¢ mettent la condition (3)en défaut. En effet, on a, d’une 
part, [(&Ur)ns]ur = 3 et, wie autre are [(sUe)nulu t=t. On a donc bien | 
(3) = (2). ; 


xuÿ 
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4° (1)= (2) : Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (2). Il existe 
deux éléments x et y tels que x couvre xN y et eUy ne couvre pas y. Soit {| y. | 
une chaîne maximale sans répétition quelconque entre any et y. La chaine 
((@NYs ¥,)<(w, y)| est maximale dansle produit cardinal [any,«]<[xny,y]. 


xUY 


xny 
Fig. 30. 


Cette chaine est obtenue à partir de la chaîne {y,<'æU y | entre xny et xuy, 
chaîne qui est non maximale, puisque æU y ne couvre pas y. Montrons qu'il 
n'existe pas de chaîne maximale entre æNy et æUY assurant aussi cette 
obtention. S'il existe une telle chaîne, soit {z,< xUy}, appelons a le premier 
élément de cette chaîne parmi ceux tels que l’on ait z,y,; appelons b 
l'élément y, correspondant. On a a > b. Pour tout : tel que y,<b, on a 
3,=y,< b. Pour tout : tel que y. b, on a 3,% a. Il en résulte que l’élément b 
peut être intercalé dans la chaine {z,} qui n’est donc pas maximale. (J) est 


donc en défaut et l’on a (J)—(2). 
* 


5° (x) (ai), (2)= (0), (1) (1°) : Ceci résulte immédiatement du fait que 
le treillis des idéaux duaux d’un treillis satisfaisant à la condition de chaine 
descendante lui est isomorphe. te, 


6° (1;)=>(2) : Soit un treillis L ne satisfaisant pas à la condition (2). Soit 
(æ, y) un couple d'éléments minimal parmi ceux qui sont tels que x couvre 


au(x) (xuy) i 


(x) 


(xny) (2) a (Y) 


anyy sans que xUy couvre y. Il résulte de ce choix que pour tout = tel que 
æny<z< y, ona zUæ couvre 5. Placons-nous dans le treillis des idéaux 


_L,. Soit a un idéal tel que (7Ny)<a<(y) et (y) couvre a (pour l'obten- 
tion d’un tel idéal, vosr l'étude duale dans le paragraphe 1, a, 23°). L'idéal a 
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est caractérisé par l’ensemble de ses éléments z tels quezvNy—s< y : c'est 
l’ensemble des éléments ¢ tels qu’il existe z avec << z. Montrons que aU (x). 
couvre a. Soit w un idéal tel que l’on ait : aU(x) >u a, L'idéal aU(æ) 
est l’ensemble des éléments ¢ tels qu'il existe s avec <zUæ. Il existe, dans 
l'idéal a U(æ), un élément ¢ n’appartenant pas à u. Soit z, l'élément z tel que 
l’on aitv“z3, Uæ. L'élément 3, Ux appartient à aU(æ) et n'appartient pas 
aw. Soit maintenant wun élément quelconque de l'idéal u. On aueaU(x), 
Il existe donc un élément z, soit z,, tel que uZz3,Uæ. On a us, UzUx 
avec 2 Uz En et 3,Us,Uv€u. On a aussiz, Uz, <uUz, 03,73, Uz, VU. 
avecuUs,U 3, Eu, car 3,Uz,€a—n. On en déduit uU2,U 224 51U5,U2. 
Or, d’après le choix du couple (2, y), 3, Uz; Uæx couvre 3, Uz,. On a donc 
uU3, U3:—=3 03%, d'où uz,U3, et u&a. Finalement nu — «a et aU(x) 
couvre a. Le treillis L; ne satisfait pas à la propriété(1) : on a[aU(æ)|NA(y)=a, 
car (y) couvre a et «U(æ) &(y)[en effet, on a y€aU(x), puisqu'il n'existe 
aucun élément z tel que y ZzUx, sU2 couvrant s]; ona 


[au(z)JU(y)=(2uy); - 


il existe un idéal principal (7) tel que (y) <<(r)< (æU y). Le treillis L ne satisfait 
pas à la condition (1;) et l’on a (1:)>(2). 


7° (2:)=(&): Soit un treillis L ne satisfaisant pas à la condition (æ).. Soit 
(a, y) un couple d'éléments minimal parmi ceux qui ne possèdent pas la 


: 


(xuy) 


a u(x) 


> ag NV 

he É k Fig. 32. 

7 | | ig. 3 

ps. \ propriété a, alors que le couple symétrique la posséde. Soit a un idéal tel que 
ae 1 (æ@ny)Za<(y) et (y) couvre a. Cet idéal est caractérisé par l’ensemble 
2 _ de ses éléments = tels queany<s<y: c’est l’ensemble des éléments t tels 
FA qu'il existe s avec 43. Pour tout élément 3, on a (sU2)Ny=s. D'autre 
ee part, il existe un élément b entre any et x tel que (bUy)n æ > b. D’après le 
: ss choix du couple (a, y}, on a nécessairement bU y =xUy etx couvre b. De 
ma plus, on a, quel que soit s, bUz4a@Us, sans quoi le couple (a, =) ne possé- 
se ANS derait pas la propriété a, alors que le couple (3, x) la possède évidemment, 
es 3 contrairement au choix du couple (a, y). Ceci posé, considérons les idéaux 
x: i aU(a), ensemble des éléments ¢ tels qu’il existe 3 avec t<sUxretau(d), 
1 ensemble des éléments ¢ tels qu'il existe s avec << z UD. HE 


a, a 
À FRET TR 
i 
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Ona 
(UY) >aU(x2)>aU(b) 

car, d’une part, ona yE(ruUy) et y€a U(x) [il n’existe aucun élément z tel 
que y— =U, puisque le couple (y, æ) possède la propriété a]; d’autre part, 
onaxEau(x) et x€au(h) (il n’existe aucun élément s tel que æ“zUb, 
ce qui entrainerait s U2 = 3 Ub, contrairement à la remarque qui précède). Le 
treillis L; ne satisfait pas à la condition (2): on a [aU(b)]N(y) =a, car (y) 
couvre a et (y) ÆaU(b); ona[au(b)|U(y)=(xUy) et (wUy) ne couvre 
pas aU(b). Donc, le treillis L ne satisfait pas à la condition (2;) et l’on a 


( 2 i) A a de 
b. Indication des contre-exemples (?°\ : 


Bal Gs) 721) G8. | 

2° (R)Æ (ri), (I): Co, C8. 

AMC) S) Cor. 

4° (S) Ay): C2. à 

5e (y)(1), (8) : C4. 

CRC CR)E C3: 

7° (1) (8): Cr. | ù 


4. ÉTUDE DES CONTRE-EXEMPLES UTILISÉS (*?). — a. Treillis ne satisfaisant à 
aucune condition de chaine. 


1° A4 : Dans ce diagramme, les traits terminés de chaque côté par une 
double flèche symbolisent la chaine des nombres réels r tels que o <r 1. Les 
éléments du treillis sont ainsi ceux des trois chaînes {a}, {y}, {2}, auxquels 
il faut ajouter les éléments a, b, c, d, e. Les relations imposées sont lisibles sur 
le diagramme (onax,=Yy,etz,<y, siles nombres r et 7’ satisfont aux mémes 
relations avec leur sens ordinaire). On a bien affaire a un treillis dans lequel 
oman he —¢,0 UC—-0,af\d—e,aUgd=b-écnd—e, cUd=—b; an y-=—7;, 
ga, Oe, — ena ze 0 ONY = 2,700 y=, cN\x,=e, cUxr,=b, 
ANL, =e, AUX, =YJry AN 2, =, AU 2, =J 3 Lp N= Lyin (rr) Lr DV = Y maxis 
DAV Sr = €) 0,35 — 0, VEN 5p = Sma rs VrU Se = Yon,” On s'assure facile- 
ment que ce treillis est complet : une famille quelconque d’éléments admet un 
plus grand minorant qu’on obtient en remplaçant d’abord les éléments de la 
famille appartenant à la chaîne {x,} (s’il en existe) par leur plus grand 
minorant et en faisant de même pour ceux des deux autres chaînes; on voit de 
la même façon que toute famille d'éléments admet un plus petit majorant. On 
obtient le treillis des idéaux en remplaçant chacune des trois chaines {x,}, 


et ae TO NA A CN LP à = à 


(#2) Tous les contre-exemples utilisés sont des treillis complets. 


es, 2405000 RR, CROISOT. | pee an? À bea ihe | 
} a à ; She FE ae de 1% à ! ï a ; 
a (rt, | 3-}-par la chaîne de ses idéaux (avec des relations évidentes entre les — ; 


éléments des chaines d’idéaux). On obtient de même le treillis des idéaux 
duaux en remplaçant les chaines par les chaînes d’idéaux duaux. Le treillis A4 


k 


rquant que les couples d'éléments 7 

Co æ), (d, æ), (d,3,), (ay, Jey ee 
| satisfait à la condition (B), car les 
ples symétriques vérifient la propriété 6. Il satisfait agen, 


- P lé: Le et > 


je a 


or et PIS dé a ek, 24 LE RUE ER L rt 4 cr S Kon © ey Pe TE. LU /E . 
EP PS AR I OR EEE en a POUR AN VA oe 


— 
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la condition (x;) : le treillis de ses idéaux satisfait à la condition (a), car les 
couples d’éléments (a, b'), (a, y.) (a, y.), (a, d), (a', y,), (a',y.), (ad) 
(ry Yn), (Lrs V4) (Ly Yrs Cr, Vi), et les couples symétriques ainsi que les 
_ couples du diagramme symétriques de ceux-là par rapport à la chaîne médiane 
vérifient la propriété a, alors que les couples (a,c), (a, c'), (a, Gy) Ven): 
(a, CAO) (der XC GARE UE Ch (Us CNR ME OD Ae à) ARC), Cie c!), 
(2, 5,'), (2,, 3.) et les couples symétriques ne la vérifient pas. Il satisfait à la 
condition (a') : le treillis de ses idéaux duaux satisfait à la condition (x), car 
les couples d'éléments (a, y), (a, y), (a,7,), (a, d), (a, 35), (Ur .,), (&!, Ya, 
(©, Yo)s (es d), (Lis 50), (Lee Von) Lr» Yr)» (Ley Yo), (rs ds (ry 30), (a0, a), 
(2, So) et les couples symétriques ainsi que les couples du diagramme symé- 
triques de ceux-là par rapport à la chaîne médiane vérifient la propriété a, 
alors que lescouples (a, c), (a,3),(2,3;), (x, c), (x, 5), ae By), (ny Cys 
(Xp, 3,,), (Lr, 3%) et les couples symétriques ne la vérifient pas. Il ne satisfait 
pas à la condition (J) : le couple (a, c) ne vérifie pas la propriété j, car la 
chaine {(e, e) <(x,, 3-)< (a, c)} (r décrivant la chaîne des nombres réels de 
l'intervalle ouvert [o, 1]) maximale dans le produit cardinal [e, a] <[e, c] peut 
être obtenue seulement à partir de la chaîne {e< y,< 6} ou à partir de la 
chaine {d< y,< 6}, toutes deux non maximales entre e et b. 
Le treillis A4 satisfait donc aux conditions (R), (S), (L), (B), (x), (y), (8), 
(M), (6), (2), (1), (3), Ca’), (a), (2), (29), (12), (19, (5). Il ne satisfait pas 
aux conditions (1), (F), (J), (y 


2° A5 : Le treillis A5 est formé des éléments a, b, c, d et des deux chaînes 


{xr} 


yr} 


Bigs 00 vue 


{æ,} et {y,} (des nombres réels r de l’intervalle ouvert [o, 1]). Il est immédiat 
qu'il s’agit bien d'un treillis. Ce treillis est complet. Il satisfait aux conditions 
(3) et (y) car, quel que soit l'élément x pris dans l’une des deux chaînes 
joignant d et a et quel que soit l'élément y pris dans l’autre, le couple (x, ie) 

_ne vérifie pas la propriété 6 (a et y étant différents de a et d), ni a fortiori la 
propriété c. Il satisfait à la condition (3) : en effet, pour avoir æ couvre y et z 
couvre £, il faut prendre æ—0b,y—d,z:=—c, t=d ou w= 5=b, Veta 
(ou les éléments du diagramme symétriques par rapport a la droite ad). Dans 
les deux cas, on a [(wUt)Nz|Uy=[(sUy)Nx]Ut. Il ne satisfait pas à la 
condition (1), b et c couvrant d sans que a couvre 0 etc. MeN 
Le treillis A5 satisfait donc aux conditions (y), (8), (3). Il ne satisfait pas 
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aux conditions (R), (1), (F), (S), (L), (B), (li), (a), (M), G), (6), @), (a. 
(a), Ca), (22), (2) Gi), GG) 


b. Treillis satisfaisant a la conden de chaine ascendante. 


° Br: Dans ce diagramme et dans tous les suivants, les traits terminés 

ae coté par une flèche symbolisent la chaine des nombres entiers positifs. 

i! Les éléments du treillis sont ceux des deux chaînes { a;} et | b;} et les éléments 

| ‘a, b, c. On voit immédiatement qu’il s’agit d’un roils ponies car deux 

: éléments quelconques admettent un plus petit majorant [voir la note (?°)]. Ce 

PA treillis satisfait à la condition (2) comme il est facile de s’en assurer. On obtient 
| le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments a’ et b’, Le treillis Bi ne _ 

satisfait pas à la condition (1°), car a’ et c couvrent a et b’ ne couvre pas c. Il ne 


: { + 
; 
A 3 | AY Fig. 36. | 
: Ste satisfait pas à la condition (J): le couple (c, a) ne vérifie pas la propriété /, 
Pe car la chaîne {(a, a)<(c, a)<(e, a;)} (¢ décroissant jusqu'à 1) maximale 
ke dans le produit cardinal [a, c] <[a, a,] peut être obtenue seulement à partir 
La as de la chaîne {a<c< b;} ou à partir de la chaine {a< b< b;} et ces chaines 
nt: Se ne sont pas maximales entre a et b,. Il ne satisfait pas à la eonilition (y), car 
+ le couple (ce, a,) vérifie la propriété c et le couple (a, c) ne la vérifie pas. Il ne 
KR \ satisfait pas à la condition (x), car le couple (a,, b) JE la ye ees a et le 
‘4 oe couple (4, a,) ne la vérifie pas. : 
7 Be Sf 2 Le treillis B1 satisfait donc aux conditions (2), (1). Il ne tt pas aux 
2 conditions (a), (R), (D), (F), (25), (B), (0), (1°), (5), (2s (), (8), (6). 

7 2° Ba: Les éléments du treillis B2 sont ceux des trois chaînes {a;}, {b;}, 
Re {ex} et les éléments a et c. Deux éléments quelconques admettant un plus petit 

a | majorant, il s’agit bien d’un treillis complet. Ce treillis satisfait à la condition 

Se ; (J): il est évident qu un couple d’éléments auquel n’appartient pas c vérifie la ‘ 
Py - propriété j et l’on s’assure facilement qu’il en est de même des couples (c, a) _ 
a ER et Ce, b;). On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments a’, 
iy | 
& 
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! ee, . . . . ‘ . . . 
6’, c’. Le treillis B2 ne satisfait pas à la condition (1°), car a’ et c couvrent a 
etc ne couvre pas a’. Il ne satisfait pas à la condition (2), care couvrea=cna, 
etc, = CU a, ne couvre pas a. 


Le treillis B2 satisfait donc aux conditions (J), (1). Il ne satisfait pas aux 


conditions aye cI ied Fe) sn, (BC, C5), (7), (D). (6) Ce): 


3° B3 : Les éléments du treillis B3 sont ceux des deux chaines {a;; et {b;} 
et les éléments c et d. Il est immédiat qu'il s’agit d’un treillis complet. Le 
treillis B3 satisfait à la condition (R) car, quels que soient a; et b;, toute chaine 
du produit [a;, c] <[b;, c| est finie et ne saurait donner une chaîne maximale 
entre d et c, ce qui montre que le couple (a;, b;) vérifie la propriété r. Le 
treillis des idéaux duaux est obtenu en ajoutant les éléments a’ et 0’, Le treillis 
B3 ne satisfait pas à la condition (1°), car a’ et b' couvrent d sans que c couvre 


C 
CF b, 
a2 be 
a3 b3 
a b’ 
avd 
Fig. 38. 


a! et b’. Il ne satisfait pas à la condition (GB), car le couple (a, bs) ne vérifie pas 
la propriété b alors que le couple (b,, a) la vérifie. Il ne satisfait pas à la 
condition (6), car on a a. Nb,—a; Nb, — d, a,Ub,=a,Ub,=c, alors que 


tout élément a tel que d<axZa, est tel que 2Ub,=c, donc tel que 


Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 3. 30 


/ 
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Le treillis B3 satisfait done aux conditions (R), (1), (J), (æ), (y), (2), (1). ee 
Il ne satisfait pas aux conditions (a), (F), (2‘), (B), (1°), (5); (B);:(6):2 Sans ee 
4° B4: Les éléments du treillis B4 sont ceux des trois chaines la}, {by}, Y 5 3 28 
{ex} et les éléments 6 et d. C’est un treillis complet, car deux éléments quel- | 


conques admettent un plus petit majorant. Ce treillis satisfait à la condition (R): i 
les couples d’éléments (a;, b;), (4i, cx), (b;, cr), (ai, 6), (b, ex) vérifient la . 
propriété r. Il satisfait à la condition (B); les mêmes couples d'éléments et les oe ie 
couples symétriques vérifient la propriété b. On obtient le treillis des idéaux 
duaux en ajoutant les idéaux non principaux a’, b’, c'. Ce treillis satisfait a la 5 Sean 
condition (a), car les couples (a;, b;), (b;, cx), (ais b), (8, GX (as AT RCE LEE #4 
(a;, c'}, (a!, cx), (a!, b), (b, c'), (a!, c') et les couples symétriques vérifient la — 180 

i ; ; 

f, LE, J 

AS RQ PP ER LEE 

| Fig. 39. Ha TN te AA it Dep 

| ; ; | ÿ eS vis 3 . A a OR 
propriété a, alors que les couples (a;, c,) et les couples symétriques ne la Bn 


vérifient pas. Le treillis B4 satisfait donc à la condition (a). Il ne satisfait pas “a 
à la condition (F); le couple (a, c,) ne vérifie pas la propriété /, car la chaine 


(Cd, d) << (as a) < (an 1-4) < (Mit, CA) << (an C2) < (ane) < ae) 
maximale dans le produit cardinal [d, a,] >< [d, ci] donne la chaine | à 
+ { dud= rf oie 4 Pa di U Ci bi aU bi. 4 ees UC = bz aUa—= Fi } 5 
non maximale entre d et b, puisqu'on peut y intercaler l'élément Bes Chat ay i 
i Le treillis B4 satisfait done à toutes les conditions étudiées, sauf à la condi-  —~ 
OIE POSER EN TIRANT EST ER Rigs ters in 
5° B6: Les éléments du treillis B6 sont ceux des chaines {a,}, {ain}, { ge ‘ pr: 
{Ganfy +--+ {nly {euh {cum}; {cn}, {Can}, ++. et les éléments aet c. On voitque = 
c'est un treillis complet en s’assurant que deux éléments quelconques ont un ; : 
ee 


TE 


{ 4 - 
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plus petit majorant. Ce treillis satisfait à la condition (+) :les couples d’éle- 


ments (4;,¢;), (a@;,c;) avec r>j,(a,, Crj), (@,¢;), (a,c,;) vérifient la 
propriété a ainsi que les couples symétriques; les autres couples (æ, y) (où l’on 
n'aniæ>y, ni ya) ne vérifient pas la propriété a. On obtient-te treillis 
des idéaux duaux en ajoutant les idéaux non principaux a’, a, a,, a’, a’, ..., 
Dee, Ce 16,0, ex Le treillis B6 ne satisfait pas à la condition Croce 
et © couvrent c, alors que a’ ne couvre pas a. Il ne satisfait pas à la condi- 
tion (6), car on a biNnc, —b,nc=cet b,Uci—b,Uc;— a, alors que tout 
élément x tel que c << ac, est tel que (b, Ux)Nb,= by. Il ne satisfait pas à 


la condition (y) : le couple (a, c,) vérifie la propriété c et le couple (c,, a) ne 


4 Q à « . a A . ’s : 
la vérifie pas, car la chaîne maximale {c< c;} (où ¢ décroit jusqu’à 1) sans 


répétition entre cet c,, donne la chaine {cUa—a<c;Ua—=a;}non maximale 
entre a et a,. Il ne satisfait pas à la condition (J) : le couple (a, c) ne vérifie 
pas la propriété j, car la chaîne {(c,c) <(a, Ya, ci (our: décroit 
jusqu'à 1) maximale dans le produit cardinal [c, alxte c,| ne peut être 
obtenue qu’à partir de la chaîne {ca < a;} non maximale entre cet a. 

Le treillis B6 satisfait done aux conditions (a), (2), (1). Il ne satisfait pas 


aux conditions (a), (R), (I), (F), (2°), CB), J), (1°), (5), (y), CB), (6). 


6° Bg: Les éléments du treillis Bg sont aj, bij, ci, dij, e où les indices 


- sont des entiers positifs quelconques. Il est immédiat que l’ensemble partielle- 


ment ordonné défini par lé diagramme satisfait à la condition de chaine ascen- 
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dante. On voit sans difficulté que deux éléments quelconques admettent un 
plus petit majorant. Le diagramme représente donc un treillis complet. Ce 
treillis satisfait à la condition (8) : on peut, en effet, constater que les couples 
d'éléments (ax, Ae pu), (air, bip), (Gijns cup), (Aisne dej), (hi, 05), (Cijes Coyr), 


(Cijns dry), (dij, dry) et les couples symétriques vérifient la propriété b, alors 


Li 


SO 


we 
a 
i} by 
| bey 

, vf ba 

+ QL } i 

t ë OP as boy 

4 Be iS 
f ) , 02 
a J 2 
Sy: F 4 
‘Gey 
aa 
ete 
Ae 
à r 
Bar. 
CE 
vi 
er 
Le à 
bee 
a 
pe 

ie | 
a bie 
“à 4 7 e 
sig Ven Fig. 41. 
2e 
Le que les couples: Nero ; 
er. quees couples (b;;, Cin )s (bi; di) et les couples symétriques ne la vérifient 
ee pas. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les idéaux non princi- 
ae pare gh. 7 4 4 a ft ih ! ER à Ü , , 1 
+ 200 Baus Goins io io» @oons Goo Diggs Boos bp Do 009 Cojxs Cijos Cioxs Coons 
ae Cioor Cooo Iojr dis d,,. Le treillis Bg ne satisfait pas a la condition (1?) cards, 
iy ! : ating. ai . ; 00 
ee et d,, couvrent e sans que a’, couvre d,,. Il ne satisfait pas à la condition (a), 
SA i ane (bis, dix) possède la propriété a que ne possède pas le couple 
gi | 1, Dia). Il ne satisfai à la. ition ar | +. 
a 113 Ou) t pas à la condition (J), car le couple (bis, cs) ne 
a S NE : ; 
ams 
= 
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vérifie pas la propriété; en effet, la chaine ((e,e)<(e, di) <(e, Chany (Dao Cris) 
(J ety’ décroissant jusqu’à 1, # décroissant jusqu’à 2) maximale dans le produit 
cardinal [e, b,,] x [e, Ci19| peut être obtenue seulement à partir de la chaine 
te di Cri 4117} ow à partir de la chaîne déduite de celle-là en remplaçant 
Ciro par Ci,1 et ces. deux chaines sont non maximales entre e et a,,.. 

Le treillis Bg satisfait donc aux conditions (y), (8), (2), (1). Une satisfait 
pas aux conditions (a), (R), (1), (F), (2°), (B), (J), (1°), (5), (a), (6). 


7° Bri: Les éléments du treillis Bir sont a;;, b;;, a, as, Boj, bio, boo, où 


Fig. 42 


les indices sont des entiers positifs quelconques. On voit facilement que c’est 
bien un treillis complet. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les 
idéaux non principaux @,, @y dis Lis Us D09 By), Vos Bas Ba- Le treillis des 
idéaux satisfait à la condition (a): les seuls couples d'éléments ne possédant 
pas la propriété a sont les couples (ajo, &;), (io, Oa); (ou, ees anon) OL Les 


- couples symétriques. Le-treillis Bix satisfait donc à la condition (a'). Il ne 


satisfait pas à la condition (y) : le couple (4,0, 4.) possède la propriété c et le 
couple (@o:, 09) ne la possède pas, car la chaine {b,,<a,,} (où j décroit 
jusqu’à 1) est maximale sans répétition entre bo, et 4,:, alors que la chaîne 
(bo < &j} n’est pas maximale entre b,, et a,;. Il ne satisfait pas à la condi- 
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tion (J):le couple (ask bio) ne vérifie pas la propriété j, car la chaine 
(Boos Dov) < (Bios boo) (bios Goj)} (où à et j décroissent jusqu a 1) maximale 
dans le produit cardinal [b,5, is] X [60 doi] peut être obtenue seulement à 
partir de la chaîne {b,,< bi << aij} ou à partir de la chaine déduite de celle-là en 
remplaçant 5,9 par a,, et ces deux chaines sont non maximales entre b,, et a,,. 

Le treillis Brx satisfait donc aux conditions (æ'), (2°), (1 td), (5); (246) 


(2), (1). Il ne satisfait pas aux conditions (R),(1), (F), (B), (J), (x), (8). 


8° B13: Les éléments du treillis B13 sont ceux des trois chaînes { a; \, {b;}, 
{c,} et les éléments a et b. On voit immédiatement que c’est un treillis complet. 
Il satisfait à la condition (R) : on voit aisément que les couples d'éléments 


(ai, b;), (ai, c;), (ai, Bes (b;, c;) possèdent la propriété r. Il satisfait à la condi- 


S 


b, 


Te, é PEN 


tion a (F): les mêmes couples vérifient la Der On obtient le treillis des 
idéaux duaux en ajoutant les éléments a’, b’, c'. Celui-ci ne satisfaisant pas à la 
condition (1), car a’ et b couvrent a sans que 0’ couvre b, le treillis B13 ne 
satisfait pas à la condition (1°). I ne satisfait pas non plus à la condition (5), 


À onda Nha Ne a Ub=aUc=b, et, pour tout Hénente se a 


tel quea< a a, ona(aUb)ne=binc = ci. 
Le treillis B 13 satisfait donc aux conditions A), OC Ey, (B), (J), (a), zoos 
CB), (6), (2), (1 (1). H ne satisfait pas aux conditions C25 (FP) Peto ay 


9° B16 (#3): Les éléments du treillis B16 sont ceux des deux ‘ehdtnee. {a a} 
: et { bn h les éléments c;;, où 7, j sont des entiers EU quelconques et les 


(33) Les contre-exemples B 16 et B14 sont directement i inspirés d'un | exemple de R. P. DILWORTH, 
[4], p. ical : 


i » 


ea 
a 


he” 
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éléments a et b. On voit aisément que l’ensemble partiellement ordonné défini 
par le-diagramme satisfait à la condition de chaine ascendante et que deux 
éléments quelconques admettent un plus petit majorant: On a donc bien un 
treillis complet. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les idéaux 
non principaux a’ et b'. Celui-ci satisfait à la condition (1), donc le treillis B16 
satisfait à la condition (1'). Le treillis B 16 ne satisfait pas à la condition (2), 
car b couvre a — a, Nb sans que b,— a, Ub couvre a,. 

Parmi les conditions étudiées, les seules auxquelles satisfasse le treillis B 16 
sont donc les conditions (1') et (1) [et la condition équivalente (1;)]. 


Fig. he 


10° Br4: Les éléments du treillis B14 sont ceux des chaines { a,}, | b,\, {dn}, 
{en}; | gn}, les éléments c;; et f;, oz et 7 sont des entiers positifs quelconques 
et élément a. La aussi, on voit immédiatement que le diagramme représente 
un ensemble partiellement ordonné satisfaisant à la condition de chaîne ascen- 
dante et que deux éléments quelconques admettent un plus petit majorant. On 
a affaire à un treillis complet. Considérons deux éléments autres que a : ils 


appartiennent à un sous-treillis convexe [a,, b,] (il suffit de prendre pour z le 


maximum de l'indice des éléments à un seul indice et du premier indice des 
éléments à deux indices). Il en résulte que le treillis B14 possédera toutes les 
propriétés (parmi celles qu’on étudie ici et autres que celles portant sur le 
treillis des idéaux duaux) de ces sous-treillis. Or, ceux-ci sont de longueur 
finie et possèdent la propriété (1). Ils possèdent donc toutes les propriétés 
envisagées (**). On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments 


_ (3+) D’après leur équivalence dans les treillis de longueur finie, établie au Chapitre IT. 


R. CROISOT. 


250 | 
a’, b', d', e', g'. Ce treillis ne satisfait pas à la condition (1), puisque b' etd’ 
couvrent a’, alors que e’ ne couvre pas d’. ty": at | 

Le treillis B14 possède donc toutes les propriétés étudiées, saufles propriétés, 


(ai), (2°), BD) 


LE 


cary Be 


c. Treillis satisfaisant à la condition de chaîne descendante (°°). 


Fig.. 46. 


(*5) Le contre-exemple C8 qui est modulaire sera étudié dans R. Croisor [3], Chapitre I. 


\- 


1° C1: Le treillis C1 est le treillis dual du treillis Br. Ce treillis satisfait à la 


—— 
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condition (a ). Il ne satisfait pas à la condition (1), ni à la condition (8), car le 
couple (b, a) vérifie la propriété c, donc aussi la propriété b, alors que le 
couple (a;, 6) ne les vérifie pas. 


Le treillis Cr satisfait donc à la condition (1) [et à la condition ¢1‘)]; il ne 
satisfait à aucune autre condition étudiée. 


2° C2: Le treillis C2 estle treillis dual du treillis Ba. Le treillis de ses idéaux 
est donc dual du treillis des idéaux duaux du treillis B2. Le treillis C2 satisfait 
à la condition (S) : on voit aisément que les couples (a;, c) possèdent la pro- 
priété s (et aussi la propriété r) et que les couples (b;, c) possèdent également 


a 


Fig. 47. 


la propriété s (mais non la propriété r); les autres couples vérifient trivialement 
la propriété s (et la propriété r). Le treillis C2 ne satisfait pas à la condition (1;), 
car b! et c couvre c'—b'Nc sans que a= b' Uc couvre U’. Il ne satisfait pas ala 
condition (y), car le couple (c, a,) possède la propriété c que ne possède pas le 
couple (a, c). 

Le treillis C2 satisfait donc aux conditions (S), (3), (2), (1). Il ne satisfait 

pas aux conditions (a), (R), (1), (2:), (L), (15), (@)s (y). 
3 C3 : Le treillis C3 est le treillis dual du treillis B3. Il satisfait à la condi- 


. d { 
as} bg 
8; b, 
a, b, 
(e: 
Fig. 45. 


tion (B) et à la condition (y), car aucun couple d'éléments (æ, y) tel que l’on 
‘wait ni x Sy, ni æ-<y ne possède la propriété b, ni par conséquent la pro- 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fase. 3. 31 


Le treillis C5 ne satisfait pas à la condition (1;), car c’, et d, couvrent a!,, sans 
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priété c. Il ne satisfait es à la condition (1 ), car a et b, couvrent C sans que dq 


couvre a, et dy. et 
Le treillis C3 satisfait done aux sai aie (y) et CB) et seulement à celles-là. . 


% C4: Les éléments du treillis C4 sont ceux des trois chaines {ai}, {b;}, 
{cx} et les éléments a et b. L'ensemble partiellement ordonné défini par le dia- 
ames satisfait à la condition de chaîne descendante et est tel que deux élé- 
ments quelconques possédent un plus grand minorant; c’est donc un treillis 
complet. Ce treillis satisfait à la condition (y) : les couples d'éléments (a;, ¢x) 
avec 1541, (b;, c,) avec j 41, (a,c) et les couples symétriques ne possèdent 


pas la propriété c; tous les autres couples la possèdent. Le treillis C4 ne satis- | 


Fig. 4g. PA ; SRE 
| - NE. 
fait pas à i condition a 1), car b, et a couvrent 6, sans que b couvre 6, et ci: dE 
ne satisfait pas à la condition (B), car le couple (c,,a) a la Pope bab st 
le couple (a, c,) ne la possède pas. 
Le treillis C4 satisfait a uniquement; a la condition (Y) parmi les condi 
tions étudiées. | | 


5° C5 : Les éléments du treillis C5 sont Gijks Oi ins Gijos Gioks où fad indices sont 


des entiers positifs quelconques (à part que l’on exclut les éléments de la 
forme b;,,) ete. Le diagramme définit un ensemble partiellement ordonné | 


satisfaisant à la condition de chaîne descendante. On voit que deux éléments 
quelconques ont toujours un plus grand minorant. On a donc bien affaire à un 
treillis complet. Ce treillis satisfait à la condition n (L) : deux éléments de la eh 
forme aj, ou b;x appartiennent à un sous-treillis convexe de longueur finie ; 


vérifiant la condition (1), donc semi-modulaire, vérifiant done aussi la condi- 


tion (1) (**); il en résulte que les couples ainsi déterminés possèdent la pro- 
priété 1; on s'assure facilement qu’il en est de mème des couples ayant un 
élément de la forme a,j) ou ajo, ou les deux. On obtient le treillis des idéaux en. 
ajoutant les idéaux non principaux a;,, 4,4, @,,,, €, d,, Aijor Goons Boor Sis Bi. * 


que e couvre c' et d,. Il ne satisfait pas a la condition (S): : le couple (aa 


a 
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ne possède pas la propriété s, car la chaine (dus Le} (é croissant à partir 
de 1} maximale entre a,,, et e peut être obtenue à partir de la chaine 
dt io) Ce, e)} du produit cardinal [21015 €][@110, e] et ne peut pas être 
obtenue à partir d’une chaîne maximale de ce produit cardinal. 


IA 


Le treillis G5 satisfait done aux conditions (1), (L), («), (y), (8), (2), (1). 


_Ilne satisfait pas aux conditions («;), (R), (2:), (S), (ri). 


ME Co : Les éléments du treillis CO BONU 4; 0), dodo ef ter eo) e (les 
indices sont des entiers positifs quelconques à part que l’on exclutles éléments 
b, et fa). On voit facilement qu'il s’agit bien d’un treillis complet. Ce treillis 
satisfait à la condition (R) et à la condition (1) : deux éléments de Ja forme jy 
bij; ei; ou f;; appartiennent à un sous-treillis convexe de longueur finie vérifiant 


<a, 
A 


FAR rt 


me 
Lx, a 
on ar 
Fr 


* 


Sr a 
vd 
"1 


i 
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la condition (1), donc semi-modulaire et vérifiant les conditions (R) et (I) (**); 
les couples d’éléments ainsi déterminés possèdent donc les propriétés r et 7; 
on voit aisément qu'il en est de même des couples ayant un ou deux éléments 


de l’une des formes @j9, dj, 0, €o;. On obtient le treillis des idéaux en ajoutant 


les éléments a,,, a, 4,6, €, Coo c', d', g', h'. Ce treillis ne satisfait pas à la 


condition (1), puisque c’ et d’ couvrent a, sans que e couvre c’ et d’. Le treillis — 


Cg ne satisfait done pas à la condition (1;). | 
Finalement, le treillis Co satisfait à toutes les conditions étudiées, sauf aux 
conditions («;), (2;), (1:). 


- CHAPITRE III. 


APPLICATION A LA CARACTERISATION DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR FINIE. 


| Lemme. — Dans les treillis de longueur finie, toutes les conditions étudiées sont 
équivalentes. ù 


Demonstration. — Un treillis delongueur finie satisfait à la fois à la condition 
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de hain ascendante et à la condition 0 chaine descendante (°°). Les théo- 

rèmes 2 et 3 du Chapitre II entraînent alors les conséquences suivantes : 
D'après le théorème 2, les conditions (I), (L), (M) sont équivalentes, les 

conditions (2;), (2), (3) an équivalentes. D’après le théorème 3, les condi- 


tions (J), (F), (B), (M), (2), (6), (5), (2), (3) sont équivalentes. Il en résulte 


l’équivalence de toutes ces conditions. De plus, d’après le théorème 2, 
(L)entraine («) et (y), (B) entraine (8) et l’une quelconque de ces condi- 
tions entraîne (2). Les conditions (x), (y), (B) sont donc équivalentes aux 
précédentes. Il en est de même de la condition («;) équivalente a(«) d’après le 
théorème 2 et de la condition (x), également équivalente à (x) d'après le 
théorème 3. 

La condition (S) équivaut à la condition (R), d’après le théorème 2 et les 
conditions (1), (1;), (1°) sont équivalentes, d’après les théorèmes 2 et 3. 

Puisque (R) entraine (2) et que (2) entraine (1), on établira l’équivalence 
totale des conditions étudiées en montrant que (1) entraîne (R). | 

Or, on sait (°7) que la condition (1) caractérise lasemi-modularité et que, dans 
un treillis semi-modulaire de longueur finie, la condition de chaîne de Jordan- 
Dedekind est vérifiée et, pour tout couple d'éléments (a, y), les longueurs des 
chaînes maximales sans répétition joignant æNy à x d’une part, y à rUy 
d’autre part, sont liées par l'inégalité 


Iglany, x] ler, uy]. 


Supposons alors que, dans un treillis de longueur finie satisfaisant à la condi- 
tion (1), pour un couple d’éléments (a, y), une chaîne! z;} maximale sans répé- 
tition (de longueur /) entre æNnyetæU y soit obtenue sous la forme 2;=2;NYi 
à partir d’une chaine {(a;, y;)} du produit cardinal [æ, æUy| <[y, vUy]. 
Cette chaîne est évidemment sans répétition et sa longueur qui doit être Z est 
inférieure ou égale à la longueur du produit cardinal dont elle est extraite. La 
longueur d’un produit cardinal étant égale à la somme des longueurs des 
treillis composants, on doit avoir 


LA lg[æ, cuy]+Igly, æUy|. 


Or, / n’est autre que Ig[æny, æU y]. Tenant compte de l'inégalité précé- 
dente, on a donc 
lgleny; 2uy|=lZilgla,ruy]+l¢g[y, zur] 
! <lsfr, &U y] + lg[xny,x]=lg[æny, no 
(38) Remarquons aussi qu’un treillis satisfaisant & la condition de chaine ascendante et à la condi- 


. tion de chaîne descendante, ainsi qu’à une des conditions étudiées est semi-modulaire de longueur 


finie. Il suffit, d’aprés la démonstration du lemme, de montrer que ceci est vrai avec la condition (1). 
On montre pour cela que, si une chaîne de a à 6 est de longueur finie, toutes les chaînes de a. a b 


_ ont même longueur (récurrence sur la longueur ¢ de Ja chaîne). 


(37) G. Brrknorr [1], p. 100. 
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On en déduit 1=Ig[a, Bout Ig[y, BUy/|, c’est-a- Pre que la chaîne re 

hy ‘(aj yi)} est nécessairement natal La condition (R) est Lvérifiée et l’équi- mY 
$ valence des conditions étudiées estétablie. ae 
Be ; | 
se à TaéorÈme. — Un treillis de longueur ee est semi-modulaire si et seulement s ie . 
$i, satis fait à none quelconque des conditions suivantes (°°): 
Re UNE 
€ (R) Pour tout couple (x, y) d’éléments, si une chaine { 3;} maximale entre’ LES 
QT æny etæU y est obtenue sous la forme 3; = 2; y; à partir d’une chaine { (2.7 )} AO 
a À du produit cardinal [x, æUy] D: FN cette dernière chaine est nécessai-. ; 
D | rement maximale. SENS He 
A _ (S) Pour tout couple (a, y), avec ie hypothéses cee la chaine RES dE 
k 5 je _ {(æi, yi) | assurant cette obtention peut être choisie maximale. | QUES 
Aa (Si) Pour tout couple (æ, y}, avec les hypothèses précédentes, la chaine _ Ose 
Bat __ {(&Uæ, 3;Uy)} est maximale. ral | | Sk eae 
We | (1) Pour tout couple (x, y), si une chaîne { (&, Y:)}| maximale dane le produit. :# saan 


cardinal [æ NY; «|< |x NY, ”l est obtenue sous la forme DE 308, Yi=SiNY 


(35) On pourrait espérer RAA TRE les treillis sitancidplaieas de AS finie par l'Abseuce de 
Certains sous-treillis en analogie avec la caractérisation des treillis modulaires et des treillis distri- ‘es 
butifs par ce moyen. Guidé par cette idée, j’ai pensé un moment que les treillis semi-modulaires de = 


ghee ; cP on Wa 


fh f ' 
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longueur finie ne due pas de sdue-treillis isomorphe au suivant (/i ig. 52), où d couvre é FA ; 
le treillis (et, par suite, où b couvre c, et f Ponare g). Il n’en est rien comme le ® montre l'éremplé PP 
figure 53. sc ees 
ts eal 
Ho 
| { \ ; « s. à by x 
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à partir d’une chaine {3;' entre any et æU y, cette dernière chaîne est 
nécessairement maximale. 

(J) Pour tout couple (a, y), avec les hypothèses précédentes, la chaîne 13 | 
assurant l'obtention peut être choisie maximale. 

(1) Pour tout couple (a, y), avec les hypothèses précédentes, la chaîne 
{æ;U y;} est maximale. 

(L) Pour tout couple (x, y), si une chaine {æ;} maximale entre any et x 
est obtenue sous la forme æ;— y;Nx à partir d’une es (Ji) entrey etæUY, 
cette dernière chaîne est nécessairement maximale. 

(M) Pour tout couple (x, y), avec les mêmes hypothèses, la chaîne | y;} peut 
étre choisie maximale. 

(M,) Pour tout couple (x, vy), avec les mêmes hypothèses, la chaîne {æ;U y! 
est maximale. 

(F) Pour tout couple (2, y), si une chaine {(æ;, y:)} est maximale dans le 
produit cardinal fany, x] <[æny, y], la chaîne {x&;Uy;} est maximale entre 
æNyetrU7. 

(B) Pour tout couple (æ, y), si une chaine {x;} est maximale entre xn y 
et x, la chaîne {æ;U y | est maximale entre y etæUy (°°). 

(8) Sila tt précédente a lieu pour un couple (æ, y), elle a lieu pour 
le couple (y, æ). 

(y) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (x, y), elle a lew pour le 
couple (y, a): si une chaîne { a;} entre xy etx est maximale sans répétition, 
la chaine {æ;U y | est maximale sans répétition entre y et rUy. 

(5) yNn3<x<53<yUz3— il existestel queyns<tZy et(UNNz=x 

(ba)yn3<x<3<yUzr= il existe tél que ynz< tay et(rUDNI=L. 

(6) Ynz<x<L3<yUz— ilexistestel que ynz<tay et (e@UNnz< sz. 

(6a)yNn3<x<3<yUx= il existe ttel que yN:< 17 et(&UDNI<L 5; 

(1) xv et._y couvrent xNyY—=>+xU)y couvre x ef ia 

(2).æ couvre NY —=xUYy couvre y. 

(2b) x couvre xNy et z Sy sn(auy)=(snev)uy. 

(2c) æ couvre æNnset3>=y—3N(æxUy)=(:Nx)UY. 

(3) æcouvre y et s couvre ¢=>[(wUL)Nz|Uy =[(z Uy)Na2]ut. 

(a,) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (x, y), elle a lieu pour le 
couple (y, æ) : si une chaine { 2; } entreany et æ est sans répétition, la chaine | 
{a;Uy} est sans répétition., 

(a») Si la propriété suivante a lieu pour un ane (a, y), elle a ie pour le 
couple (y, x) : l'application # > x Uy du sous-treillis [eM y, x] dans le sous- 
treillis [y, æU y] est biunivoque. 

(a5) Si la RrAPrIA suivante a lieu pour un couple (a, y), elle a lieu pour le 


(3°) Les conditions (B), (Bz), (Bs), (Bi), (Bs), (Bs), (Br), (B), signalées à la fin du Chapitre I, 


équivalent En ae aussi à la semi-modularité dans les treillis de longueur finie. 


“a 
iss : 


AT: 


= 
7 ie 
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couple (y, æ) : l'application y’ y'Nnæ du sous-treillis [y, EU dans le sous- 
treillis [~@Ny, x] est une application sur. à 
(a,) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (x, y), elle a lieu pour le 


couple (y, æ) : toute chaîne maximale {x;} entre æNy et x peut être obtenue 


sous la forme æ;—y;Næx, à partir d’une chaîne {y;} entre y et æU y. 

(a;) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (æ, y), elle a lieu pour le 
couple (y, æ):æNny2Z3Z<æ—=(sU0y)Nnt= 3. 

(a,) Si un couple (+, y) est modulaire, le couple (y, 2) est modulaire. 

Démonstration. — L'équivalence de ces diverses conditions à la semi- 
modularité dans les treillis de longueur finie résulte du lemme précédent et des 
théorèmes 1, 4, 5, 6, 7 du Chapitre I. | 


CHAPITRE IV. 


Erupe D'UN EXEMPLE DE TREILLIS SEMI-MODULAIRE DE LONGUEUR INFINIE : 


LE TREILLIS DES VARIÉTÉS LINÉAIRES DE L'ESPACE DE HILBERT. 


4. Générazirés. — Plaçons-nous dans l’ensemble des sous-ensembles de 
vecteurs de l’espace de Hilbert H (c’est évidemment une algèbre de Boole vis-à- 
vis de la relation d’inclusion). Le sous-ensemble vide sera représenté par 9. 


a. Si X estle sous-ensemble générique, le passage de X à la variété linéaire X 
engendrée. par X est une opération de fermeture (*°) : on a les propriétés 
caractéristiques d’extensivité (XCX), d’idempotence (X=X), d’isotonie 
(XCY=>XcY). Il en résulte que l’ensemble des variétés linéaires constitue 
un treillis complet T, vis-à-vis de la relation d’inclusion. Ces variétés linéaires 
ne sont autres que les sous-groupes permis du groupe abélien à opérateurs, 


dont les éléments sont les vecteurs de l’espace de Hilbert; le treillis T, est donc 


un treillis modulaire. : 

b. Le passage d’une variété linéaire X à la variété linéaire fermée X° qu’elle 
engendre (ou plus généralement le passage d’un sous-ensemble à la variété 
linéaire fermée qu'il engendre) est encore une opération de fermeture : les trois 
propriétés caractéristiques sont satisfaites. L'ensemble des variétés linéaires 
fermées constitue donc un treillis complet T, vis-à-vis de la relation d’inclusion. 


Ce n’est pas un sous-treillis de T, car, si l’intersection de deux variétés linéaires 


(4°) G. Binkmorr [4], p. 49. 


ES 
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fermées est bien une variété linéaire fermée, il.n’en est pas de méme de leur 
somme linéaire (""). D’ailleurs, le treillis T, n’est pas modulaire 6-3 

C'est T, que nous allons étudier en utilisant les résultats du Chapitre I. Nous 
rapporterons l’espace de Hilbert à un système orthonormal complet (**) : £,, &4, 
Ex, -.., En, .... Nous désignerons les variétés linéaires fermées par des lettres 
capitales sans barre ni astérisque, aucune confusion n’étant à craindre. 
A=(&, 5.) désignera par exemple la variété linéaire (fermée) engendrée par 
les vecteurs &, et £.. 

Remarquons tout de suite que T, ne satisfait ni à la condition de chaine 
ascendante ni à la condition de chaîne descendante : la chaîne 


FAI AIS ARE SALE |}; 


GU TE CAM EE €;) est une chaîne ascendante infinie, alors que la chaîne 

A + À 
(DHL DEV > DS... }, où D; = (Ei, S55 .., E,, ...) est une chaîne 
descendante infinie. 


c. Signalons encore que T, et T, admettent comme sous-treillis commun, le 
treillis T, de toutes les variétés linéaires de dimension finie. Celui-ci est modu- 
laire mais non complet (il ne possède pas d’élément universel). Toutefois, il 
satisfait à ia condition de chaîne descendante et est par conséquent condition- 
nellement complet. 


2. PROPRIÉTÉS DF COUVERTURE DU TREILLIS T,. 


a. Lemme 1. — A couvre B si et seulement si A est engendré par les éléments de B 
auxquels on ajoute un seul élément. 


Si A couvre B, soit £ un élément quelconque de H appartenant à A et n’appar- 


-tenant pas à B. La variété linéaire X engendrée par Ë et par les éléments de B 


satisfait à B< XA. On en tire immédiatement X= A. 

‘Supposons maintenant que A soit engendrée par les éléments de B auxquels 
on à ajouté un élément €. Montrons que A couvre B. Soit, pour cela, une variété 
linéaire fermée B’ tel que l’on ait B< B'Z'A. On peut trouver dans B’ un élé- 
ment n n’appartenant pas à B. L'élément n appartient à A. Or, les éléments de A. 


sont les éléments de la variété linéaire engendrée par & et les éléments de B, 


? 


(#1) M. H. Srone [1], p. 21, où lon peut trouver un contre-exemple. D'ailleurs, au paragraphe 4, 
la somme linéaire des sous-espaces B et X ne contient pas le vecteur &, que contient le sous-espace 


linéaire fermé qu’ils engendrent. | 
(#2) G. Brrgaorr et J. von Neumann [2], où l’on indique un sous-treillis non modulaire qui est 


d’ailleurs à la base de l’étude faite au paragraphe 4: c’est le sous-treillis { B, A, X, H, #}. 
(#3) G. Jucra [1], p. 9. re age | 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fase. 3. PE | ; 32 
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donc les éléments de la forme BHAE (où BEBetoù est un scalaire), car cette 
variété linéaire est fermée, (£) étant de dimension finie. On a doncy= B + 1E; 
de n &B, on déduit 440, d’où E— 7 LL et, finalement, €€B’ et A£B: D'où 


À 
B'— A et A couvre B. 
La démonstration prouve que l'on peut prendre pour I’ élément É un élément 
quelconque de A n° en pas à B. | 


{ 


b. Lemme 2. — Sozent A et B deux éléments de T, tels que l'on ait A > B. Alors, : 
on peut trouver un élément de T,, soit C, tel que Von ait AD CB et C couvre B. 


C'est une conséquence facile du lemme 1. Soit £ un élément de H appartenant 
à A sans appartenir à B. La variété linéaire (fermée) engendrée par les éléments 
de B auxquels on que € répond à la question. 


c. Le treillis T, satisfait aux conditions (L7), (L7’), (LR), Vo ie G. 
Birkhoff [1] (vou R. Croisot [3], Chap. IT). 
Dans le treillis T,, les points (au sens de la théorie des treillis) sont side . 


ment les variétés linéaires de dimension 1. Il est trivial que chaque variété 
linéaire fermée A (en particulier, l’espace entier H) est engendrée par les élé- 
ments des points P tels que l’on ait PA. Il est bien connu que, pour chaque 
variété linéaire fermée A, on peut trouver une variété linéaire fermée A’ telle que _ 
l’on ait ANA’=@ et AUA’=H [on prend, par exemple, pour A’, la variété 
orthogonale complémentaire de A (**)]. Pour montrer l’existence des complé- 
ments relatifs, il suffit de remarquer que le sous-treillis convexe [A, B] (où 
A <B) est isomorphe soit au treillis T,, soit au treillis des variétés linéaires 
d'un espace à un nombre fini de dimensions construit à sd du corps des 
nombres complexes [espaces unitaires (*5)]. 

Signalons également que, dans le treillis T,, la n- continniee est en le 


ae la chaine aacendenie | X;} telle que Xi= (ns Yar + +9) Mi) avec? 
LT ge Ent, + Mas = 6: + ea -OnaX; 4 XavecX=(&,,&,, ‘ 


bs, a SC ...). Considérons d’autre part, Y=(&,). On à X;NY —5 pour 
_ tout z, d’où X; té 5. Pourtant, ona XN Y=(&,) (**). 


| Be AUTO-DUALITÉ pu TREILLIS T,. — Il est bien connu que l’application X > X’ 
. de la variété linéaire fermée générique de l’espace de Hilbert sur la variété 


(++) G. Junta [1], p. 5. Ve 
(+5) M.-H. Strong [1], p. 16-18. * 
ce) Ceci provient du fait que Xn 'est pas la réunion des X; au sens de la théorie des TANT 


Il n’en est pas ainsi dans le treillis des partitions d’un ensemble (voir R. Croisor BE Chap. IT). On 
pourra rapprocher aussi l’exercice 3, p. 64 de G. BIRKHOFF (4). 
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ieaira orthogonale SRE est telle que l’on ait, outre XNX —=$S 
et XUX =H, 


CRAY ee Xp y! et CX UY ee X'nŸ. 


Cette application réalise un automorphisme dual de T, (47). 
On déduit de là la validité de l'énoncé dual de celui du lemme 2. 


4, ÉTUDE, DANS LE TREILLIS T,, DES CONDITIONS Du CHAPITRE I. 


a. LEMME 3. — Le treillis T, satis fait à la condition (>): 


Soient A et B deux variétés linéaires fermées telles que A couvre ANB. 
Soit {£,} un système de générateurs de ANB. On a ANB=({E,|). Puisque A 
ean ANB, il existe d’après le lemme 1 un élément « de H tel que l’on ait 
pa Chet; de SOIL LE y,{} un système de générateurs de B. On a évidemment 
Ace ty Es ny} &). D’après le lemme 1, AUB couvre B, car « ne peut appar- 

- tenir a B puisqu'il n'appartient certainement pas à ANB. 


Lemme 4, — Le treillis T, satisfait à la condition(5). 


Ceci résulte d’une remarque de R. P. Dilworth [1] selon laquelle, dans les 
treillis satisfaisant à la condition du lemme 2, la condition (2) entraîne la condi- 
tion (5). 

Cette propriété est facile ¢ à démontrer : Soient X, Y, Z, tels que l’on ait 


XAY<ZL<Y<XuZ. 
Prenons T tel que l’on ait XNY << TXet T couvre XNY. D'après.(2), ona 
ZUT couvre Z et, puisqu’on a certainement ZUT & Y, on en déduit 
| (LUT) AY =Z: 
b. Nous considérons le sous-treillis de T, indiqué dans G. Birkhoff et J. von 


Neumann [2] constitué par les éléments B—({%,,}), où » est un entier positif 
quelconque, 


R= (frais ))r au foes). san 


nn Cala n neo DUA—EUX=H. 


Lemme 5. — Le couple (B, A) possède la propriété a. 


(#7) G. BIRKHOFF [1], exercice 4, p. 124. Ceci est un cas particulier du corollaire du théorème 9, 
p- 54. fi 


A 


+ 


et AL) ees me ae Fe 
wots «7 ea - 
ER A Li met y 
jae "RÉ ; a 


4, 


ep. 


5: 


pee A 


re 
re 
” 


= ë x ; Ea? | 


gee 
+ 


* 


Re Pee, 


Ce 
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Soit U EB. Il faut établir (UU A)NB=U. Ona svideimaak U<(UUA)AB. 
Soit maintenant 7 un élément de H appartenant à (UUA)NB. On a nEB et 
neU UA. Or, UUA est l’ensemble des éléments de la forme ». + % avec LEU 
et ae À et des limites fortes de tels éléments. Silonan—p+«,onen déduit 
2EB, d'où xeANnB—5, soit «—0 et n— EU. Si n—=limy,+a,, la pro- 


nÿ 
jection de p,+ a, sur B’, variété linéaire orthogonale complémentaire de B, 
tend vers celle de n, donc tend vers zéro. Or, cette projection DRASS seule- 
ment de «,; donc la projection de «, sur chacun des vecteurs €,;,, tend vers 
zéro, ainsi que sa projection sur &, ; il en résulte que les projections de a, sur 


tous les vecteurs de la base orthogonale } &,, €4;-+ ioe de A tendent vers zéro; À 


autrement dit, «, tend vers zéro et l’on a feu pr EU: Finalement, on à 
(UUA)NB4U, d'où (UUA)AB=U. | 


Lemme 6. — Le couple(A, B) possède la propriété a’. / 


Soit VA. Il faut établir (VAB)UA = V. Nous transformons par la dualité 
du paragraphe 3. Il faut établir (V’'UB’)M A’=V' pour tout V' tel que l’on ait 
V'Z A, c’est-à-dire qu’il faut montrer que le couple (A’, B’) possède la pro- 


priété a. On voit. miséniciit que l’on a Ar= (fe PA ge | se Er), Bie (es sean à 


‘To 


Faisons, dans l’espace de Hilbert, le changement de systéme orthonormal ¢ com- 
_plet défini par les formules suivantes : 


Ni — Gi 
| Re js eee a an 
Non — kK | 62n+4— To avec A bt ape 
sie. Uy Fonts 
Non — K Con on 
ou les formules équivalentes : 
C1 — Ny 


Rapportées au nouveau système de base, les te Al et B’ s’écrivent 
respectivement : ae, 


A’=({ nen}); B= (nn Wi St ee \). 


1o2” 


! 


Il suffit d’ appliquer le lemme 5 pour voir que le couple, a B') ee la 


Pera deat | Le 


ae 
oo aN s F 
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Lemme 7. — Le couple (A, B) ne possède pas la propriété a. 


On a, en effet, (XUB)nA—AZX. 


Lemme 8. — Le couple (A, B) ne vérifie pas la propriété b. 


Revenons à A’ et B' comme dans la démonstration du lemme 6. Soit 


Ona ice’. Considérons la chaîne {Y,=0< Y,<Y, “6 NV eos on 


maximale entre # et Y’, où l’on a 


vi NM - Nant 
Y; => ( _ Sor at a ). 
10 107 }n<i 


Formons la chaine {| Y; UA’< H}. Ona 


YiuA'=( {ns} We ). 
- 10 ni 


La chaine Y, UA’ est maximale entre A’ et H. Montrons qu’ona(Y, UA)NB'=Y,. 
Soit € un élément de (Y, UA’)NB’. De £— n, +a! avec 1 EY et «’ EA’, on 
déduit «’ EB’, d'où «cE A/NB' = et a’ =0, d’où E=7 EY’. Il résulte de la 
que l’on a (Y; UA’)NB'=Y,. 

En revenant à A et B par dualité, on obtient une ae la transformée de la 
chaine { Y, UA’< H}, maximale entre et A, qui donne une chaine, la transfor- 


) 


mée de la chaîne { Y,< B’}, non maximale entre B et H puisqu’on peut y inter- 


caler Y, variété Ea astoninee de Y’. 


Lemme 9. — Le ae (B, X) ne posséde pas la propriété m. 


| Soit la chaine {o<...< BC... BB, << B,=B}, où l'on a 


B; = ({ au Past): 


Cette chaîne est maximale entre # et B. Or, on a (B;UA)NB —B;, puisque le 
couple (B, A) possède la propriété a. D’autre part, on a B,UX À (car B;UX 
contient £,), d’où B;UX—B;UA et (B;UX)NB=B,. Finalement, la chaine 
(X<...<B;:UX<...<{H} n’est pas maximale entre X et H, car on peut 
intercaler l'élément A. On pourrait évidemment l’intercaler dag n'importe 
quelle chaine entre X et H capable de redonner la chaine (g op <i Bt 


La propriété m est donc en défaut. 


Lemme 10. — Le couple (B, X) ne possède pas la propriété 7. 
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Soit la chaine (6, 8) <a HS <I LB NE. <0, Di en 


où l’on a B; comme dans la démonstration du lemme 9 et | 
Xo { é C4 RÉ + Gres ; : . Cs ; 
JE ET n an 10°” n<j te es ey \ 11% 


Cette chaine est obtenue à partir de la chaine 


{B<...<Xj<... << X <1. < BIUX <.. ete 


Elle ne peut ètre obtenue à partir d’une chaine maximale entre oetH; (B is X) 
doit étre obtenu a partir d’un élément, soit C;, tel que l’on ait B; UXZC. De 
CSA, on déduit (C;nB)U A = C; (lemme 6) et, puisqu'on veut obtenir (B;, X), 
on doit avoir C;AB=B,, d’où B; UA = C;. On voit donc que (B;,X) ne peut étre 
obtenu qu’à partir de Bj; UX=B, VA. QAFO A EREANES on a (NB: UA)—A.. 


Donc, A peut être intercalé dus la chaine ausuraut, l'obtention s s’il n'y ease 
pas. Puisqu’on cherche une chaine maximale, A doit y figurer. Or, A donne 
(6, X). Si, maintenant, tous les (9, X;) sont obtenus à partir de X,, on peut? : 
-intercaler X dans la chaîne envisagée et elle ne peut être maximale. Sinon, soit — 
j le premier indice / pour lequel X; est obtenu à partir d’un élément différent 
de lui. Alors X, peut évidemment être intercalé dans la chaine assurant |’ obten- _ 
tion et celle-ci ne ses pas être choisie maximale. La BLOBS est en pen | 


7. | 


ce. Tuéorème. — Le treillis T, PTS aux peat Fi Cas (6), Car), (1), ( aa 
et à leurs duales. Il ne satis fait pas aux conditions (8), (1), ee ah Sa oe 
Wh), (D, (a), (8), (y); (M), ni à leurs duales. ‘i 


Ty satisfait à (5 d’ après le lemme 4. Il satisfait donc à (6), à (2), à (1), à @) 
d après le théorème 1 du See Oh IL. Il satisfait aux conditions duales puisqt ThA 
_est auto-dual. . 

D'après le lemme 5, le et (B, A) possbdé la ue ds d'après le 
lemme 6, le couple (A, B) possède la propriété a’. Il en résulte que le couple tS 
(B, A) possède aussi la propriété 6; en effet, si { B,} était une chaine maximale | 
entre # et B telle que la chaine {B,UA} soit non maximale ables A et H, on 
pourrait intercaler dans cette dernière chaîne un élément, soit C, qui serait tel 
_ que l’on ait COB =(B, UA)NB= B, pour un certain: (d’après la seh yes ays 
- et ceci contredirait le fait que le couple (A, B) posséde la propriété a’. Le couple 
_ (B, A) possède donc la propriété c d’ après une remarque déjà faite. Le couple 
(A, B) ne possédant, ni la propriété a, ni la propriété b, d'après les lemmes 7 
et 8, ni évidemment la propriété c, les conditions («), (B), (y) sont en défaut. 
Les conditions (M) et (J) ne sont pas satisfaites d’après les lemmes 9 et 10. Les 
conditions (R), (1), (F), (S), (L), (B), (J,) ne sont pas satisfaites d'après le 
théorème 1 du Chapitre II. Les conditions duales de ces conditions non satisfaites 
ne pe sont pi non plus. 


t rt. "à 
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ETUDE DES RESEAUX DE COURBES 
TRACES SUR UNE SURFACE CLOSE 


ET EN GENERAL ~ 


LOCALEMENT HOMEOMORPHES A UN FAISCEAU DE DROITES PARALLELES 


Par M DUBOIS-VIOLETTE. 


INTRODUCTION. 


Le but de ce travail est l'étude des réseaux R de courbes situés sur une 
surface close. Ces réseaux sont supposés, en tout point de la surface à 
l’exception d’un nombre fini de points, localement homéomorphes à un 
faisceau plan de droites parallèles. Plus particulièrement, cette étude porte sur 
l’ensemble d’accumulation d’une courbe quelconque d’un tel réseau. 

Avant d'aborder les réseaux R proprement dits, nous établirons dans une 
première Partie quelques résultats généraux relatifs aux surfaces et aux 
courbes fermées simples de Jordan situées sur les surfaces. 

Nous établirons dans la deuxième Partie quelques résultats préliminaires 
relatifs aux réseaux R. Nous ferons ensuite l'étude locale de R au voisinage 
d’un point ordinaire, puis d’un point singulier. Enfin, nous déduirons de cette 
étude une forme particulière de la formule des points fixes. 

Dans la troisième Partie, nous considérerons quelques exemples de réseaux R. 
Nous établirons l'existence de réseaux R admettant un système arbitraire de 
courbes fermées disjointes, à l'exclusion de toute autre courbe fermée. Nous 
étudierons, d’autre part, un réseau R, tracé sur une surface de genre 1, et 
admettant nécessairement une ou plusieurs courbes fermées. 

Les deux dernières Parties abordent dans le cas général l'étude de l’ensemble 
d’accumulation des courbes de R. La quatrième Partie est développée dans le 
cadre des restrictions suivantes : 1° à tout point singulier aboutit un nombre 
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fini de courbes de R; 2° R n’admet pas de courbes fermées; 3° R satisfait a 
l'hypothèse (/) suivante : tout point de S est point d’accumulation pour au 
moins une courbe de R (Remarquons que cette hypothèse se trouve vérifiée 
lorsque les courbes de R sont des trajectoires récurrentes de la dynamique ). 
Dans la cinquième Partie, nous étudions d’abord les réseaux R satisfaisant aux 
conditions précédentes 1° et 2° mais non plus à l’hypothése (A), et nous 
montrons que toutes les courbes de R ont le même ensemble d’accumulation. ~ 
Il est alors possible de déduire des résultats précédemment établis, l'étude 
complete de l’ensemble d’accumulation des courbes de R dans le cas le plus 
général. Cette étude souligne le rôle particulièrement important des réseaux R 
qui satisfont à l'hypothèse (A). 

Je veux exprimer ici ma profonde gratitude à MM. Denjoy et Garnier dont les 
conseils et les encouragements m'ont été précieux. J’adresse tous mes. 
remerciements à M. Valiron pour la bienveillance qu’il m’a toujours montrée, 


et je tiens à dire combien je suis reconnaissante à M. Favard : ce Mémoire doit 


beaucoup à l'attention particulière qu’il lui a accordée. 


Dans ce tableau se trouve précisé le sens exact des termes utilisés : 


surface, variété à deux dimensions; 

surface close, surface qui n’a pas de frontière; 

orbe, courbe de Jordan fermée simple tracée sur une surface; 

bord d’une surface, orbe appartenant à la frontière de la surface; 

nombre ou orbe de connexion d’une surface S, le nombre N — I — «x, où « est le 
nombre maximum de courbes fermées que l’on peut tracer sur S sans que la 
surface cesse d’être connexe; nous ne considérerons que des surfaces dont 
l’ordre de connexion est fini; ' 


genre dune surface orientable, le nombre p = De 


PREMIÈRE PARTIE. 

1. Tnéorème. — Sort un orbe l, non homologue à o, tracé sur une surface S de 
nombre de connexion q. Il existe une représentation de cette surface sur un 
polygone x à un seul sommet, dans laquelle à l’orbe TY correspond un couple de 
côtés associés du polygone. La représentation symbolique du polygone * n’est 
pas nécessairement de forme normale, mais elle est exclusivement constituée 
par des suites de côtés adjacents du type a*a* ou a*b+a-b-, | 


1° Supposons qu'il existe sur S un voisinage de TV qui soit orientable. Une 
coupure suivant l remplace S par une surface S’ présentant deux bords et de 


° ‘ . i . y . ES TN . . 
nombre de connexion g—1. Il existe sur S’ un arc continu P, P,, joignant 
deux points situés respectivement sur chacun des bords de S! et provenant 

. L 0 
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d'un même point de I. A cet arc correspond sur S un orbe I’. Une nouvelle 
coupure, effectuée suivant P,P,, remplace à son tour la surface S’ par une 
surface S,, de nombre de connexion g—2, présentant un seul bord de 
représentation symbolique [+I’*(-I-. : 

Si la surface S, n’est pas simplement connexe, il est possible de trouver un 
ensemble d’orbes, passant par le point commum à F+ et I’, et rendant S, 
simplement connexe. Il existe donc une représentation de S, surun polygone 7’ 
à un seul sommet et 2(¢ — 2)-+ 1 côtés, dont un côté correspond au bord de S, 
et dont les autres côtés sont identifiés deux à deux. Il en résulte une 
représentation de S sur un polygone à un seul sommet et 2q côtés, dont la 
représentation symbolique commence par [+I’*I-I’~ et comporte exclu- 
sivement des suites de termes de la forme ata* ou atb+a-b-. Si la surface S 
est orientable, et seulement dans ce cas, la représentation obtenue est de forme 
normale et ne contient pas de suite du types a*a*. 


2° S’il n'existe sur S aucun voisinage orientable de I’, une coupure suivantT 
remplace S par une surface S|, à un seul bord de représentation symbo- 
lique F*T*. En raisonnant sur S, comme sur S, on obtient une représentation 
de S sur un polygone a un seul sommet dont le schéma commence par I'tI* et 
ne comporte que des suites de termes de la forme a*a* ou atbta-b-. C'est 
seulement dans le cas où la coupure suivant I remplace S par une surface S’ 
non orientable que cette représentation peut étre de forme normale. 


2. Définition et propriétés de l’étranglement d’un orbeT tracé sur une surface S'. 
Étant donné un orbe F tracé sur la surface S, nous appellerons étranglement deT 
l’ensemble des opérations suivantes : 


1° coupure deS le long deT'; 


2° identification de tous les points appartenant à un méme bord de la surface S, 
obtenue par la coupure précédente. 


_§ est ainsi remplacée par une surface S’. La courbe I’ correspond sur S', soit 
à un point y, soit à un couple de points y, et y, suivant l'orientabilité des 
voisinages de I’ sur S. Les points de S n’appartenant pas à I sont en corres- 
pondance biunivoque et réciproque avec les points de S' autres que y 


(ou y: et V2). 


A. Sit te T' n'est pas homologue à o, nous pouvons, en vertu du théorème 
précédent, ‘considérer une représentation de S sur un polygone mx à un seul 
| sommet, dans Aer I correspond à un couple de côtés associés du polygone. 


17 cas. —T a un voisinage orientable sur-S. — - Le eelngone ma gene pour 
| RE 1a Ben bie) Rig 


2.70 DUBOIS-VIOLETTE. 


L’étranglement remplace x par un polygone 7, de schémal’+I’—.... On peut 
alors faire disparaître le couple l'*T'- et obtenir le polygone 7’ associé a S’. 


‘Si le nombre de connexion de S est g et si S est une surface close, le nombre 


de côtés de 7’ est (2g—4). Par suite, S’ est une surface close d’ordre de 
connexion (g—2). Remarquons que la suppression des deux couples ne 
modifie en rien l’existence éventuelle d’un couple T'T} dans le schéma de 7, 
donc : l'étranglement d’un orbe, admettant un voisinage orientable sur une 
surface S de nombre de connexion q, remplace S par une surface S' de nombre de 
connexion (q — 2), orientable ou non en même temps que S. 


2° cas. — I n’a pas de voisinage orientable sur S. — La coupure suivant F 
transforme S en une surface S' à un seul bord et l’orbe I correspond, après 
étranglement, à un point unique de S’. 

Le schéma du polygone + commence par T*T+.... L'identification de tous 
les points de l remplace = par un polygone x’ à un seul sommet et 2g — 2 
côtés. La surface S, non orientable, de nombre de connexion g est alors 
remplacée par une surface S’ close, de nombre de connexion g—1, qui 
peut être ou ne pas être orientable. | 


B. Sr l’orbe Test homologue à o, la coupure le long de T remplace S par deux 
surfaces ouvertes S| et S, ayant chacune un bord. Dans l’étranglement, S est 
remplacé par deux surfaces closes S, et S,, la courbe I correspondant à un 
point y, de S, et à un point y, de S,. | 

Nous pouvons représenter chacune des surfaces S; et S,, sur des polygones 7%, 
et x, à un seul sommet, admettant (2h,+1) et (2h,+1) côtés qui sont 
identifiés deux à deux à l’exception du côté de chaque polygone qui correspond 
aT. Par identification des côtés de x, et x, correspondant à I’, nous obtenons 
une représentation de S sur un polygone à un seul sommet et (2h, + 2h,) côtés. 
Par suite, M + h,=q. 

Comme la surface S, (ou S,) se déduit de S, (ou S,) par identification des 
points de S (ou S,) situés sur I’, elle peut être représentée sur un polygone 
à un seul sommet et 2h, (ou 2h,) côtés. Le nombre de connexion de la surface S 
est donc égal à la somme des nombres de connexion de chacune des surfaces S, 
et S,. | , 

\ 

Remarque. — Si, au lieu de réaliser l’étranglement d’un orbe I non homologue 
à o sur une surface S, on se contente de réaliser une coupure suivant F, on 
remplace S par une surface S, homéomorphe à une surface close, d’ordre de 
connexion g— 2 ou g—1 (selon la nature des voisinages de I’ sur S), privée 


de deux ou une aires homéomorphes à l’intérieur d’un cercle. 


Plus généralement, en effectuant sur S, « coupures le long d’orbes à 
voisinage orientable et 8 coupures le long d’orbes sans voisinage orientable, 
(« et B vérifiant 24 + 8 =), on remplace S par une surface Sais, Si les orbes 
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considérés sont homologiquement indépendants. Celle-ci est homéomorphe à 
une sphère privée de (24 + B) aires simplement connexes. 

De même, une coupure suivant un orbe homologue à o, remplace S par 
l’ensemble de deux surfaces ouvertes, homéomorphes à deux surfaces closes 


4 + / oe . 
d'ordre de connexion q, et g, (avec q,+q:.—q) privées chacune d’une aire 
simplement connexe. 


3. THÉORÈME. — Deux orbes l, et TV, tracés sur S, non homologues à o, 
homotopes et disjoints sont isotopes. 


1® cas. — I, a un voisinage N orientable. — Nous pouvons supposer que I, 
n’a aucun point intérieur à V. Il existe alors deux orbes C’ et C”, disjoints deT, 
et de l’,, isotopes à I’, et situés dans V de part et d'autre de T,. 

Réalisons l’étranglement de l,. AT, correspond sur S’ deux points y' et y’. 
Aux orbes C' et C" correspondent deux orbes I’ et I" limitant des aires (A’) 
et (A”) simplement connexes et contenant l’une y’, l’autre y”. AT, correspond — 
un orbe I’, homotope à o donc limitant, sur S’, une aire (A,) simplement 
connexe: L’orbe I", est extérieur aux aires (A’) et (A”) puisque I, n’a par 
hypothése aucun point intérieur a V. 

(A,) contient un point et un seul du couple y'y’, sinon une aire de S 
simplement connexe correspondrait à (A,), et l', serait homologue à o. 

Soit y’ le point intérieur à (A,). L’aire (A’) est alors intérieure à (A,) et 
aire [(A;)—(A')] est homéomorphe à une couronne circulaire. Il existe donc 
une déformation isotope de I, en C’, et, puisque C’ est lui-même isotope à F,, 
F, et l, sont isotopes. 


2° cas. —T, n’a pas de voisinage orientable. — Dans ce cas, il n’existe pas 
d’ordre homotope à F,, et disjoint de F,. 

En effet, réalisons l’étranglement de l,. AT, correspond sur S’ un point y’. 
S'il existait sur S un orbe IL, homotope à I, et disjoint de [',, il lui corres- 
pondrait sur S’ un orbe I’,, homotope à o, limitant une aire simplement 
connexe (A,). Si (A,) ne contenait pas y’, F, serait homotope à o sur S, ce qui 
est contraire aux hypothèses. Mais si (A,) contenait y’, I’, limiterait sur S une 
aire de nombre de connexion 1, et serait ainsi homotope à (21,) et non aT. 


4. Étude du nombre maximum d’orbes disjoints et homotopiquement distincts 
que l’on peut tracer simultanément sur une surface close d’ordre de connexion q. 

Considérons sur une surface S d’ordre de connexion g, un système U 
d'orbes T,, L,, ...,.1; satisfaisant aux conditions suivantes : 


de La orbes de U sont deux à deux disjoints; 
2° Les orbes de U sont tous homotopiquement distincts; 
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3° Il est impossible de tracer sur S un orbe [T,, sans point commun avec 
aucun des orbes de V et homotopiquement distinct de chacun d’entre eux. 
Nous allons montrer qu'un tel système pis un nombre borné d’orbes. 


A. Il existe dans U un orbe non homologue à o pounce que S soit d’ordre de 
connexion q non nul. 


En effet, s’il n’en était pas ainsi l’étranglement des orbes I’; remplacerait S 
par un ensemble de surfaces dont la somme des ordres de connexion serait q. 
Par suite, sur l’une au moins des surfaces on pourrait tracer un orbe non 
homologue à o ne passant par aucun des points correspondant à un orbe 
dal) Cet orbe correspondrait à un orbe I';,, sur S, non homologue à o, 
wasnt et homotopiquement distinct des orbes de U qui ne vérifierait pas la 
condition 3°. : 


De façon plus générale, il existera dans U un ensemble U, d’orbes ne morcelant 
pas S, et constitué par « orbes admettant un voisinage orientable sur S, et 8 orbes 
sans voisinage orientable et l’on a 2a+B— 4. 


En effet, on ne peut avoir 24 + 8 > q, car l’étranglement de l’ensemble des © 
orbes de U, remplacerait S par une surface d’ordre de connexion négatif, ce qui 
est absurde. 

D'autre part, si 24 + 8 < q, l’étranglement des orbes de U n’appartenant pas 
a U, remplacerait S par un ensemble de surfaces dont la somme des ordres de 
connexion serait différente de o. L’existence d'orbes non homologues a o sur 
l’une, au moins, de ces surfaces, entrainerait l’existence d’un orbeI;,, sur S, 
non homologue a o, disjoint et homotopiquement distinct des orbes de U 
qui ne vérifierait pas la condition 3°. ; 


B. Soit l, un orbe non homologue à o. Une coupure suivant l';, remplace S 
par une surface S, admettant deux ou un bords, selon que I’, admet ou non un 
voisinage orientable. 

Deux orbes, autres que Ty, homotopiquement distincts sur S Foatetont hance 
topiquement distincts sur S,. Si, par ailleurs, le système U, des orbes T!, 
F,, ..., l} correspondant sur S, aux orbes F,, l,, ..., 0; de U, ne satisfait 
pas à la condition 3° énoncée au début de ce Chapitre, nous pourrons ajouter 
à U, un certain nombre d’orbes I 


i+1 °° 


1" cas. — I, a un voisinage orientable. — La surface S, a deux bords I’, 
etT,. 

Il existe, sur S, des orbes isotopes et disjoints de Ty. A ME deux 
correspond sur S, un orbe isotope de I’, ou I’. Le système d’orbes T'!, Tt, ... 
Ty, I,, U\, satisfait sur S, aux trois Sonus 1°, 2°, 3°, Par suite, si u est le 


ee maximum d’orbes d’un système U sur S, u, le nombre analogue surS,, 
il vient : p,-Su—+1. 
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2° cas. — IT, n'a pas de voisinage orientable. — La surface Se 2 un 
bord EF}. Un orbe isotope a I’, sur S, correspond sur S à un orbe homotope 
aa, 

D'autre part, le système U sur S comprend certainement un orbe-homotope 
à 21, ; sinon le système U pourrait être complété par un orbe T;,, situé tout 
entier dans un voisinage de I’, ne contenant aucun point des orbes F,, ..., Ty, 
et l;,, serait fie à 2 l,. L'ensemble des orbes l', l'!, ..., r' contient 
donc deux orbes homotopes sur S,, et par suite : u, U— 1. 


C. Nous pouvons opérer sur la surface S, comme nous avons opéré sur S. 
Après avoir effectué « coupures le long d’orbes l,, Fi, T?, ..., 1%", admettant 
des voisinages orientables, et 8 coupures le long d’ ottae Pegs Aa sans 
voisinage orientable, nous obtenons une surface S, 4, SS Gee Bye 
bords sur laquelle se trouve tracé un systéme d’orbes disjoints et homotopi- 
quement distincts. Si (24 +$B)= 9, S,.3 est homéomorphe à une sphère privée 
de (2%-+ 8) aires simplement connexes: Le nombre maximum y,,8 d’orbes 
d’un système satisfaisant sur S,,, aux conditions 1°, 2°, 3°, vérifie l’inéga- 
lité : p= purs — a+ $. 

Nous nous proposons de déterminer y. Nous déterminerons d’abord 11,.+, 
puis nous montrerons que p. = u..,3,— à + 8. 


D. Nombre maximum d’orbes d’un système U, satis faisant aux conditions 1°, 
°, 3° tracés sur une surface X de genre nul, présentant r bords Ci, Cs, ..., C,. 

U, admet touiours un orbe et un seul homotope ao, eth, orbes non homotopes 
à o. Parmi ceux-ci, figure un orbe homotope à un bord C, de & ou homotope 
à C3 car, s’il n’en était pas ainsi, U, pourrait être complété par l’adjonction 
de C, , et ne satisferait pas à la condition 3°. Mais si U, admet un orbe I’, homo- 
tope à C, et distinct de C,, il existe une aire de & dont les bords sont T’, et C,. 

Cette aire ne peut contenir d’orbes qui ne soient ni homotopes a o, ni homo- 
topes à C,. Par suite on peut remplacer, dans U,, I’, par C sans modifier le 
nombre h, et sans qu'aucune des conditions 1°, 2°, 3° cesse d’être satisfaite. 
Nous supposons donc que U, admet les r bord de = 

Un ensemble de coupures, suivant X, sur les (h, —r)orbes de U, non ne 
topes à o et distincts des bords de X, remplace = par (h,—r +1) surfaces o,, 
Gs, =. On 1 de genre nul, présentant un certain nombre de bords. Une 
surface a; ne peut avoir moins de trois bords, puisque les orbes suivant lesquels 
sont effectuées les coupures ne sont ni homotopes à o, ni homotopes deux à 


deux. D’autre part, si une surface 5; présentait plus de trois bords, nous 


pourrions adjoindre à U, un orbe séparant 5; en deux surfaces ayant chacune 
au moins trois bords. Par suite, U; ne satisferait pas à la condition 3°. Les 
surfaces 5; ont donc chacune trois bords. L’un quelconque des r bords de & est 
bord d’une surface 5;. Les (h. — r) orbes du système de coupures sont bords 
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chacun de deux surfaces o;. En exprimant de deux façons le nombre total des 


bords des surfaces 5; il vient À,=— 27 — 2. | 
Le nombre total d’orbes de U, est par suite : A, +1—2r— 2. 


E. Il résulte de l'étude précédente que l’on peut construire sur Sa+g UN Sys- 
tème U,,,3 satisfaisant aux conditions 1°, 2°, 3°, et constitué pane B)— 2] 
orbes dont les(2%-+@)bords de S,.s. 

En passant de S,,8 à S par les opérations inverses de celle qui ont conduit | 
de S à S,,8, nous faisons correspondre à U,,,8 un système U d’orbes sur S. Le 
nombre d’orbes de U est donc | 


L 


P= bars—a+B—=3(a +6) — 2. 


Il est égal au nombre maximum d’orbes d’un système satisfaisant aux 
conditions 1°, 2°, 3° sur S, à condition toutefois que deux orbes quelconques 
de U soient homotopiquement distincts sur S. Démontrons cette propriété par 
l'absurde : 


Soient deux orbes C,, C, de U,,,3, correspondant sur S à deux orbes homo- 
topes l,, L,. Ceux-ci sont isotopes et limitent une aire (A) homéomorphe à 
uge couronne circulaire. Tout orbe, situé dans (A), est homotope à o ou à l,. 
(A) contient nécessairement un orbe I; qui correspond à deux (ou à un) 
bords de S,,3, sinon C, et C, seraient homotopes sur S,,3. Comme I’; ne peut être 
homotope a o, il est homotope aT,, et par suite C, est homotope à un bord 
de S,,3. Ce résultat est en contradiction avec les hypothèses auxquelles doit 
satisfaire Us... 


Le nombre d’ fe d’un système U répondant aux conditions 1°, 2°, 3° est 


donc 
| p= 3(a+8)—2.| 


Lorsque S est orientable, le nombre d’orbes de U ne dépend que du genre p 
de la surface. En effet, ( est ici égal à o, et d’autre part : 
bho Hf —o= 3p — 2. 
Lorsque la surface S n’est pas orientable, le nombre B des orbes sans voisinage 
orientable appartenant à U peut prendre toutes les valeurs comprises entre retg. 
Selon la valeur de $, le nombre d’orbes de U sera plus au moins élevé. Il sera 


maximum en même temps que 8. ear suite : 


B=4q, «= 6; ne | 


7 


Ce nombre peut être effectivement atteint, puisqu’il est possible de trouver, 
sur S, q orbes disjoints, homotopiquement distincts, sans voisinage orientable. 
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DEUXIEME PARTIE. 


DÉFINITION DES RÉSEAUX R. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES. ÉTUDE LOCALE. 


1. Définition des réseaux R. — Nous nous proposons d'étudier des réseaux R 
de courbes, couvrant une surface S connexe, close, orientable ou non, d’ordre 
de connexion gq fini. 

Les réseaux R sont assujettis aux deux conditions suivantes : 


1° Par tout point M de S, i passe en général une courbe unique de R et il existe 
un voisinage Vy de M dans lequelR est homéomorphe à un faisceau plan de droites 
parallèles ; 

2° Les points de S pour lesquels il n'en est pas ainsi, appelés points singuliers 
de R, sont en nombre fini. 


Nous désignerons une courbe continue appartenant a R et dont aucun point 
ne coincide avec un point singulier de R par le terme de caractéristique de R. 

Un point M sur une caractéristique, la partage en deux courbes continues 
ou demi-caractéristiques d’origine M. | 

Dans un HW eonikuptiieine: qui fait correspondre point par point à la surface S 
une surface S’, à un réseau R tracé sur S, correspond courbe par courbe un 
réseau R’, satisfaisant sur S’ aux conditions 1° et 2°. Toutes les propriétés de R 
que nous étudierons seront des propriétés se conservant dans un homéo- 
morphisme quelconque, 


A. Un arc de caractéristique est localement homéomorphe a un segment de 
droite. L’application «du théorème de Borel-Lebesgue. permet d’en conclure 
qu'un arc de caractéristique quelconque est uae biunivoque et bicontinue 
du segment (0, 1). 

Considérons une demi- -caractéristique L, d’origine M,. Nous pouvons définir 
une correspondance monotone et continue entre les points M de Letles valeurs 
de t telles que o <<, la valeur 4 —0 rl Aid au point M,. 

Plusieurs cas Dons se présenter : 


1° M(t) coincide avec M, pour une valetir t, ~ de t. L est une courbe fermée. 
Inversement, si L est une courbe fermée, il existe toujours une fonction M(#). 
périodique de période ¢, faisant correspondre L à la demi-droite {= 0, un point 
de L correspondant à une infinité de valeurs de ¢. 


2 Sis dans la correspondance, les valeurs positives de # ne sont pas toutes 

atteintes, soit ¢, la borne supérieure précise des valeurs atteintes, ¢, ne corres- 

pond à aucun point M, de L, sinon, la correspondance pouvant être prolongée 
Ann, Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 3. 34 
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au dela de M,, on se heurterait à une contradiction. Par suite L est l’image 
continue de l’intervalle ot < t,, intervalle homéomorphe à une demi-droite. 


3° Lorsque L n’est pas une courbe fermée, on peut choisir la correspondance 
de telle sorte que tout point de L corresponde a une valeur finie de ¢. En effet, 
nous pouyons trouversur L une suite infinie bien ordonnée de points My, M,,..., 
M,, ..-telle que: a. l’arc M, M, de Lest entièrement couvert par des voisinages 
Vu, «++» Vu, des points de la suite, dans chacun desquels R est localement 
homéomorphe à une famille de droites parallèles et b, la suite n’admet pas de 
point limite sur L. En effet, s’il n’en était pas ainsi toute suite satisfaisant à a 
admettrait un point limite M' contenu dans un voisinage Vy, dans lequel se 
trouve tous les points M, pour lesquels r > p. On pourrait alors remplacer 
la suite M,, ..., M,, ... par la suite finie M ots suite que l’on peut 
prolonger au delà de My. 


D’autre part, étant donné une telle suite, un point quelconque de L est situé 
sur un arc M,M,., car s’il n’en était pas ainsi l’ensemble des points de L couverts 
par les Vy, et l’ensemble des points extérieurs à tous les Vy, définiraient une 
coupure et par suite un point M, de L limite des M, contrairement aux 
hypothèses. Nous pouvons alors définir une correspondance biunivoque et 
bicontinue entre L et la demi-droite : 0 en associant les point M; aux entiers z 
et les arcs M; M;,, aux segments (7, :+ 1). Une caractéristique de R sera donc, 
soit une courbe fermée image bicontinue de la droite (— x, +  ), soit une courbe 
non fermée image biunivoque et bicontinue de la droite. ; 

Lorsque t -> +, le point M(t) de L peut ou non avoir une limite sur S, mais 
si cette limite existe, ce ne peut étre qu’un point singulier de R. En adjoignant 
ce point aux points de la demi-caractéristique L, celle-ci devient l’image biuni- 
voque et bicontinue du segment 0 ¢—1. Nous dirons alors que L aboutit au 
point singulier. Une caractéristique aboutissant à un point singulier est dite 
séparatrice. Une caractéristique n’aboutissant que dans un sens à un point 
singulier est l’image d’une demi-droite. Nous conviendrons de considérer 
comme formant une caractéristique l’ensemble de deux séparatrices aboutis- 
sant à un même point singulier P si, et seulement si, l’ensemble de ces deux 
séparatrices limite dans un voisinage de P sur S une région où ne se trouve 
aucune demi-caractéristique aboutissant à P. Dans ce cas encore, la carac- 
téristique définie est l’image biunivoque et bicontinue d’une droite. 

Nous appellerons Col un point singulier auquel aboutit un nombre fini, non 
nul, de séparatrices. Toute séparatrice aboutissant à un col peut être associée à 


l'une ou l’autre de deux séparatrices aboutissant au même col pour former une 
caractéristique. 


B. Nous disons qu’une courbe L présente un contact en un de ses points M 


_ avec le réseau R si la courbe de R qui passe en M ne traverse pas L au point M. 


LE € + 
me, 
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Étant donné un arc «8 de Jordan sur S, as péuté étre déformé en un arc infint- 
ment voisin ne présentant qu'un nombre au plus fini de contact avec R. 


En effet, nous pouvons supposer que l'arc «8 ne passe par aucun point 
singulier de R en remplaçant éventuellement «@ par un arc infiniment voisin de 
mêmes extrémités. Tout point M de af, admet un voisinage V, dans lequel le 
réseau R est localement homéomorphe à un faisceau de droites parallèles; Vy 
contient un arc «,8, de «3. On peut couvrir (théorème de Borel-Lebesgue) 
l'arc «8 par un nombre fini d’arcs contigus tel que «, B,. On peut alors remplacer 
chacun de ces arcs par un arc infiniment voisin de mêmes extrémités et n "ayant 
qu'un nombre fini de contacts avec R. Il en sera de même pour l'arc «8. 

En particulier, tout orbe tracé sur S est déformable en un orbe infiniment 
voisin présentant un nombre fini ou nul de points de contact avec R. 


C. Vorsinage d’un orbe TV sur une surface S couverte par un réseau R. — Soit T 
un orbe ne passant par aucun point singulier de R et présentant un nombre 
fini de contacts avec R. Il existe sur S une aire (A, ), de nombre de connexion 1, 
contenant I et formée par la réunion d'un nombre fini de voisinages sur lesquels 
R est homéomorphe à un faisceau de droites parallèles. 

Étant donné sur L'un point P autre qu’un point de contact de I avec R, nous » 
considérons deux points pp’ situés de part et d’autre de P sur l’are de carac- 
téristique passant en P et intérieur à (A,). Il existe une aire (A, ) intérieure 
à (A,), contenant I et l’arc de caractéristique pp’, aire dont la frontière passe 
par p et P'- Une coupure le long de l'arc de caractéristique pp’ remplace (A, ) 
par une aire (A) simplement connexe. 

Établissons entre (A) et une aire plane (A’) un homéomorphisme transfor- 
mant les arcs de caractéristique situés sur (A) en segments appartenant à un 
faisceau R’ de droites parallèles, sur A’. 

AT correspond alors un are P,P, partageant (A’) en deux aires simplement 
connexes (A;) et (A,). A deux points a, a’ situés sur les arcs de caractéris- 
tiques.P, et PZ correspondent deux ones a,a,, a@,a, de points sur les 
droites de R passant en P, et Py. 


1° Supposons tout d’abord que l’aire (A°) contienne les points a, et ay. 
Considérons des segments normaux à R’ contenus dans (A’), et passant par 
chacun des points de contacts de l’arc P,P, avec R’. Sur chacun de ces 


segments prenons un point Mj. Il existe alors une ligne polygonale a,a;, 


intérieure à (A’), admettant comme sommets particuliers les points M; et ne 
présentant de, contact avec R qu’en ces points M;. 

Il existe une ligne polygonale a’ a, analogue dans l’aire (A). 

Ces deux lignes polygonales sont Vi image de deux courbes ['T" situées sur S 
dans (Aj), isotopes de I et telles qu’à un contact M deT avec R correspondront 
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= 


deux contacts M' et M’ de I” et [avec R. La disposition des courbes dé R, par 
rapport aux courbes I’, I’, I’, au voisinage de M, M’, M’ est la méme. 


82 P2 a2 


pe Fig. 1. 


xe 2° Si, au contraire, l’aire A, contient les points a, et a, il existera deux 
4 lignes polygonales aa, et aa, situées dans (A,) et (A,), analogues aux 
es précédentes. Mais ici l’ensemble de ces deux lignes sera l’image d’un orbe I’ — 
ae situé sur (A,) homotopes à 271 et tel qu'à un contact M de T avec R corres- 
a pondent deux contacts M’ et M” de I” avec R’; la disposition des courbes de R 
k par rapport aI ou I” est la même au voisinage de M, M’ et M’. | Se 
Be | La première hypothèse est vérifiée lorsque l admet sur S un voisinage orien- — 
VER _ table, la seconde dans le cas contraire. 
2. Etude locale du réseau R. — Soit T un orbe limitant sur S une aire (A) 
homéomorphe à un cercle. (A) constitue l’intérieur de l. Nous supposons 


Fig. 2. 


que l ne présente qu’un nombre fini de points de contacts avec R et ne passe 
par aucun point singulier de R. Un point de contact P de l avec R est un 
contact extérieur si la courbe de R passant en P ne bypenotre pas dans (A). en P,, 


{ + “ 


ÉTUDE DES RÉSEAUX DE COURBES TRACÉS SUR UNE SURFACE CLOSE. 279 


un contact intérieur dans le cas contraire. Nous désignons par A, l'excès du 
nombre des contacts extérieurs sur celui des contacts intérieurs. Soit ab un 
arc de Jordan simple joignant deux points de I et situé en totalité dans (A). 
Cet arc partage (A) en deux aires (A,) et (A,) de frontières l, et Py. On voit 
immédiatement que l’on a 


( 1) Ar = Ar, + Ar. — 


Les deux courbes I’, et I’, sont, en effet, constituées chacune par la réunion 
d’un arc deT et de l'arc ab commun aT, et F,. Les contacts le long de ad sont 
de nature différente pour I’, et l, et, par suite, ont une contribution nulle 
dans (Ap,-+Ap,). D'autre part, en a (et en b) il y a apparition d’un contact 
extérieur supplémentaire pour I’, ou F,, d’où la formule (1). 

Plus généralement supposons (A) partagée en 7 aires (A,), (A.), ..., (An), 
homéomorphes à un cercle, deux à deux sans point intérieur commun, et de 
frontières l,, l,,..., [,. L’une des courbes frontières T,, par exemple, admet 
un arc del’. I’, partage (A) en deux aires (A, ) et (A), cette dernière consti- 
tuée par l'ensemble des aires (A,, ..., (A,). Si TI’, est la frontière de (A) 
ona Ap = Ap, ae Ary 2. 

On peut répéter sur Vaire (A) partagée en (n —1) aires un raisonnement 
analogue; au bout de (n — 1) opérations, on aboutit à 


Ap Ap, +Ar, +... +p,—2(n—:1). 


' aie: ; ; ; À vee 
Si nous appelons indice de l’orbe lle nombre 7 = 1 —— on voit que la 
formule précédente devient : 


= ER HE, + cie Hi 


A. Etude de R au voisinage d’un point ordinaire. — Si l'aire (A) est à l’inté- 
rieur d'un domaine (D) dans lequel R est homéomorphe à une famille de 
droites parallèles, on a 

Ape et Lor 


En effet, représentons la partie de R intérieure a D sur un faisceau plan F de 
droites parallèles. Soit alors C l’image de I. | 
On peut toujours trouver un polygone x dout les sommets sont sur C, qui 
admet comme sommets particuliers les contacts de C avec F et qui nite une 

aire homéomorphe a un cercle. 
Les contacts de x avec F coincident avec ceux de C avec F et sont de même 
nature, on aura donc 
An = Àc = Ap. 
Or, l'intérieur de = peut être décomposé en y aires triangulaires. Pour 
chacun des triangles, on a A= 2. Alors h=YVX2—2(V—1)—= 2. 
On a donc Ap=2 eti=o. | | CA fh De 
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Plus généralement, si l’aire (A) ne contient aucun point singulier de R, on 
peut couvrir (A) par un nombre fini de domaines ouverts dans chacun 
desquels R est homéomorphe à un faisceau plan de droites parallèles. Par 
suite, on pourra partager (A) en un nombre fini d’aires contigués (A, )s 
(A3), ...,(A,) de frontières T,, l,, ..., 1, telles que l’on ait 


Ar, = 2 et ip, —0 


alors 


ip => ieee et Ao 


B. Étude de R au voisinage d’un point singulier. Indice d’un point 
singulier. — Supposons maintenant que l’aire (A) contient un point singulier 
unique, P, de R. Les nombres À et ¢ précédemment définis pour l’orbe I’ sont 

> : caractéristiques du point P, c’est-à-dire sont les mêmes pour deux orbes Fi 
et l, limitant deux aires (A,) et (As) contenant chacune le seul point 


singulier P de R. 
En effet, supposons tout d’abord que I’, et l, sont sans point commun et 


il 
EU F 


Fig,43: 


eer _ que, par exemple, l’aire (A,) contienne l’aire (A,). Nous pouvons rendre 
simplement connexe l'aire (A, —A,) en effectuant une coupure le long d’un 


% |: arc simple de Jordan joignant deux points a, et a, de I, et, qui ne sont pas 
7 _. des contacts de F, et F, avec R. Soit FT la frontière de l'aire obtenue, 
eh onaAp=Iy,—Ap, + 2, car l présente deux contacts extérieurs avec R en a, 
a et a,. Mais, puisque (A, — À,) ne contient pas de point TEAMED de R, 

G onadAr=2, d'où Ar, = Ars. 

5 Si nous supposons maintenant hee F, et r. ne sont pas BYAFA il existera 
ns toujours un orbe I’; situé tout entier à l’intérieur ies (A,).(A,) et contenant P 
sh à son intérieur et l’on a encore 

ay Ar, = Ap, =Ar,. 

a L'égalité Ari = Àr, entraîne ip, = ips. 

RL 
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Nous appellerons indice d’un point singulier P de R Vindice d’un orbe 
limitant sur S une aire homéomorphe à un ne contenant P à l'exclusion de 
tout autre point singulier de R. 

Plus généralement, si un orbe I’ limite une aire (A) homéomorphe à un 
cercle, nous pouvons partager (A) en un nombre fini d’aires contenant 
chacune au plus un seul point singulier de R et Vindice de I est égal à la 
somme des indices des points bots contenus dans (A). 


Remarque fondamentale. — Nous avons considéré des orbes ne présentant 
qu'un nombre fini de contact avec R. Nous avons montré, d’autre part, que 
tout orbe est déformable en un orbe infiniment voisin ne présentant qu’un 
nombre fini de contacts avec R. C'est-à-dire qu'il existera effectivement des 
orbes présentant un nombre fini de contacts avec R et limitant sur S une aire 
simplement connexe contenant un point singulier donné de R à l’exclusion de 
tout autre point singulier. On pore done apie un indice fini pour tout point 
singulier de R. 

En particulier, si un point singulier P est un col, le Hombre) À associé à un 
orbe entourant ce col est égal au nombre de séparatrices de R qui aboutissent 
à P. Ce nombre de séparatrices sera donc toujours fini. 


3. Formule des points fixes. — 1° Nous donnons ici la démonstration dans le 
cas particulier qui nous intéresse de la formule des points fixes. 

Supposons que la surface S soit de genre o. Tout orbe I limite sur S deux 
aires simplement connexes. Soit I’ un orbe ne passant par aucun point singulier 
de R et limitant sur S une aire (A) ne contenant aucun point singulier de R. 
Si l’on considère cette aire comme l’intérieur de I son indice est nul et le 
nombre À attaché aT est égal à + 2. 

Mais si l’on considère que (A) constitue l’extérieur de I’, le nombre À est 


égal à (— 2) et Vindice deT est alors 7 = (: -- — ) = 2. Cet indice est aussi 


égal à la somme des indices des points singuliers de R intérieurs à I’, c’est-a- 
dire à la somme des indices de tous les points singuliers de R et l’on a 
BOS 27 == "9. 

Dans le cas le plus général d’une surface S d'ordre de connexion q, la 
surface S peut être représentée sur l’intérieur d’un polygone plan x à un seul 
sommet et 2g côtés identifiés deux à deux. Nous pouvons supposer qu ‘aucun 
_ point singulier de R ne se trouve sur les courbes de R qui correspondent aux 
côtés du polygone a. 

Au réseau R correspond, à I’ intérieur de 7, un réseau R’ que nous pouvons 
toujours supposer prolongé dans le plan dé m au voisinage du polygone. 
L'indice de x, par rapport à R’, est égal à la somme des indices des points 
singuliers de R’ situés a1’ intérieur de x, c’est-à-dire à la somme des indices de 
tous les points singuliers de R. Calculons directement le nombre À, relatif au 


eee 


ek = . 
NT 


+ 


HT LOS US 
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polygone + par rapport aR’. Les contacts de x avec R’ peuvent se trouver sur 
un côté ou en un sommet de =. Les côtés se correspondent deux à deux. 
Chaque contact situé sur un côté correspond à un contact de nature opposée 
sur le côté correspondant. Par suite, les contacts extérieurs et intérieurs se 
trouvent en nombres égaux sur les côtés de x. Restent les contacts aux som- 
mets du polygone. Les sommets de = correspondent à un même point de S par 
lequel passe une caractéristique unique de R. Par suite, deux arcs de caracté- 
ristiques R’ aboutissent dans les 27 angles au sommet de 7. Si ces deux ares 
aboutissent dans le même angle au sommet, x présentera un contact intérieur 
avec R’ dans cet angle (2g—r1) contacts extérieurs aux autres angles. 
Si les deux branches aboutissent dans deux angles distincts, le polygone = 
présente (2¢—2) contacts extérieurs aux autres angles. Finalement, le 
nombre À, est dans tous les cas A, — 2q— 2. Et l’on a en désignant par Xela 
somme des indices des points singuliers de R. ' 


Dirt 2 0. 


2° Nous pouvons trouver ce résultat en réalisant l’étrang glement d’un certain 
nombre d’orbes homologues à 0, tracés sur S. Nous avons vu, en effet, que 
l’étranglement d’un orbe [ non homologue à o et admettant un voisinage 
orientable sur S remplace une surface S d’ordre de connexion q par une sur- 
face S, d’ordre de connexion (g —2). L’orbe T donne alors naissance à deux 
points y et y” situés sur S,. Ces deux points sont des points singuliers du 
réseau R, transformé du réseau R dans l’étranglement. Si I’ ne passe par aucun 
point singulier de R et présente respectivement « et 8 contacts avec R, sur 


chacun de ses côtés, les indices des deux points y’ et y" seront respectivement 


a— 


3 


C1 — Chie 1 — 


B— « 
9 
2 


l’on aura + i"— 2. Si (Zi) est la somme des indices des points singuliers 


de Ret (Xz), la somme des indices des points singuliers de R,, on a 


i 


(Si), = Sit’ 4+ "= Vi+a. 


L'étranglement d’un orbe T’ sans voisinage orientable conduit à un 
réseau R,, présentant, outre les points singuliers correspondant à ceux 


de R,, un point singulier y. Une courbe qui limite autour de ce point une aire 


simplement connexe, a un nombre égal dt contacts extérieurs et intérieurs 
avec R’ un contact de I avec R correspond à un contact extérieur et un contact 
intérieur d'une courbe entourant y avec R’. Par suite, y a pour indice 1. Nous 
avons vu, d'autre part, que la surface S est remplacée par une surface S' dont 
le nombre de connexion est inférieur de r. 


Nous pouvons donc toujours, au moyen d’une suite A an rem- 


"7 
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placer Ta surface S d’ordre de connexion q par une surface S de genre nul, le 
réseau R étant remplacé par un réseau R, tel que l’on ait 


‘ (2Z)p, = (Zi)r + 9, 
c’est-à-dire 
Zi=(Ziha, — g—2— 4. 


TROISIÈME PARTIE. 


ÉTUDE DE RÉSEAUX R PARTICULIERS. 
- EXISTENCE D'UN RÉSEAU R ADMETTANT UN ENSEMBLE DE COURBES FERMÉES 
DONNEES @ priori À L'EXCLUSION DE TOUTE AUTRE COURBE FERMEE. 


1. Nous allons maintenant donner quelques exemples de réseaux R. Nous 
verrons plus loin que l'étude d’un réseau R se ramène à l’étude de réseaux 
n’admettant que des points singuliers du type col; c’est pourquoi les réseaux R 
particuliers que nous déterminons ici sont assujettis à n’avoir pas de points 
singuliers autres que des cols. 

Le nombre de courbes fermées homotopiquement distinctes appartenant a 
un réseau R est au plus égal au nombre maximum de ces courbes que l’on peut 
tracer simultanément sur S. Nous allons montrer que ce nombre peut étre 
effectivement atteint et, plus généralement, qu’il existe des réseaux R admettant 
un ensemble restrictif qnelconque d’orbes disjoints et homotopiquement 
distincts tracés sur S. 

Nous donnons tout d’abord des exemples de réseaux R sans courbe fermée 
tracée sur une surface orientable. Nous définissons un mode de construction 
de R sur S a partir de deux réseaux R, et R, couvrant des surfaces Sets: 
Nous montrons ensuite que l’on peut ainsi obtenir sur une surface quelconque 
un réseau sans courbe fermée. Enfin nous montrons que, sur une surface 
quelconque, il existe des réseaux admettant un ensemble de courbes fermées 
arbitraires. 


A. Réseau sans caractéristique fermée sur une surface de genre nul. — Pour 
que R n’ait que des points singuliers du type col, il est nécessaire que, parmi 
ces cols, figurent des points à l’un desquels aboutit une séparatrice unique, 
sinon la somme des indices des points singuliers de R serait négative, alors 


qu’elle doit être égale à (+2). Nous construisons un réseau R sans caracté- 


ristique fermée de la façon suivante : considérons un disque circulaire .et 


couvrons chacune des faces de ce disque par une famille de cordes parallèles. 


Les deux familles formant entre elles un angle & incommensurable avec 7. 
Si l’on choisit sur la circonférence F du disque une origine des arcs, les points 
de I appartenant à une même caractéristique de R auront pour argument 
a æ, 7. Tea tu, NE(æ+ak«), 

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. si FSC EEE | 35 
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L4 


où. prend toutes les valeurs entières. Une caractéristique de R rencontre 
donc T'en un ensemble de points partout dense sur I. Elle traversera un 
voisinage quelconque de tout point de S. ) 


x+2QX 


pe 5 ES oe 
CA 2 
La 


or 

120 L 

<>, 

TA Fig. 4. : : 
Ie 

3 . A ; ; 

ss B. On connait, d'autre part, sur une surface de genre 1, des réseaux R sans 


Bers point singulier. Il en est ainsi du réseau R représenté, sur un quadrillage | 
doublement infini où l’intérieur d’un carré élémentaire représente la surface S, © 


LU me 2 
4 


ve 


Fig. 5. 


% par une famille de droites parallèles formant avec les droites du quadrillage 
des angles de tangente irrationnelle. és 


Nous pouvons alors considérer une surface S de genre p constituée par 
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l'ensemble de p-surfaces de genre 1 superposées et réunies entre elles par des 
coupures qui font passer de l’un des feuillets aux feuillets immédiatement 
au-dessus et au-dessous. Nous supposons que le réseau R coïncide sur chacun 
des feuillets avec un réseau R, sans point singulier satisfaisant à l'hypothèse (A) 
et qui est identique sur les différents feuillets. A un arc de courbe de R, corres- 
pond alors p arcs de courbes de R et une caractéristique de R est formée d’arcs 
successifs correspondant à des arcs successifs d’une même courbe de R,. 
Par suite R, comme R,, n’a pas de caractéristique fermée. D’autre part, tout 
point de l’un des feuillets supposé couvert par R, est point d’accumulation 
d’une caractéristique quelconque de R, et, par suite, tout point de S est point 
d’accumulation pour au moins une des p caractéristiques de R qui corres- 
pondent à une même caractéristique S de R,. 

Nous représentons un tel réseau R dans le cas d’une surface de genre 3, sur un 
cercle dont le périmètre est partagé en 12 arcs égaux deux à deux identifiés 
suivant le schéma (fig. 5) 

a7 Pia Bras bras 830563 af. 
Les ares correspondants à a, sont égaux, ceux correspondants à b, son égaux. 
1 


Le rapport . est irrationnel. Le réseau R admet les axes de symétrie 
1 


d’argument À 3 avec A entier. 


Remarque. — Dans les exemples précédents une caractéristique L de R, 
dans la représentation polygonale de S, correspond à une infinité d’arcs 
joignant deux points du périmètre I’ du polygone, les points de L sur l' forment 
un ensemble dénombrable partout dense. Remplaçons L par un pinceau de 
caractéristiques couvrant sur l'une infinité d’arcs dénombrables et deux à deux 
disjoints et identifions deux à deux les arcs provenant de deux points de [ 
préalablement identifiés. R est alors remplacé par un réseau R’ sans courbes 
fermées; un arc sans contact intérieur au pinceau de caractéristiques aR’ 
remplaçant L est traversé une fois au plus par une caractéristique quelconque 
de R’. Le pinceau de caractéristiques qui remplace L couvre une aire de S qui 
est un ruban ne se ramifiant pas. 


C. Mode de construction de réseaux R. — Considérons deux surfaces : 
S,, couverte par un réseau R,, et S,, couverte par un réseau R,. Nous effectuons 
sur S, et S, deux coupures, l’une suivant un arc A,B, sans contact avec R;, 
l’autre suivant un arc A,B, sans contact avec R,. Nous identifions point par 
point les deux lèvres de la coupure sur S, le long de A, By aux deux lèvres de 

la coupure sur S, le long de A,B,. L’ensemble de S, et S, devient une surface S 
dont le nombre de connexion est la somme des nombres de connexion de S, et Sy. 
S est couverte par un réseau R qui admet, outre les points singuliers de KR, et R,. 
deux cols à quatre séparatrices aux points résultant de la fusion de A, et A, et 
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de B, et B,. Si, en outre, les caractéristiques de R, rencontrent au plus une fois 
l'arc A,B, sur S,, les seules caractéristiques fermées de R sont celles de R, et 
de R, qui ne rencontrent, ni À,B,, ni A,B;. 

Supposons en particulier que S, est une surface orientable de genre p 
couverte par un réseau R, sans caractéristique fermée et que A,B, est tout 
entier intérieur à un ruban ne se ramifiant pas et ne se recouvrant pas particu- 


lièrement. Supposons, d’autre part, que S, est une surface non orientable et | 


que R, admet une caractéristique fermée F, qui constitue l’ensemble d’accumu- 
lation de toutes les caractéristiques de R,. Nous prenons pour A,B, un arc sans 
contact avec R, traversant l,. La surface S résultant de la réunion de S, et S, 


est alors couverte par un réseau R n’admettant pas de courbe fermée. Nous 


donnerons plus loin des exemples de réseaux tracés sur des surfaces non 
orientables et admettant une courbe fermée unique, ce qui permet de conclure 
à l'existence sur une surface quelconque de réseaux sans courbe fermée; 
toutefois pour un tel réseau aucun point de l’arc AB de S résultant de la fusion 
de A,B, et A,B, n’est point d’accumulation pour aucune caractéristique de R. 

Il n’est donc pas établi qu’il existe sur une surface non orientable un réseau 


sans courbe fermée et tel que tout point de S soit point d’accumulation d’une 


caractéristique au moins de R. 


D. Considérons, sur une surface S quelconque, un ensemble de courbes 
fermées disjointes données a: l’avance. Il existe toujours des réseaux R 
admettant ces courbes à l'exclusion de toute autre courbe fermée. En effet, 
l’ensemble des courbes données partage la surface S en un certain nombre de 
surfaces ouvertes Si, Ss, ..., S,. Sur chacune de ces surfaces S; nous pouvons 
tracer un orbe I’; partageant S; en deux surfaces dont l’une, S,, a pour bord 
unique I’; et dont l’autre, S;, a pour bord, d’une part l';, d'autre part l’ensemble 
des courbes frontières de S;. Nous pouvons choisir I; de telle sorte que S; soit 


de genre o ou, lorsque le nombre de connexion de S$; est supérieur à 2, soit — 


orientable et de genre 1. à 
Partageons l'; en deux ares par deux points A; et B;. Nous identifions point 


par point les deux arcs A;B; de T’;. Nous pouvons couvrir la surface S, par un 


réseau R’ sans courbe fermée et la surface S/ par un réseau R” admettant_les 
bords de S; comme seules caractéristiques fermées. L'ensemble de S; et S’ forme 
une surface S; couverte par un réseau qui n’admet pas d’autre caractéristique 
fermée que les bords de la surface S; pourvu que les caractéristiques de R” aient 
pour ensemble d’accumulation une partie des caractéristiques fermées. 

Nous donnerons plus loin des exemples de surfaces de genre o couverte par 
des réseaux admettant un ensemble arbitraire de caractéristiques fermées. 
Nous pourrons donc toujours couvrir une surface S; par un réseau papehalsany 
aux conditions proposées. 


En opérant de méme sur chacune des surfaces S;, on obtient sur la surfaces 
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un réseau R qui admet un ensemble arbitraire de caractéristiques fermées 
disjointes à l'exclusion de toute autre courbe fermée. 

E. Réseau admettant un cycle limite unique dans un plan projectif. — Le plan 
projectif est représenté sur l’intérieur d’un cerele dont les points diamétra- 


lement opposés sont identifiés. Le réseau R est représenté sur le cercle par 


, , . 
l’ensemble p des cordes portées par des droites concourantes en un point I 
extérieur au cercle. | 


L'ensemble des caractéristiques de o couvre successivement les arcs a,b,, 
bia,, a,b,, ..., Anpbop, Dapiis Gap ---» tels que chacun d’eux contient tous 
ceux qui le suivent et que les points a; et b; admettent un point limite unique 
en a sur le diamètre du cercle passant par I. Le diamètre passant en a corres- 
pond à une courbe fermée de R qui est l’ensemble d’accumulation de toutes les 
caractéristiques de R. Le réseau R admet deux points singuliers à chacun 
desquels aboutit une séparatrice unique, ces deux points correspondant sur le 
cercle aux points de contact des tangentes issues de I. 


F. Réseau admettant un cycle limite situé sur une surface non orientable de 
nombre de connexion égal à 3. — Nous représentons la surface sur un cercle 
dont la circonférence est partagée en six arcs égaux deux à deux identifiés. 
On suppose que le réseau R est représenté par la famille p des cordes dont les 
extrémités partagent dans le même rapport les deux arcs du cercle d’extré- 
mité AB, les points A et B étant les extrémités de l’un des six arcs précédents. 
Le réseau R admet un cycle limite représenté sur le cercle par une seule 
corde : les courbes de o traversant AB une infinité de fois en couvrant succes- 
sivement une suite d’arcs a,b, tels que chacun d’eux est porté par le précédent 


: - ° L . I ~ ° 
et que sur la circonférence on ait a,6,= 5 An b,_13 par suite, les points a, et b, 


admettent un point limite unique, la corde de la famille ¢ passant par ce point 


représente la caractéristique fermée de R. 
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Le réseau R admet un point singulier unique, qui est un col & quatre 
séparatrices, au sommet du contour formé par les six arcs de cercle. 


La construction se généralise pour une surface non orientable d ordre de 


connexion quelconque ean 
ay = ab, 
ab 
Ta ab’, == 9 ÿ 5 
LRU 
ah, =a50g a 


b,A 


= 
ao : | 8,02 


Fig 07. 


…, 1 ; 


de figure « = 4; le réseau n’admet que des cols à quatre séparatrices. 


- 


Fig. 8. 


# 5 ; 3 , ; 
‘ Pré) 
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1 


séparatrice. 


: G. Réseau tracé sur une surface de genre o admettant x bords. — 1° a © 1.Cas 


2° a=1. Il ne peut y avoir de réseau n’admettant pas de cols à une seule ——™ 
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Dans le cas de la figure le résau admet deux cols a une seule séparatrice. 


Fig. 9. 


2. Étude d’un réseau R particulier sur une surface S de genre 1. 


A. Représentation de § et d’un orbe T tracé sur S sur un quadrillage double- 
ment périodique. — Si nous considérons deux orbes I’, I, formant rétrosection 


- sur S, on peut représenter la surface S à l’intérieur d’un carré ABCD dans lequel 


les côtés AB et DC correspondent à l’orbe I, et les côtés AD et BC à l’orbe l',. On 
peut aussi représenter S sur un quadrillage plan infini doublement périodique 
d’élément le carré ABCD, un point quelconque de S n’appartenant ni à F,, ni à 
F,, ayant un correspondant et un seul à l’intérieur de chaque carré élémentaire. 

Une courbe quelconque tracée sur S est alors représentée à l'intérieur de ABCD 
par un nombre fini ou infini d’arcs joignant deux points situés sur la frontière 
de ABCD, ou par une courbe toute entière intérieure au carré. Si la courbe n’a 
pas de point double, tous les arcs seront deux à deux disjoints. D'autre part, la 
courbe est aussi représentée sur l’ensemble du quadrillage par une famille de 


courbes continues déduites les unes des autres parlestranslations( «AB + BAD), 
ou a et 8 sont des nombres entiers quelconques. Si la courbe est un cycle non 
homotope à un point, l’une quelconque des courbes de la famille précédente 
définie sur l’ensemble du quadrillage sera périodique de période minimum 


— LS que , 
(a, AB + AD) si le cycle est homotope à (a,I',+ 4,13). 7 

Nous nous proposons d’étudier plus attentivement la représentation d’un 
orbe I. 


1° Une courbe continue y correspondant à I sur le quadrillage ne 
peut rencontrer une même droite correspondant à I, (ou à T,) en deux 


= — 
points m et n tels que mn = (1 + k) AB, (ou AD) où # > o. En effet, la trans- 


lation AB remplacerait y par une courbe y’ et l’are mn de y par un arem'n’ dey; 
are qui rencontrerait l’are mn de y en un point qui correspondrait à un point 
multiple de I’, ce qui est impossible puisque I est un orbe. 

2° Si y rencontre une droite correspondant al’, (ou à l,), en deux points mn, 


DUBOIS-VIOLETTE. 


ou bien l’arc mn de y ne traverse aucune droite du quadrillage correspondant 
aT, (ou à F,), ou bien il traverse certaines de ces deg un nombre pair ou 


A 1m eur fn n’ 


Fig. 10. Fig. 11 


infini de fois; il existera alors un arc m,n, porté par l'arc mn de y ayant ses 
deux extrémités sur une droite du quadrillage et ne rencontrant aucune autre 


droite du quadrillage. Cet arc m,n, sera situé tout entier à l’intérieur d’un 2 


même carré élémentaire, et limitera avec le segment m,n, une aire corres- 
pondant à une aire simplement connexe de S. | 
Il existe, par suite, sur S un orbe I” isotope de I rencontrant I, et r, 
aux mêmes points que I’, exception faite des points correspondants sur F, 
(ou F,) aux points m, et n,. 


A 


Fig. 1 he 


En recommencant la même opération, I’ est remplacé par un Gite isotope I’, 


tel qu’une courbe Y, correspondant à T, rencontre une droite du gites en. 
un point au plus. | 


a oe ee. 
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3° Nous considérons dans la suite un orbe I’, associé à I par la transfor- 
mation isotope définie au paragraphe 2. 

Il n'existe pas sur Ty de couple d’arcs m,n, et m,n, joignant respectivement 
deux points de I, sans rencontrer I’, et deux points de I’, sans rencontrer T,. 
En effet, si un tel couple existait, il lui correspondrait à l’intérieur d’un carré 
élémentaire deux arcs se coupant, ce qui est impossible. 

4° Nous supposons que I’, rencontre I’, en A, points et I, en A, points 
avec À, À,, par exemple. I’, est alors constitué par l’ensemble de (A, — A, ) 
arcs joignant deux points de l',, sans traverser Il, ni F,, et de 2A, arcs joignant - 

un point de I’, à un point de I, sans traverser l,nil,. | 

Sur le carré ABCD, I, sera représenté par (A, — À,) arcs joignant un point 
de AB à un point de DC. Puisque les arcs représentant I’, sont disjoints il y aura 
alors À, arcs joignant un point de AD à un point de AB (ou de DC) et À, arcs 
joignant un point de BC à un point de DC (ou de AB). En outre, le n°" point 
rencontré à partir de A sur le contour polygonal ABC (ou BCD) sera nécessai- 
rement joint au n°" point rencontré sur le contour polygonal ADC (ou BAD). 

Par suite, l’ordre dans lequel I’, traverse I’, et I’, est déterminé lorqu’on 

connaît les TER Ay et Ag. 

Or st deux orbes Y' et 1 sont homotopes, il en est de même des deux orbes I’, 
et I’, qu’on leur associe dans l’isotopie introduite au paragraphe 2. Ces deux 
orbes I’, et [, peuvent être déformés isotopiquement en deux orbes passant par 
le point commun aT, et I’, et auxquels correspondent deux courbes y’, et y; 
joignant les mémes sommets du quadrillage. Par suite, ces deux orbes sont 
isotopes et les deux orbes T' et I” sont isotopes. D'où le théorème que l’on a déjà 
établi dans Le cas général : Deux orbes homotopes sur une surface de genre 1 sont 
isotopes. 


CoroLLaiRE. — Pour qu'il existe un orbe T homotope à AT,+ oP, où Ay et Ay 
sont des nombres entiers, il faut et il suffit que À, et À, soient premiers entre eux. 


En effet, quels que soient A, et A, il existe toujours un cycle homotope 
à 2,1, +A.1, et sans point double, représenté sur le quadrillage par la dia- 


+. > 
gonale du rectangle de côtés A, AD et À, AB: 


. 1° Si A, et À, sont premiers entre eux cette diagonale ne passe par aucun 
sommet du quadrillage et elle correspond à un orbe de S. 
2° Si À, et À, ne sont pas premiers entre eux, la diagonale traverse (a —1) 
sommets du quadrillage (si « est le p. g. c. d. de A, et A,). Elle 
correspond alors, non à un orbe AT,-+- AT, mais au produit de « fois un 


orbe (ar +Èr.) et tout cycle sans point double homotope à (AT; + AT) 


arn EE 
sera constitué par « orbes distincts homotopes à (2 Peace bs ). 


Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 3. 36 
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B. Nous nous proposons d’étudier un réseau R sans point singulier couvrant une — 


surface S de genre 1. 

Nous utilisons la représentation de S sur un quadrillage doublement 
périodique. Le réseau R est alors représenté par un réseau p doublement 
périodique. Nous prenons pour base du quadrillage deux orbes formant rétro- 
section dont l’un I’, est un orbe sans contact avec R. Nous verrons plus loin 
qu’un tel orbe existe toujours. Ne 


1° Aucune caractéristique de p ne traverse en deux points une droite — 


quelconque correspondant à T';. 
Supposons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi. Il existe alors dans le plan, une 


aire (A) simplement connexe, limitée par un arc mn de p et un segment mn | 


correspondant à un arc de I’,. Considérons un orbe tracé dans le plan et 
constitué : 


a. par un segment mn, contenant mn; 


b. par un arc mn, sans contact avec o. Cet orbe a un indice nul par rapportao 


-puisqu’il limite une aire ne contenant aucun point singulier. Or le seul contact 


de cet orbe avec o est un contact extérieur avec p en no, puisque le segment mn, 


est sans contact avec p. C'est-à-dire que l'indice de cet orbe par rapport a p 
est (+ 5): Comme d’autre part cet indice doit être o, nous aboutissons 


_à une contradiction. 
2° S'il existe un arc de p qui traverse successivement en trois points m, n, p 
une même droite D correspondant à l,, nous allons montrer qu’il existe un 
orbe I’, homotope à I’, formant rétrosection avec I’, et présentant avec R deux 
contacts de moins quel. 


a. Supposons que » soit entre m et p sur D, considérons un segment my py 
contenant mnp et tel que mp, AD. Il existe une déformation isotope du 


AP 


segment m,npo Sans contact avec p et voisin de l’arc mnp de caractéristique. Cet 
arc mynp, comme l'arc de caractéristique mnp, rencontre en un point au plus 
une droite correspondant aT. 
Cette déformation correspond à une déformation de l’orbe I, en un orbe I” 
formant rétrosection avec I’, et présentant avec R les mêmes contacts que Bs 
exception faite des contacts de I’, avec R représentés par les contacts du 
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segment mp avec p et ces contacts sont en nombre au moins égal a deux puisque 
aucun des deux segments mn et np ne peut étre sans contact avec Q. 

b. Si le point p se trouve au contraire entre m et n (ou m entre pet nr), 
arc mnp de ¢ et le segment mp limite alors dans le plan une aire simplement 
connexe (A). Au dela du point p la caractéristique des points mnp pénètre 
dans cette aire (A). Cette caractéristique ne peut rester constamment à l’inté- 
rieur de (A) (*). Elle traverse nécessairement le segment mp en q et l’on peut 
faire jouer aux points pq le rôle des points npg au paragraphe précédent. 


Fig. 14. 


Nous supposerons done dans la suite que les orbes I, et l', sont choisis de 
telle sorte que : 


1° [, sans contact avec R et par suite aucune caractéristique de p ne traverse 
deux fois une droite correspondant aT, ; 

2° Il n'existe pas de caractéristique de 9 traversant trois fois une même 
droite correspondant à l,. En particulier une caractéristique tangente à une 
droite D correspondant à I, ne traverse pas D. Sinon une caractéristique 
voisine rencontrerait D en trois points. 


C. Nous allons montrer que lorsque 1, n’est pas un orbe sans contact avec R, il 
existe au moins une caractéristique fermée. 


Les côtés AB et DC qui correspondent à I’, sont sans contact avec 9. Nous 
supposons pour fixer les idées, que la caractéristique de R qui passe par le 
point commun à I’, et I’, correspond à des arcs de courbes pénétrant dans le 
carré en B et D et extérieures au carré en A et C. 

Soient m et m' les points de contact avec o de AD et BC qui sont respective- 
ment le plus près de A et de B; en met 7 les contacts de la frontière du carré 
avec p sont, l’un extérieur et l'autre intérieur au carré. Si en m, par exemple, 
le contact est intérieur et en m’ extérieur, les caractéristiques de p pénétrant 
dans ABCD sur le segment Am sortiront du carré sur un segment An porté 
par AB (ou un contour polygonal AB), la caractéristique du point » étant 


(‘) Nous établirons cette propriété dans un cas plus général à la quatrième Partie (p. 303). 
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tangente en m à AD. Si le contact intérieur se trouve en m’, l’ensemble des 
caractéristiques pénétrant dans le carré sur le contour polygonal ABm’, sort 
du carré en couvrant un segment An’ porté par AD. | 

Dans l’un et l’autre cas, il existe sur S un orbe I’; homotope aI, sans 


contact avec R et représenté dans le plan par un arc de courbe joignant mm’ et 


voisin dans le premier cas de figure de l’ensemble des arcs : 1° arc mn de 
caratéristique; 2° contour polygonal ou segment nBm’ ou nm’; ; 
dans le second cas de l’ensemble des arcs : 1° arc m'n’ de caractéristique ; 


2° segment n'm. Cet orbe I", forme rétrosection avec l,. Nous pouvons lui 


. 


faire jouer le rôle de T,. Nous sommes alors ramenés à étudier le réseau p 


Fig. 1 5° 


dans un carré ABCD tel que les côtés AB et DC soient sans contact avec e et les 
côtés AD et BC présentent un contact avec p en A, B, C et D. Nous supposons, 
pour fixer les idées, que les contacts en A et D sont intérieurs au carré et en 
et C extérieurs. . oe | 
La courbe de p tangente en A sort nécessairement du carré en un point ry. 
Ce point ne peut se trouver sur AB, puisque aucune caractéristique ne 
traverse AB en deux points. Il ne peut se trouver sur AD, puisque la 


caractéristique étant tangente à AD ne peut traverser la droite-support de AD. 


A ne peut être, d’autre part, situé sur DC car la caractéristique tangente en D 
devrait traverser alors, soit AD, soit DC, ce qui est impossible. n, est donc 
sur BC. 1 rae 
Le segment Bn, est sans contact avec p. En effet, s'il n’en était pas ainsi ce 
segment présenterait avec 9 un nombre de contacts extérieurs autre que B 
égal au nombre des contacts intérieurs, c’est-à-dire qu'il existerait une 


‘ 
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caractéristique de 9 tangente intérieurement à BC, les deux branches de cette 
caractéristique ne peuvent traverser AB, donc l’une d'elles au moins traver- 
serait BC, mais alors il existerait une caractéristique de o traversant en trois 
points la droite portant BC, ce qui est impossible. 

Considérons alors la courbe L de R qui admet un arc ON, représentée par 
l’arc An, de p; cette courbe se prolonge au dela de N, par un arc N,N, qui est 
représenté sur le carré par un arc #,n,, le point n, se trouvant sur le 
oo AD, le segment An’, étant comme Bn, sans contact avec e ailleurs 
qu’ en À. Le point n, comme ny se trouve nécessairement sur BC et n, est situé 
entre zm, et C. On montre comme précédemment que le segment Bn, est sans 
contact avec p | 

Au delà de Ny, L est représentée sur le carré par une suite d’arcs n’, ,n; 


A B 
No No 
ns 
D Due C 
Fig. 16 


joignant un point de AD à un point de BC; les segments Bn, sont tous sans 
contact avec o et d’autre part ona 


Bnjpein cc Barc 


Les points n; forment donc une suite monotone sur BC. Cette suite est bornée 
par le premier contact de BC avec p. Elle admet donc un point limite v et la 
caractéristique de p passant en v traverse AD au point Y correspondant au 
même point de F, que », donc correspond à une caractéristique de R fermée 
et homotope aly. 

Nous voyons alors qu’entre deux contacts consécutifs de I’, avec R, il passe 
au moins une caractéristique fermée de R homotope à TI, et qui forme 
l’ensemble d’accumulation des caractéristiques voisines. En particulier, s’il 
existe sur S un orbe de pseudo-indice (*) non nul, on est assuré que tout orbe 
formant rétrosection avec un orbe sans contact présente un nombre fini de 
contacts avec ¢ et, par suite, que R admet des caractéristiques fermées. 

(4) Dusots-Vioerte, C. À. Acad. Sc., 224, 1947, p- 782-784. 
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QUATRIÈME PARTIE. 


1. A. Point d’accumulation d’une courbe L tracée sur S lorsque la courbe L 
n'est pas une courbe fermée et n’admet pas de point d’arrét. . | 


Un point M de S sera dit point d’accumulation d’une courbe L lorsque : à l’in- 
térieur de tout voisinage V de M, il existe un voisinage Vy de M qui contient un 
point N de L, n’appartenant pas à un arc MN porté par L et intérieur a Vy. 

Si un point M n’est pas un point d’accumulation de L, on peut toujours trou- 
ver un voisinage V, de M tel que si l’on suit la courbe L dans un sens donné, il 
existe un point m de L au delà duquel la courbe L est tout entière extérieure 
ave 


1° Toute demi-courbe infinie L admet au moins un point d’ accumulation. 
En effet, s’il n’en était pas ainsi, étant donné un point M de §S, il existerait un 
voisinage V de ce point, tel que la courbe L, au dela d’un point m, n’ait aucun 
point intérieur a V. | 


Comme S forme un ensemble compact, on peut la couvrir par un nombre | 


fini de tels voisinages, soient Vie Va correspondant à des points M,, 
M., ..., M, de S; il existera une suite m,, m,, ..., m, de points de L au delà 
desquels la courbe L reste extérieure à chacun des voisinages V,, V,, ..., Vn. 

Si m; est le dernier point rencontré sur L à partir de l’origine, au dela de m,, 
L est extérieure à l’ensemble des voisinages V,, V,, ..., V, et, ceux-ci cou- 
vrant la totalité de S, nous arrivons à une contradiction. | 


x 


2° Supposons maintenant que la courbe L appartienne à un réseau R de 
courbes. Pour qu’un point M, non singulier pour R, soit un point d’accumula- 
tion de L, il faut et il suffit que tout are «8 contenant M et sans contact avec R 
soit traversé par L en un point autre que M. 

En effet, les caractéristiques de R qui traversent un arc «8 sans contact 
avec R passant par M couvrent en totalité un voisinage de M qui contient 
l'arc #8. Si tout voisinage de M contient un point de L, tout arc «8 contiendra 
donc un point de L. Réciproquement, tout voisinage de M contient un arc «B 
passant par M et sans contact avec R. Si tout arc «B contient un point de L, 
tout voisinage de M, contenant un arc af contiendra un point de L. 


3° Soit MM’ un arc de caractéristique ne passant par aucun point singulier 
de R. 

Considérons deux arcs sans contact avec R, l’un «MB passant par M, 
l’autre «’M’ 3’ passant par M’, puisque R est localement homéomorphe au voisi- 
nage de l’are de caractéristique MM’ à un faisceau de: droites parallèles. 


‘ 
— 
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Il existera deux arcs a, MB, et «,M'6, portés respectivement par «8 et a6’, tels 
que toute caractéristique traversant l’un des arcs «,M, M8,, «,M’ ou M’ 6’ 
traverse a’M’, M’B’, «M ou MB. Par suite, si M est un point d’accumulation 
pour une caractéristique L, M sera aussi un point d’accumulation pour L. Tout 
point de la caractéristique de M sera, alors, un point d’accumulation de L, si M 
n’est pas un point singulier de R. 

Si la caractéristique de M est une séparatrice A aboutissant à un col C de R, 
soient A, et A, les deux séparatrices aboutissant à C, l’une immédiatement à 
droite, l’autre immédiatement à gauche de A supposée orientée vers C.. 
Soit «M$ un arc sans contact avec R tel que « soit à droite de A et B à gauche 


Fig. 17. 


de A. Nous dirons que M est un point d’accumulation droit de L si une caracté- 
ristique L traverse tout arc tel que «M, à droite de L ; si L traverse tout arc tel 
que M3, nous dirons que M est un point d’accumulation gauche de L. Un point 
d’accumulation de L, peut être droit, gauche, ou les deux à la fois. Si M est un 
point d’accumulation droit de L, il en est de même pour tous les points de A et 
pour tous les points de A,, le réseau R étant, à droite de l’ensemble A, Ay, 
localement homéomorphe à une famille de droites parallèles. Par suite, si M 
est un point d’accumulation pour une caractéristique L, l'ensemble des points 
d’accumulation de L contient l’une ou l’autre des caractéristiques constituées 
par la réunion de A et de l’une des séparatrices A, et A,. 


Nous supposons dans la suite que le réseau R n’admet pas d’autres points 
singuliers que des cols. Nous convenons, en outre, de considérer comme for- 
mant une seule caractéristique l’ensemble de deux séparatrices aboutissant au 
même col'C et séparant le voisinage de C en deux régions dont l’une ne 
contient pas d'arc de séparatrice aboutissant à C. Toute caractéristique L de R 
est alors sans point d'arrêt. Si R n’est pas formé par un ensemble de courbes 
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fermé, toute caractéristique L non fermée admet au moins un real d’accumula- 


tion, donc au moins une caractéristique lieu de points d’accumulation, et par 


suite au moins un point d’accumulation autre qu’un col. 


B. Existence d’orbes sans contact pour un réseau n'admettant gi des points 


singuliers qui sont des cols. 


Il sera commode dans la suite de considérer les points d’intersection des 
caractéristiques L avec un orbeT’, sans contact avec R, et admettant un voisi- 
nage orientable sur S. Nous allons montrer tout d’abord qu’il existe toujours 
sur $ un orbe sans contact avec R. 


Dans la démonstration, nous remplacons l’hypothèse que R n ST que des | 
points singuliers du type col, par I’hypothése plus générale que R admet une 


demi- -caractéristique Ln boire à aucun point singulier. 
Soit alors M un point d’ accumulation de L. Il existe un arc af passant par M 


~ 


Fig. 18 


et sans contact avec R. Un tel arc est traversé par L une infinité de fois. Si l’on 
suit L les points d’intersection de L avec «6 sont rangés sur L, dans l’ordre M,, 
M,,...,M,, ..., le nombre des arcs M;M,.., de L qui passent par un col de R 
est fini ou nul. En négligeant les premiers termes de la suite, nous obtenons 
done une suite infinie M,, M,, ..., M;, ..., de points de L, situés sur af et 


3 
tels qu'aucun des arcs M;M;,, ne rencontre «8 ou ne passe paruncoldeR, | 

Considérons un arc M;M;,, de L. Une caractéristique voisine de L ren- | 
contre I’ en deux points, m;, m;,,, voisins de M;, M;,.,. Si nous choisissons m; — 


suffisamment près de M;, l’arc de caractéristique m;m;., est tout entier situé 


dans un voisinage de l’arc de caractéristique M;M;,, qui ne contient aucun 
point singulier de R et, d'autre part, les arcs de a ext bia mM; 


etrm,iM;,, sont disjoints. 
Nous avons alors sur l’arc «3 l’une des deux RARE he suivantes : 


amiM;mi;: M:::6 ou « miM;M;,: Mis 6. 


‘ele M ths à 3 ç - PY ut” Ve. à A 
_ eos “he a . 
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1° Lorsque la première disposition se trouve réalisée, nous obtenons un 
orbe sans contact avec R par la réunion des deux ares sans contact suivants : 


a. Un arc Mim;,, traversant une fois chacun des arcs de caractéristiques 
joignant un point de l'arc mM; porté par «3 à un point de l'arc m,,4M, 
porté par af. 


i+4 
‘6. Liare M;m;,, porté par «8. 


2° Si tout arc de caractéristique M;M,,, présente, avec les arcs de 
caractéristique voisins la seconde disposition, considérons deux arcs M,_,M; 
et M;M,., consécutifs. Supposons alors que M; soit situé sur « à l’extérieur 
de M;_,M;. Nous nous ramenons au premier cas étudié en remplaçant «8 par 
un arc af porté par a contenant M;_,M;,, et non le point M;. 


3° Il reste donc à étudier le cas où sur a}, M; est situé entre M;_, et Mis: 
Considérons deux caractéristiques voisines de L rencontrant «8 en m;_,, m;, 


Fig. 19 


‘1 Voisins respectivement de M;_,, Met M;., tels que les 
arcs m;_,™m;,, etm_,m,,, de ces caractéristiques soient situés dans un voisi- 
nage de-l’arc de caractéristique M;_,M;,, ne contenant aucun point singulier 
de R. Si les points m;m, sont pris assez près de M;, nous avons la disposition 
suivante sur af :.œm; ; M; ,m,_ ,mMimim;,, M;,,m, 8. Il existe alors un orbe, 


Miss et m, —1? m;, m, 


i+1 


sans contact avec R, formé par la réunion de quatre arcs sans contact 


a. arc M;_,m; rencontrant une fois les caractéristiques qui traversent l'arc M;m; 
de «3; b. arc m,M;.., porté par «; c. are M;,,m, rencontrant une fois les carac- 
téristiques qui traversent l’are M;m, de #8; d. arc m,M;.. porté par af. 

Par suite, nous pouvons toujours déterminer un orbe V sans contact avec R. 

D'autre part, si’ est wn orbe sans contact avec R, sans voisinage orientable 
sur S, il existe un orbe sans contact avec R, soit I’, homotope à 21°, admettant 
un voisinage orientable et frontière, sur S, d'une aire homéomorphe à un 
ruban de ae dont la ligne médiane est le correspondant dans l'homéomor- 
phisme de la courbe I’. Il existe donc toujours un orbe I’ sans contact avec R et 
admettant un voisinage ortentable sur S. 
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C. Ensemble d’accumulation d’une demi-caractéristique issue d’un point de la 
frontière d'une aire (A) simplement conneæe et située tout entière dans l'aire (A). 


Nous pouvons supposer (en effectuant au besoin une homéomorphie) que 


l'aire (A) est un cercle de circonférence frontière C: Nous pouvons dans le 
plan de (A), représenter par y= une famille de droites (D) parallèles entre 
elles. Considérons une demi-caractéristique L située tout entière sur A ‘et 
dont l'origine est un point M de C. L ne traverse aucune des droites (D) qui ne 
coupent pas C. Soit, alors, a, la borne supérieure précise des valeurs de « 
telles que L ait un point au moins sur la droite y — «. ASS 


1° Supposons que L n'ait aucun point sur la droite (D,), y = « ; la courbe L 
admet au moins un point d’accumulation sur cette droite. Nous allons montrer 
que ce point est unique. 


Supposons, en effet, que L admette deux points P et P’ de (D,) comme points — 


Fig. 20. 


… 


d’accumulation. Soient alors T et I’ deux orbes, ne rencontrant pas C, présen- 
tant un nombre fini de contacts avec R, et limitant sur (A) deux aires (a) _ 


et (a’) simplement connexes disjointes contenant chacune l’un des points P 
et P’. De tels orbes existent toujours. La courbe L admet au moins un point 
dans (a) et un dans (a’) donc L traverse Ven un point P, et I” en un point P’. 
Supposons, pour fixer les idées, que L admet un arc continu MP, P’. Cet nee 
reste à une distance finie 6 de P et de P’. Il existe donc un point de a situé au 


d I: d ! x ° . Aie Ve N Q U 
ela de P', à une distance de P inférieure à 0, et, par suite, un arc PP, de L, 


traversant l'en P,. De mème, il existe un are P, P, traversant I” en P, et ainsi 
de suite. Nous définissons ainsi deux suites infinies de points P,, P 

1 0 n 6 à 
Sates Py aes, Po SMe 
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Soit pp’ les deux points situés à l’intersection de I et de I’ avec le seg- 
ment PP’. Les arcs MP; (ou MP’) de L, et P;p de T' (ou P;p' de I”) partagent la 
partie de (A) située au-dessous de D, en deux aires simplement connexes. 
Par suite, tous les points P;,; sont situés sur l’arc P;p de T. Les points P; 
forment donc sur I une suite monotone et bornée. ù 

D'autre part, chacun des arcs P;P;,, de T' limite avec l'arc P;P;,, de L une 
(au moins une) aire simplement connexe. Lorsque cette aire ne contient pas 
de points singuliers de R, l'arc P;P;,, de T présente au moins un contact 
avec R. Or le nombre des points singuliers de R est fini; il y a par suite, une 
infinité d’arcs P;P;,, de T présentant un contact avec R, et le nombre de 
contacts de l avec R n’est pas fini. Nous arrivons donc à une contradiction. 

Soit alors P le point d’accumulation unique de L sur D. P est un point limite 
de L, c’est-à-dire un point singulier de R auquel aboutit L. 


2° Supposons maintenant que L admette un point M, sur D, et que ce point ne 
soit pas un point singulier, c’est-à-dire un point d'arrêt de L. L’arc MM, de L 
partagé la partie de (A) inférieure à D en deux aires simplement connexes et, 
au delà de M,, L reste constamment dans l’une, soit (A, ) de ces deux aires. 
En considérant la borne inférieure précise des valeurs de « telle que L ren- 
contre la droite y —«, au delà de M,, nous retrouvons une étude semblable à 
celle que nous avons faite plus haut. 
[| se peut qu'après un nombre fini d'opérations analogues, la courbe L 
‘aboutisse à un point singulier P de R. Si cette éventualité ne se produit pas, 
nous définissons une suite (A,), (A2), ..., (A;), ... d’aires simplement 
connexes intérieures les unes aux autres et telles que chacune d'elles (A;) 
contienne la totalité de L au delà d’un point M;. Soit alors (A,) la partie 
commune à toutes les aires (A;). A, peut se réduire à un point qui constitue 


l’ensemble d’accumulation de L et est un point singulier de R. S’il n’en est pas 


ainsi, l'aire (A,) admet une frontière F4. Les points d’accumulation de L se 
trouvent nécessairement sur I,. D'autre part, tout point de l, est un point 
d’accumulation de L. En effet, tout point m, qui n’est pas d’accumulation 
par L, admet un voisinage dans lequel L ne pénètre plus au delà d'un certain 
point de L, c'est-à-dire que ce voisinage, ou bien est extérieur aux aires (A) 
pour z suffisamment élevé, ou bien est intérieur à (A), c’est-à-dire que le 
point m ne peut pas être sur la frontière de (Ao). 


3° Nous nous proposons d'étudier la frontière Vy de (As). Lorsque (A,) ne se 
réduit pas à un point, considérons une droite D qui a des points dans (Aj), 
D a un nombre fini de contacts avec R (sinon on peut toujours déformer D en 
une courbe infiniment voisine présentant un nombre fini de contacts avec R). 
Les points de (A,) sur D sont les points de D communs a l’ensemble des (Ai). 
Je dis que ces points se répartissent en un nombre fin de segments disjoints 


(éventuellement réduits à des points isolés). 
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En effet, considérons la section de (A;) par D. Cette section se compose de ; 
segments disjoints dont les extrémités sont des points de l’are MM; de L et, 4 
4 


éventuellement, un point de C. L’are M;M;,, de L rencontre D en un nombre 
non nul de points. Ce nombre, a priori, peut être fini ou infini. Si ce nombre 
est différent de 1, il existe au moins un arc de M;M;,, limitant, avec un seg- | 
ment de D, une aire (a) simplement connexe intérieure à l’aire (A;— A;::). | 
Il existe un contact de R avec D sur le segment frontière de (a) à moins que (a) 
3 ne contienne un point singulier de R. L'une ou l’autre de ces éventualités peut 
produire un nombre fini de fois. Par suite, sauf pour un nombre fini de valeurs 
de 7, l’are M;M;,,, de L rencontre D en un seul point et le nombre de segments | 
de D intérieurs à (A;) est égal au nombre des segments intérieurs à ( Aj44). | 


2 D'autre part, l'arc M;M;,, rencontre D en un nombre fini de points. En effet, 
un arc présentant un nombre fini de contacts avec un faisceau de droites paral- 
lèles rencontre une droite du faisceau en un nombre fini de points. Or, nous 

\ pouvons couvrir l'arc M;M;,, de L par un nombre fini de voisinages dans 
: chacun desquels R est homéomorphe à un faisceau de droites parallèles. 
Le segment de D, situé sur chacun de ces voisinages, rencontre l’are corres- 
pondant de M;M;,, en un nombre fini de points, par suite, M;M;,, et D ont un 
nombre total de points communs qui est fini. ds 
| Le nombre des segments de D intérieurs à (A,) s’obtient de proche en be 
proche en passant de (A;) à (A;,,) par une somme algébrique finie de termes 
finis. Au delà d’une certaine valeur de ¢, cette somme ne varie pas. Les points 
de D appartenant a(A,) ou à sa fontière l, couvrent donc un nombre fini de 
segments. I’, coupe D aux points extrémités de ces segments c'est-à-dire en 
nombre fini de points. | pate | 


Fr 


4 


A 
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a. Sil, ne contient aucun point singulier de R, on peut couvrir 1, par un 
nombre fini de voisinages V dans chacun desquels R est homéomorphe à un 
faisceau de droites parallèles. Si m est un point de T,, c'est-à-dire un point 
@accumulation de L, il en est de même pour tout point de la caractéristique 
de m. Par suite, sur un voisinage V, I, est formé par des ares de caractéris- 

tiques. S'il y a une infinité de tels arcs disjoints, il existe une droite D qui 
rencontre I’ en une infinité de points. Nous avons montré plus haut que cette 
hypothèse est impossible. Par suite, la partie de I’, située sur V est constituée 
par un nombre fini d’arcs caractéristiques. Les voisinages V couvrant I’, étant 
eux-mêmes en nombre fini la courbe TV, sera une caractéristique fermée de R. 


b. Si la frontière de (A,) contient des points singuliers de R, I’, sera couvert 
par des voisinages aussi petits que l’on veut de chacun de ces points singuliers 
et par un nombre fini de voisinages dans lesquels R est homéomorphe à une 
famille de droites parallèles. I’, est alors constitué par un nombre fini d’arcs de 
caractéristique joignant deux points singuliers de R. | 


Nous avons établi ainsi le résultat suivant : une demi-caractéristique de R, qui 
reste constamment à l’intérieur d’une aire homéomorphe à un cercle, admet soit 
un point limite, soit une courbe limite qui est constituée par une caractéristique 
fermée de R, ou par l’ensemble d’un nombre fint d’arcs de caractéristiques 
joignant deux points singuliers de R. 


En particulier, lorsque le réseau R n’admet ni caractéristique fermée, ni arc de 
caractéristique joignant deux points singuliers, ni point singulier autre que des 
cols (au delà desquels on peut toujours prolonger une séparatrice par une 
autre), aucune caractéristique ne pourra jamais demeurer à l’intérieur d’une aire 
simplement connexe quelconque. 


2. Nous supposons dans la suite que le réseau R n’admet pas d’autre point 
singulier que des cols et n’admet pas de caractéristiques fermées. 
Nous nous proposons d'étudier l'aire couverte par une famille continue 
d’arcs de caractéristiques joignant deux points situés sur deux arcs d’un même 
_ orbe sans contact et ne passant par aucun col de R. 


A. SoitT un orbe, sans contact avec R, admettant sur S un voisinage orientable. 
Nous distinguons les deux côtés de I sur S par les signes + et —. 

Supposons qu'il existe un arc de caractéristique ayant ses extrémités M et N 
sur I’, ne traversant pas Let ne passant par aucun point singulier de R. Nous 
pouvons supposer que l'arc MN aboutit en M à I’. Il existe un voisinage de 
l'arc de caractéristique MN, où R est localement homéomorphe à un faisceau 
plan de droites parallèles. Par suite, un arc de caractéristique voisin de MN 
aboutit aT en met n, au voisinage de M et N, et ne traverse pas I’. 
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Faisons varier m sur I dans un sens constant de façon continue à partir. 
de M, le point » varie dans un sens constant à partir de N. L’are de caractéris- 
tique mn balaie sur S une aire (A) qui ne contient pas de point singulier de R. 
re: = (A) ne se recouvre pas partiellement si les ares Mm et Nn appartenant à F sont 
disjoints car, par suite de la constitution du réseau R, deux points dedeuxares 
distincts de caractéristiques ne peuvent pas coincider en un point de S non 4 
singulier pour R. Nous pouvons, ainsi, déplacer » sur T jusqu’à la réalisation = 
de l’une des éventualités suivantes : ESC 


1° I] existe un point m, limite des points m et tel que la demi-caractéris- 
ee tique issue de I. en my ne traverse pas I. Ce cas fera l’objet d’une étude 
sae x détaillée plus loin. | | Hi x 
> 2° On aboutit à un point m, tel que l’arc m,n, correspondant soit constitué 
a 5 par deux arcs m,C et Cn, de séparatrices. Au dela de ms, les arcs de caractéris- 
aa tiques issus de I’, ne retraversent pas l au voisinage de m, sans avoir aupara- 
a vant rencontré I. | 


CF 


3 Si l'arc MN aboutit en N à T°, et si aucune des deux premières éventualités == 


Fig. 22. Ê LE ; 


ne se présente, nous pouvons faire décrire à m toute la courbe I, jusqu'à ce ae 
que m vienne coincider avec M. x vient alors coincider avec N. Mais n ne pPeuts- "#7 
coincider avec N que si m coincide avec M, par suite, n décrit T une fois et une 

seule. | UNE ME | 


= ~ 
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Puisque le réseau R est au voisinage de tout point non. singulier homéo- 
morphea un faisceau plan de droites parallèles, l'arc mn de caractéristique 
balaie sur S une aire S’ sans frontière qui coincide avec S supposée connexe. 
Le réseau R n’admet alors pas de point singulier. La surface S est donc d'ordre 
de connexion 2. Elle est homéomorphe à un tore ou à une surface de Klein. 


4° Si l’arc MN aboutit en N aT, et si ancune des deux premières éventua- 
lités ne se produit, nous pouvons déplacer m sur I tant que les deux arcs Mm 
et Nn restent disjoints. Supposons tout d'abord, que les points m et n se 


déplacent sur l en sens côntraire (ce qui se produit si l'orbe formé par 


Pare MN de let par l'arc de caractéristique MN admet sur S un voisinage 
orientable). Nous déplaçons m jusqu’à ce que m et n viennent se confondre 
en m); dans ce cas, s’il n’existe pas de caractéristique fermée passant par m), 
l'présente en m, un contact avec R. Ces deux éventualités étant contraires aux 
hypothèses, ce cas ne se présente jamais. 

Les points m et n se déplacent nécessairement dans le même sens sur I et 
l'orbe constitué par l’arc MN, et l’arc de caractéristique MN n’admet pas de 


_ voisinage orientable sur S. Nous déplacons » jusqu'en N; les deux arcs de 


caractéristiques mn et NM coincident. L’ensemble des arcs de caractéristique 
sortant de I.. couvre alors une surface S, admettant un bord F,. Si l’on 
identifie les points de I, on transforme S, en une surface close S’ couverte par 
un réseau R, admettant un point singulier unique au point correspondant à l'.. 
Ce point a pour indice + 1, la surface S’ a pour nombre de connexion 1 et la 
surface S, est homéomorphe à un bonnet croisé. Soit S, l’ensemble des points 


de S non intérieurs à S, si l’on identifie sur S, les points de I‘ qui sont les 


extrémités d’un même arc de caractéristique mm situé sur S,, on remplace la 
partie du réseau R situé sur S, par un réseau R,. Une caractéristique de R, est 
constituée par l’ensemble des arcs, appartenant à une même caractéristique 
de R, situés sur S,. Par suite, pour chercher les points d’accumulation situés 
sur S, d’une caractéristique de R on pourra étudier les points d’accumulation 
de la caractéristique correspondante de R,. 


B. Il nous reste maintenant à étudier le cas où il existe un point m, limite 
de m tel que la demi-caractéristique issue en m, de l,, ne rencontre pas I’. 
Il existe, de même, un point n, limite des points n; la demi-caractéristique 
d’origine v,, située au voisinage de », du même côté de I’ que l'arc mn au voi- 


_sinage de n, ne rencontre pas non plus I. 


L’ensemble des arcs de caractéristiques issus de l°, sur Mm, aboutissant aI’ 
sur Na, et ne traversant pas I’ couvre, sur S, une aire (A) ne contenant aucun 
point singulier de R. Cette aire (A) ne traverse pas I’, puisque aucun des arcs 
de caractéristiques couvrant (A) ne traverse I’. Nous avons déjà vu que (A) ne 
se recouvre pas partiellement sur S. L’aire (A) est donc simplement connexe. 
Elle admet pour frontière l'arc de caractéristique MN, les arcs Mm, et Nn, 


4 
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appartenant al’, les demi-caractéristiques d’origine m, et n, et situées au voi- 
sinage de m, et n, du même côté de I que l’arc MN au voisinage de M et N et, 
éventuellement, un certain nombre de caractéristiques de R prises en totalité. 
En particulier, si une séparatrice appartient à la frontière de (A), il en sera de 
même de l’une des deux séparatrices qui la prolongent au delà du col. ; 


Taéorème. — Tout arc intérieur à (A) joignant deux points situés sur la 
frontière de (A) et n’appartenant ni à l'arc de caractéristique MN, ni aux deux 
arcs Mm, et Nn, de T', présente au moins un contact avec R. ; , | 


Soient a un point de MN et 6 un point appartenant à une caractéristique ù 
frontière de (A), autre que l’arc MN. Il existe un arc ab sans contact avec R et | 


A 


Fig. 23. 


intérieur à (A). En effet, il existe toujours un arc ba sans contact avec Ret 
\ intérieur à (A). Cet arc rencontre en f une caractéristique de R qui traverse 
_ l’are Mm, de Ten g et l'arc Nn, de T'en A. Il existe alors deux arcs ab sans 
contact avec R et infiniment voisins des deux sommes d’ares : 1° arc de caracté- 
 ristique aM, are Mg appartenant aT’, arc de caractéristique gf, arc sans 
contact /b porté par ba; 2° arc de caractéristique aN, arc NA appartenant aT, 
arc de caractéristique hf, arc fb porté par fa. + 
Considérons deux points 6, et b, sur la frontière de (A) non situés sur MN, 
ni sur I’, On peut joindre b,a et b,a par deux arcs sans contacts, n'ayant 
d'autre point commun que a [on pourra prendre, soit pour b, une somme 
d’arc 1° et pour b, une somme d’arc 2°, soit l'inverse en choisissant les points /; 
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et f2 associés à à, et b, sur un même arc de caractéristique intérieur à (A)]. 
L’are b,ab, constitué par l’ensemble de ces deux arcs sans contact présente 
en a un contact avec R. 

Tout arc b,b, intérieur à (A) forme avec b, ab, un orbe (ou un ensemble 
d’orbes) d'indice nul. Par suite, le nombre de contacts avec R de tout are b,b, 
intérieur à (A) est de même parité que le nombre des contacts de l'arc b, ab, 
précédemment défini, c’est-à-dire est impair. Tout arc intérieur à (A) joignant 
deux points situés sur une caractéristique frontière de (A) présente alors au 
moins un contact avec R. 


a 


Fig. 24. 


Il résulte de ce théorème qu’il est impossible qu’une demi-caractéristique de R 
appartienne tout entière à la frontière de (A). Nous donnons une démonstration 
par l’absurde. | ae | 

Une demi-caractéristique L par hypothèse admet au moins un point d’accu- 
mulation P sur S. Il existe toujours sur S un arc P, PP, sans contact avec R 

puisque au voisinage de P, R est localement homéomorphe à un faisceau de 
droites parallèles. L rencontre une infinité de fois cet arc PP,P, en des 
points I,, Lay +--+, 1. Si L appartient en totalité à la frontière de (A), chaque 
point 1; appartient à la frontière de (A), donc limite un arc contigu pn 
à (A). Chacun de ces arcs présente au moins un contact avec R d'après le 
théorème précédent, c'est-à-dire que l’arc P, PP, que nous avons supposé sans 
contact doit présenter un nombre infini de contacts avec R. Nous aboutissons 
donc à une contradiction. 3 

ra La frontière de (A) comprend donc, outre deux arcs de I et l'arc MN, un 
arc M, 7, appartenant à une seule caractéristique deR. 
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Nous pouvons tirer de l'étude précédente les conclusions suivantes: : étant 
donné un orbe sans contact avec R de voisinage orientable sur S, sz nous const- 
dérons l’ensemble des demi-caractéristiques issues des points de T, par euempley 
nous nous trouverons nécessairement dans l’un des cas suivants : 


1° Aucune de ces demi-caraciéristiques ne traversent T. Nous verrons plus loin 
que ce cas ne peut jamais se présenter. 


20 Toutes les demi-caractéristiques retraversent T en aboutissant à TV, et aucune 
d’entre elles n’est une séparatrice. F 
Dans ce cas, l partage S en deux sufaces ouvertes dont l’une, S,, est homéo- 
_morphe à un bonnet croisé. Le réseau R sur S, est homéomorphe au réseau 
obtenu en considérant une couronne circulaire couverte par des segments de = 
rayons eten identifiant les points diamétralement opposés sur l’une des circon- À 
férences frontière de la couronne circulaire. Si l’on considère alors les demi- : 
caractéristiques issues des points de I_, la seconde éventualité envisagée ne 
peut se produire et la troisiéme n’aura lieu que si S est homéomorphe a 
l’ensemble des deux bonnets croisés (donc S est non orientable de nombre de. 
connexion 2) et si R n’admet aucun point singulier. 


3° T est partagé en un nombre fini d’arcs par des points m,, ms, ..., Mj, tels 
que la demi-caractéristique issue de TV, en ma aboutisse à un col de R avant 
d’avoir traversé T. St les demi-caractéristiques issues de V' sur un arc m,m,,,ne 
rencontrent pas toutes l'en couvrant un ‘arc continu, aucune d'entre elles ne 
retraverse r. | 


Remarque. — SiT n’est pas un orbe sans contact, mais présente un nombre 
fini de contacts avec R, en 4 does yy il peut y avoir des arcs de caractéris- 
tique ne traversant pas l'ayant une extrémité en un point bg de I, et aboutis- 
sant en un point a,. Les points a,, bg, m, partagent l'en un nombre fini d’arcs 
tels que si les demi-caractéristiques issues de T., sur un de ces ares ne retra- 
versent pas toutes l sur un arc continu, aucune d’elle ne retraverse I’. ,: 
Nous arrivons à un résultat analogue en considérant non pas un orbe 15 à 
mais un arc présentant un nombre fini de contacts avec R. 
3. Nous introduisons dans ce tt une hypothèse supplémentaire ee ete 
nous étudions les réseaux R satisfaisant à (A). 
Nous disons que Vhypothése (h) est satisfaite, sur la surface S, par le réseau R, 
st tout point de S est un n point d’accumulation pour une car ore au moins, 
de R. 
D'autre part, nous disons que l'hypothèse (h) est satis faite sur un orbe T st 
tout point de I est un point a’ securriaaNan pour une caractéristique, au moins, 
de R. 


Nous montrerons, d'ailleurs, plus loin, que, si la condition (h) est salisfaite 
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sur un orbe sans contact, elle est satisfaite sur la surface S. Inversement, sila 
condition (2) est satisfaite sur S, elle est évidemment satisfaite sur tout orbe, 
et, en particulier, elle est satisfaite sur au moins un orbe sans contact avec R 
puisque nous avons vu que l’on peut toujours trouver un tel orbe sur S. 


A. Tuéorème. — Lorsque l’hypothèse (h) est satis faite sur un orbe T admettant 
un voisinage orientable, ne passant par aucun col de R et sans contact avec R, 
toute demi-caractéristique issue d’un point quelconque de T retraverse T.. 


Nous avons vu que I, et l_ sont décomposables en un nombre fini d’arcs 
tels que les demi-caractéristiques dont l’origine est sur un de ces arcs retra- 
versent ou non simultanément I’. Supposons alors qu'il existe un arc af de F, 


_ tel qu'aucune des demi-caractéristiques issues de af, ne retraverse ab. 


Un arc de caractéristique ayant ses extrémités sur af, s'il en existe, aboutira 
à «3. Un tel arc MN appartiendra à une caractéristique constituée, outre 
l'arc MN, par deux demi-caractéristiques issues en M et N de «8, et qui ne 
retraverseront pas #3. Par suite, aucune caractéristique n’aura plus de deux 
points commun avec «3 et aucun point de «8 ne pourra être point d’accumu- 
lation d’aucune caractéristique de R, c’est-à-dire que l'hypothèse (A) ne sera 
pas vérifiée sur. 

Donc, si l'hypothèse (A) est vérifiée sur I toute demi-caractéristique, issue 
d’un point del’, retraverse l'une infinité de fois, puisque aucune caractéris- 
tique n’est une courbe fermée. 


Remarque importante. — Nous avons vu-que si une demi-caractéristique 
issue d’un point M de I’ ne retraverse pas un arc «3 contenant M, l’autre demi- 
caractéristique issue de M traversera, au plus, une fois, l’arc «3. C'est-à-dire 
que deux demi-caractéristiques appartenant à la méme caractéristique ont le 
méme ensemble d’accumulation sur S. 


B. Tnéorème. — Lorsque l'hypothèse (h) est vérifiée sur un orbe T admettant 
un voisinage ortentable, ne passant par aucun col de R, et sans contact avec R, 
toute caractéristique de R traverse T. 


Nous supposerons, tout d’abord, que R n’admet pas d'arc de caractéristique 
joignant deux cols. I’, d’une part, T_ d’autre part, sont partagés en un nombre 
fini d’ares par les premiers points de rencontre avec I des différentes sépara- 
tions de R suivies a partir des cols, soient m,, my, ..., m,; les points m,, 
ne. a sont sities sur De, --, M0, sur T. Nous supposons, en 
outre, que ces points sont rangés dans l’ordre où on les rencontre sur I’, et 
sur T_. 

Les domi-caractéristiques issues de I’ sur lun wae arcs, M,M,., retra- 
versent I’ en couvrant un autre de ces arcs. L’ensemble des arcs de carac- 
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téristiques issus de l'arc m,m,,, et on sur l'arc mama sans avoir 
traversé I, forme un ruban de courbes, couvrant sur S une aire (B) homéo-. 
morphe à l’intérieur d’un rectangle plan; cette aire (B) admet comme frontière, 
outre les arcs m,m,,, et mems+\ portés par Le un arc de caractéristique joi- - 
gnant m, à mg (ou à m3,,) et un arc de caractéristique joignant m,,. à Mg... 2 
eee à m3). Chacun de ces arcs de caractéristiques est constitué par I’ ensemble 
dé deux arcs de séparatrices puisque l'arc m,mg, par exemple, passe par un | 
col et un seul. | 
Les différentes aires (B), couvertes par les différents rubans de caractéris- 
tiques ne se recouvrent pas partiellement. D'autre part, tout arc de séparatrice 
joignant un col au point m, correspondant appartient à la frontière des deux 
aires (B),, et (B),. couvertes par les arcs de caractéristiques issus des points 
des arcs m,_,m, et m,m,, (sauf sia—1out+1). > 
L'ensemble des aires (B), couvre alors sur S une surface sans frontière, et, 
pes puisque S est supposée connexe, l’ensemble des aires (B); couvre S en totalité. 
LR __ Par suite, l’ensemble des caractéristiques traversant I coincide avec la totalité 
; - des caractéristiques desk > 


Remarque 1. — Nous avons vu précédemment que toute demi-caractéristique | 
issue de I retraverse I’. Par suite, toutes les caractéristiques de R traversent 
une infinité de fois. 


we 
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Remarque I. — Nous avons supposé que R n’admet pas d’arc de séparatrice 
joignant deux cols. Si nous supprimons cette hypothèse, mais que nous sup- 


< posons toujours que R n’admet pas de caractéristique fermée, nous pouvons 

ae : 
348 remplacer le réseau R par un réseau R’ en identifiant tous les points d’un arc 

aa 


ie : de caractéristique joignant deux cols C,C,. Pour le réseau R’ il existe un 
ii orbe I” sans contact ne passant par aucun col, admettant un voisinage orien-. 
table et, par suite, il existe pour R un orbe T ne rencontrant pas l’arc CC, de 
caractéristique, admettant un voisinage orientable et sans contact avec R. 
Toutes les caractéristiques de R’ traverseront une infinité de fois I’ et, par 
suite, toutes les caractéristiques de R traverseront une infinité de fois I. 


C. Tutorime. — Toute caractéristique de R traverse tout arc mn porté par un 
orbe TV, sans contact avec R, ne passant par aucun col de R et admettant un 
voisinage orientable sur S. 


Nous établirons tout den le lemme suivant : 


Lemme. — L'ensemble des caractéristiques qui traversent l'arc mn est identique 
à l’ensemble des caractéristiques qui traversent un arc continu uv de T, arc 


contenant l’arc mn et au moins un autre arc de TV dont une extrémité est en m 
ou n. | 
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Il y a au plus un nombre fini « de séparatrices de R qui traversent l'arc mn. 
Nous prenons sur chacune d’elles le premier point de rencontre avec mn 
lorsque l’on suit la séparatrice à partir du col. 

Ces & points partagent alors mn, et mn_en un certain nombre d’arcs. Soient 
dans l’ordre où ils se présentent sur mn, m,, m,,...,m,; les points situés 
sur mn, et Miss, Miss +. Ma les points situés sur mn_. Nous convenons de 
désigner par m, et m;,, les points m et n considérés comme appartenant 
à mn, et par m;,, et m,,, les points m et n considérés comme appartenant 
à mn. 

Nous avons déjà vu (p. 309, A) que toute demi-caractéristique issue d’un 
‘point de mn retraverse mn si l'hypothèse (h) est vérifiée sur I. 

L'une au moins des quatre demi-caractéristiques issues des points m et n 
n'est pas une séparatrice et n’admet pas d’are joignant mn. En effet, s’il existe 
un are de caractéristique joignant m et n, les demi-caractéristiques prolon- 
geant cet arc mn au dela de m et de n ne sont pas deux séparatrices, car il 


Fig. 25. 


existerait alors deux séparatrices, car il existerait alors un arc de caractéris- 
tique joignant deux cols. D’autre part, s’il n’existe pas d’arc de caractéris- 
tique joignant m et n, une demi-caractéristique issue de m et une demi-carac- 
téristique de m, au moins, ne sont pas des séparatrices. 

Supposons, par exemple, que la demi-caractéristique de m, (c'est-à-dire 
la demi-caractéristique issue de mn, en m) ne soit pas une séparatrice et 
n’aboutisse pas en ». La demi-caractéristique de m,, retraverse mn en m, et 
les demi-caractéristiques issues des points de l'arc mm, retraversent mn 
en couvrant un arc continu »,# porté par l’un des deux arcs m, 1m 
ou m,m,,,. Supposons, pour fixer les idées, que l’arc m,m' soit porté 
par Mg Ma+4- | | 

Comme la demi-caractéristique de », n’est pas une séparatrice et n’aboutit 
pas an, le point m’ est distinct du point m,,, et, le réseau R étant homéo- 
morphe à un faisceau de droites parallèles au voisinage de l’arc de caracté- 
ristique mm, il existera un are m’p! porté par l'arc m'm,., de mn tel que les 
demi-caractéristiques issues des points de m’y’ traverseront un arc continu my. 
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contigu à mn sur I. L'ensemble des caractéristiques traversant mn est le 


même que l’ensemble des caractéristiques traversant. l'arc un de T. 
Nous pouvons faire le même raisonnement à partir de l’arc pn. On obtient 
ainsi une suite d'arc p.,¥,, HaVa, + +, [tn Va portés par tels que 


Pavr D 1 Vie 


L'ensemble des caractéristiques traversant uv», est identique à celui des 


caractéristiques traversant l’arc mn initial. 
Si les caractéristiques traversant mn ne couvrent pas I en totalité, il existe 


un arc continu x'v', contenant tous les arcs uv», qui est le plus grand des 


arcs continus couverts en totalité par l’ensemble des caractéristiques 
traversant mn. 


Un raisonnement identique à celui que l’on a fait plus haut, montre 


l'existence d'un are contenant p/v! et couvert en totalité par les caractéris- 
tiques traversant pv c'est-à-dire par l’ensemble des caractéristiques 
traversant mn. | 


Nous arrivons donc à une contradiction et l’ensemble des caractéristiques 


traversant mn couvre l'orbe IT en totalité. Par suite, une caractéristique 
quelconque de R traverse l'arc mn. 


Par suite, si l'hypothèse (h) est vérifiée sur un orbe TV sans contact toute 


caractéristique de R traverse un arc quelconque porté par TV et, par suite, la. 


courbe T appartient au lieu des points d’accumulation d’une caractéristique 
quelconque de R. | 


D. Soit P un point appartenant à l’ensemble d’accumulation (E) de A | 


Si P n’est pas situé sur une séparatrice, tous les points de la caractéristique 
de P appartiendront à (E). Si P est situé sur une séparatrice A qui se prolonge 


au dela du col par deux séparatrices A, ou A,, l’ensemble (E) contiendra tous — 


les points de A et l’une au moins des deux séparatrices A, et Ay. Si P est 


un point d’accumulation de L simultanément à droite et à gauche, les deux — 


séparatrices A, et A., appartiennent a l'ensemble E. 
Si l'hypothèse (h) est vérifiée sur I une caractéristique L quelconque 


traverse tout arc de I’; par suite, tout point de Test un point d’accumulation | 


à la fois à droite et à gauche pour L. Alors l’ensemble des points situés sur 


une caractéristique de R appartient à l’ensemble (E) qui contient tous les 
points de S. ea Mae SE 


Nous avons donc le résultat suivant : 


S'il existe un orbe V sans contact avec R, ne passant par aucun point singulier 
de R,, admettant un voisinage orientable sur S, et sur lequel l "hypothèse (h) est 


vérifiée, une courbe quelconque de R admet tout point de S comme point 
d’accumulation. FER 
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En particulier, chaque fois que l’hypothèse (A) est vérifiée sur tout S, une 
courbe quelconque de R admet tout point de Scomme point d’ accumulation (*). 
Ce sera en particulier le cas du réseau décrit (p. 284, B). 


Une condition nécessaire et suffisante pour que Uhypothése (h) soit vérifiée 
sur S est que tout point d’un orbe TV sans contact soit un point d’ accumulation 
pour au moins une séparatrice de R. 


La condition est nécessaire, puisque si (/) est vérifiée, tout point deT est 
un point d’accumulation pour une caractéristique quelconque de R. Or nous 
avons vu que deux demi-caractéristiques appartenant A une méme caracté- 

 ristique ont le mème ensemble d’accumulation, tout point de I est, par suite, 
un point d’accumulation, pour toute demi-caractéristique et, en particulier, 
pour toute séparatrice. : 

Il est, d’autre part, immédiat que la condition est suffisante. 

Par suite, une condition nécessaire et suffisante pour que (A) soit vérifiée 
est qu'il existe au moins une séparatrice de R traversant un are quelconque 
porté par I’. 


CINQUIÈME PARTIE. 


Nous considérons dans la suite des réseaux (R) qui ne sont pas assujettis a 
satisfaire l'hypothèse (A). 

Nous allons montrer que toutes les caractéristiques de R ont le même 
ensemble d’accumulation sur S et que toute caractéristique de R rencontre un 
orbe I’ sans contact avec R, ne passant par aucun point singulier de R et 
admettant un voisinage orientable sur S. Nous établirons pour cela, succes- 
sivement, les points suivants : 


1° Si l’ensemble des demi-caractéristiques issues des points d’un arc af. 
de I, forme un ruban qui ne se ramifie pas (c’est-à-dire qu'aucune des demi- 
caractéristiques n’aboutit à un col), aucune des demi-caractéristiques du 
ruban ne retraverse #3 si la surface S a un nombre de connexion different 
de 2. 

Dy Mereemble des demi-caractéristiques issues des points de «}_ est alors 
constitué par la réunion d’un nombre fini de rubans ne se ramifiant pas. Nous 
étudierons dans la suite chacun de ces rubans c’est-a-dire que nous serons 


(1) En mécanique, les mouvements récurrents se rencontrent fréquemment. Un mouvement est 
dit récurrent si une trajectoire admet chacun de ses points comme point d’accumulation. Lorsque 
le lieu des trajectoires est une surface S, les trajectoires forment sur S un réseau R. Si ce réseau 
n’admet Pee de points singuliers auxquels aboutissent une infinité de trajectoires, nous pouyons 
affirmer qu’une Eat quelconque passe aussi près que l’on veut d’un point arbitraire de S. 
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ramenés au cas où l’ensemble des caractéristiques traversant «5 forme un 
ruban doublement infini ne se ramifiant pas. 

3 Nous montrerons alors que l’on peut faire correspondre au réseau Run 
réseau R’ tracé sur une surface S’ homéomorphe à S, de telle façon que les à 
courbes de R correspondent à celles de R’ de façon biunivoque, à l'exception — 
des caractéristiques de R intérieures ou frontières d’un ruban ne se ramifiant 
pas, dont l’ensemble correspond à une courbe unique de R’. 


LA ci 


4. TaéorÈue. — Si existe un arc «8 de T tel que l’ensemble des demi-caractéris- 
tiques issues des points de «8 forme un ruban qui ne se ramifie pas, aucune des 
demi-caractéristiques du ruban ne retraverse ap, + si le nombre de connexion de S 

est différent de 2. | Sis aa 


i Supposons tout d'abord que l’ensemble de toutes les demi-caractéris- 
tiques issues de I’, forme un ensemble ne se ramifiant pas. 

Si une demi-caractéristique retraverse I’ il en sera de même pour toutes les 
demi-caractéristiques. Nous avons vu que les demi-caractéristiques considérées 
couvrent alors toute la surface S. Celle-ci a pour nombre de connexion 2, 
puisque R n’a pas de point singulier. : | 

Si nous supposons que la saris S a un nombre de connexion différent de 2 

(ou plus généralement que le réseau R admet des points singuliers), il existe 
au moins une demi-caractéristique issue de I. qui aboutit à un col. 


2° D’autre part, si af est contenu dans un arc @’@’ de I tel que l’ensemble 
des demi-caractéristiques issues de «'@’ ne se ramifie pas, il suffit d’établir . 
la propriété énoncée pour le ruban issu de &'$° car elle sera alors vérifiée 
a fortiori pour «8,. Nous supposons que l’ensemble des demi-caractéristiques 
issues des points de tout arc de I contenant «f, se ramifie. 


3° Supposons alors qu’il existe un arc de caractéristique MN aboutissant 
en M sur a}, et en N sur ab. 
Si l’on considère un point m variable sur «8, la demi- -caractéristique issue 4 
en m de #8, retraverse en un point m,. Lorsque m se déplace de facon 
\ continue et dans un sens constant sur l’arc «8 de I’, m, se déplacera de facon 
continue et dans un sens constant sur un arc à, 8, de l'; Y arc orienté mm, de à 
est une fonction continue du point m. 


4° ll est impossible que l'arc MN aboutisse en N sur af... 

Supposons en effet qu'il en soit ainsi, lorsque le point m coincide avec M, 
le point m, coïncide avec N et l’are mm, avec l'arc MN. Lorsque m est en N, m* 
est en M. Par suite, lorsque m varie SF M aN, il existe, nécessairement, une 
position de m telle que l’are mm, de T soit nul. La demi- “caractéristique i issue — 
en mde l, revient donc se superposer a à elle-même, ce qui n’est possible que 
si elle admet un point d’arrét qui est un mat sh Ra aboutit une séparatrice 


LA 
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unique ou si elle aboutit à un col et peut être prolongée par une courbe fermée. 
Nous avons supposé qu'aucune demi-caractéristique issue de «8. n’aboutit à un 

col; par suite, il n’est pas nécessaire d'utiliser l'hypothèse que R n'a pas-de 
ie nés pour affirmer qu'un arc de caractéristique issu d’un point 
‘de af, ne peut aboutir que sur af. 


5° L’arc MN aboutit donc en N sur a, 8, et se prolonge au delà de N par une 
demi-caractéristique issue de «@,. L’arc &,f, a une partie commune avec a8, 
mais aucun des points « et 8 ne peut être intérieur à l’arc a,8,. En effet, si 
Pare «8 ne couvre pas la totalité de I’, il existe un arc (af + «, 8, ) contenant «8 
tel que l’ensemble des demi-caractéristiques issues de («3+ %,f,), ne se 
ramifie pas, hypothèse que nous avons exclue. Si, d’autre part, l’arc af couvre 
la totalité del’, la demi caractéristique issue de I’. en x aboutit à un col et, par 
suite, le point « ne peut pas être intérieur à l’arc a, B:. 

L’are «, 5, ne peut pas non plus coincider avec af, car le réseau R admettrait 
une ou deux courbes fermées selon que « coincide avec a, ou avec (,. 

Par suite, l’arc «,3, est porté par l’arc «6 et a au plus une extrémité 
commune avec af. Mais alors, les demi-caractéristiques issues de «3, retra- 
verseront successivement des arcs a Bus Oo Bo, ..., 4,0, tel que chacun d’eux 
soit contenu dans celui qui le précède. Ces arcs admettront alors un arc 
limite «’B’ (qui peut se réduire à un point) et par les points «, f’ passeront une 
ou deux caractéristiques fermées de R. Comme nous avons supposé que R 
n’admettait pas de courbes fermées, nous arrivons à une impossibilité. 

Nous voyons donc que si le réseau R admet des points singuliers, aucune des 
demi-caractéristiques issues des points d’un arc «3, porté par un orbe sans 
contact I’, ne retraverse « si l’ensemble de ces demi-caractéristique forme un 
ruban ne se ramifiant pas. 

Si l’ensemble des demi- rachristiqies issues de «6, ne se ramifie pas, 
l’ensemble des caractéristiques traversant «8 forme un nombre fini de rubans 
de caractéristiques ne se ramifiant pas. En effet, le nombre de séparatrices de R 
étant fini, un nombre au plus fini d’entre elles traversent a. Elles aboutissent 
nécessairement sur «3 et aucune ne retraverse «3, puisque aucune demi- 
caractéristique issue de a, ne retraverse «3. Par suite, un nombre au plus fini 
de points de af appartiennent’a une séparatrice et ces points partagent af en 
un nombre fini d’arcs m;m;,, tels que l’ensemble des caractéristiques traversant 
l’un d’eux forme un ruban ne se ramifiant pas. 

Nous étudions, dans la suite, chacun de ces rubans, c’est-à-dire que nous 
considérons le cas où les caractéristiques traversant «3 forment un ruban ne se 
ramifiant pas. Une caractéristique du ruban traverse alors af en un seul point. 


2. Étude des réseaux R ne satisfaisant pas (h). — A. Considérons une 


représentation de S sur une aire plane % dont la frontière est un polygone 7a 


Ann, Ec. Norm., (3), ‘LXVIII. — Fasc. 3. 39 
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un seul sommet et 2g côtés, correspondant deux par deux à un ensemble 
dorbes T,, Ps, ..., 1, de S qui présentent un nombre de contacts au plus fin 
avec R. Au réseau R ne sur À un réseau p. t 

Une demi- -caractéristique de R ne peut pas correspondre à à un arc de p ne 
rencontrant pas 7, puisque 9 comme R n’admet ni points singuliers autres que 
des cols, ni caractéristiques fermées (*). Par suite, une caractéristique de R est 
représentée sur À par une infinité d’arcs dep d’extrémités sur 7. 


1° Si R ne satisfait pas à l'hypothèse (A), il existe au moins un ruban de 
caractéristiques de R ne se ramifiant pas. Aucun point d’une caractéristique 
intérieure à un tel ruban ne sera point d’accumulation pour aucune caractéris- 
tique de R. Un nombre au plus fini de caractéristiques intérieures à un ruban 
seront ‘tangentes à l’un des orbes l';. Nous avons vu qu’un ruban ne couvre 
jamais deux ares sans contact ayant une partie commune. Nous pouvons done 
remplacer un ruban par un nombre fini de rubans tels qu’aucune des caractéris- 
tiques intérieures à l’un d’entre eux ne soit tangente à aucun des orbes I; et ne 
passe pas le point de S commun a tous les orbes ive | 

Soit alors une caractéristique L, de R intérieure à un ruban. Elle rencontrera 
les orbes l'; en une suite de points ...,M ,,...,M ,, M,, Mi M6 FM 
où l’on suppose les points rangés dans l’ordre où on les rencontre sur Lo. 
Considérons pour fixer les idées le point M, sur l’orbe IT; représenté par le 
point m, sur x. Une caractéristique L, intérieure au ruban, que l’on fait varier 
de façon continue dans un sens constant à partir de L, sera représentée par une 
série d’ares de 9 dont l’un rencontrera 7 en un point » qui décrit dans un sens 
constant un arc ponts par x et d’origine m,. Cet arc m,m ne peut couvrir la 
totalité de x, puisqu’en particulier, il ne peut contenir aucun des points images 
sur x des points M_,, . i M_,, M, ..., M,. Par suite, le plus grand arc continu 
contenant m, que couvriront les courbes de o-correspondant aux caractéris- 
tiques de R appartenant au ruban étudié sera un arc Ay My By ou les points do 
et 3, correspondront à des points a, et by situés sur les caractéristiques 
frontières du ruban. | ? 

Un ruban de R sera alors représenté par l’ ensemble des arcs de p joignant les 
points situés sur deux arcs de #, «,f, et a8", où aa’ sont les deux points 
correspondant au point a; sur une caractéristique frontière, B,B; les deux 
points correspondant au point b; sur l’autre caractéristique frontière du ruban. 


2° Nous avons déjà vu que deux ares &,f, (ou æ,8,) et « 8’ sont sans partie 
commune, nous allons montrer, en dite” que ces arcs sont disjoints, exception 
faite éventuellement des points correspondant à un point de contact de * 
avec p. Supposons, en effet, que deux points Up OÙ Lin coincident en un point 
ea es Ee ER ae! ARN A ore OY AE Bree NE Ve DS We BI SESS, 


(1) p ne peut done admetire de caractéristique non fermée à l’intérieur d’une aire simplement 
connexe (p. 303). EUR L 
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autre qu'un contact de x avec 9; le ruban considéré admet une caractéristique 
frontiére fermée, ce qui est impossible. Supposons alors qu’un point 8, coincide 
avec un point &,.,, le point B,:r coincide de même avec le point Operas: 
TEREST PAG I Percale aa OnirrPpsrry --. COUvriront un arc continu de x ne 
pouvant contenir x en totalité. La suite des points «,.5, est donc sur 7 
monotone, infinie et bornée et admet un point limite « qui correspond à un 
point a sur S. La caractéristique de R passant par a ne peut être qu’une courbe 
fermée, puisque le r*™ point de rencontre à partir de a de cette caractéristique 
avec l’ensemble des orbes IT; coincide avec a. Nous aboutissons donc à une 
contradiction et, lorsque R n’admet pas de caractéristique fermée, les arcs de = 
traversés par des arcs de 9 correspondant à des arcs de caractéristiques 
appartenant à un ruban de R sont deux à deux disjoints. 


3° Les points d’accumulation d’une caractéristique intérieure à un ruban 
coincident avec les points d’accumulation des caractéristiques frontières du ruban. 

Nous avons vu que si mest un point d’accumulation d’une caractéristique L 
de R, tout point de la caractéristique passant en m sera point d’accumulation 
de L. Il suffit donc ici de montrer que les points des orbes I; qui sont points 
d’accumulation pour une caractéristique intérieure à un ruban sont les mêmes 
que les points d’accumulation pour une caractéristique frontière du ruban. 
Or, dire que m sur I; est point d’accumulation d’une courbe intérieure au 
ruban signifie que tout arc de x contenant un point image de m contient une 
infinité d’arcs &,f, ou «,f,. Par suite, m sera ou non point d’accumulation, 
simultanément, pour toute les caractéristiques appartenant à un même ruban. 


B. Un ruban de R est représenté sur & par des arcs de courbe couvrant des 
arcs de x, a, et «,B,, où p varie par valeurs entières de (— a) à (+). 
Soit (EZ) l’ensemble des points de = qui ne sont intérieurs à aucun des 
ares #8) et « 8. Nous nous proposons d'établir une correspondance point par 
point entre les points de (E) et les points d’un cercle C, correspondance 
respectant l’ordre des points (si l’on considère trois points M,, M,, M, de E et 
leurs trois correspondants p,, fo, Ys, tout point situé sur l’arc M,M, ne 
contenant pas M, sur = a pour correspondant sur C un point situé sur l’arc p, ps 
ne contenant pas p.; ). 


Posons : 
By Po Ans. Xe Po — Ass poy 

op B= hip ay Bp = Asp a! Bp = hip a" yp Bp == hip (p> 0). 
Nous voulons établir entre les points de = et les points de C, une corres- 
pondance continue associant à l’ensemble des points intérieurs ou frontière de 


un des ares À, un point unique de C. 


Soit M un point quelconque de (E), [(E) n'est jamais vide puisque (E) 
contient au moins les points frontières des arcs A,| et w un point quelconque 
| 39. 
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de C. Nous faisons correspondre M à y. Nous sommes. alors ramenés à établir £ 


_une correspondance entre deux segments de droite soit ow et oy, que. l’on peut 
supposer de longueur 1. Sur le segment (0, 1) cis par oz, on a une infinite 
dénombrable de segments disjoints Kes has NES RTE 


Considérons l'intervalle A, d'extrémité ae nous posons ÿ(As JE =. 
Si l’un des intervalles ow, (ou B,1) est vide d’intervalles A,, on établit une 
correspondance linéaire entre cet intervalle et l’intervalle (0, “ ou , 1) de oy. 


Sinon dans chacun des deux intervalles o &, et (1 on considère celui des A, 


d’indice minimum, soit A', À? ces deux intervalles. L’un d’eux coincidera 


t 7 t hs P 1. | ange = fe I LA N | 
certainemen avec A,. Four A, nous Loose Y= 2 pour Avy 2 —- ae ous 


b 


Ha Fig. 26. 


recommençons dans chacun de 2? intervalles OA}, Aire, AoÂ!, Al en consi- 
_ dérant les À, d'indice minimum dans chacun des intervalles considérés et en 
_ leur attribuant le milieu de l’intervalle correspondant sur oy. En opérant ainsi 
de proche en proche, à la ne opération, on considère les intervalles À, ..., aes | 


et l’on 1 pose 


P | OR ere es 
/ (ae yas eat (P thas ea ", | | 


L'intervalle 2, se trouve toujours parmi les X d'indice inférieur ou au plus 
égal an. 

D'autre part, chaque fois que l’on aura un intervalle x. FM ae d inter- 
valles À,, on établira une correspondance linéaire entre ‘les points de cet 
intervalle et les points de oy compris entre y(X, ) et AUDE ; pe 

On définit par ce procédé une fonction 7(æ), qui fait ROUE US a a C, 


et qui est: 


1° Définie. Tout point du segment (o, 1) sur ox se présente comme. 


* 


OAD 
» 
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appartenant soit à un intervalle À, soit à un segment compris entre À! et À;*', 


soit enfin comme limite d’une suite d'intervalle X,. Dans les deux premiers cas 
nous avons défini directement la valeur y(x). Dans le 3° cas, y(a) sera définie 


I 
par une coupure dans l’ensemble des nombres —. 
2" 
2° Monotone. 


3° Continue, car à deux valeurs voisines de x correspondent deux valeurs 
de y qui sont voisines ou identiques. 


Dans cette correspondance, nous voyons que tout point de Kaun correspondant 
unique sur C et que tout point de C correspond à un point de E unique ou à deux 
points de E frontières d’un méme intervalle }.,. 


C. Nous nous proposons maintenant d'étendre la correspondance précédente 
entre G et x, en établissant une correspondance continue entre les points de 
l'aire (A) intérieure à C et les points de X situés sur des arcs de 9 aboutissant 
sur ™ en des points de E. 

Nous allons définir, sur l'aire (A), un réseau 0’ formé d’arcs continus 
joignant deux points de C correspondant sur x aux deux extrémités d’un 
are de p. | | 

Les séparatrices de p et ses caractéristiques tangentes a 7, partagent X en un 
certain nombre d’aires simplement connexes X;. Dans chaque aire Z;, 9 est 
homéomorphe à un faisceau de droites parallèles et formé d’arcs joignant 
deux points situés sur deux arcs continus 4,b; et a,b; de x. Si aucun des 
arcs a,b, de x n'appartient en totalité à un arc A,, nous associons point par 
point aux séparatrices et caractéristiques de p tangentes à 7 des courbes 
partageant (A) en des aires (A,), (A:), ..., (A;) dont la frontière correspond 
respectivement à la frontière de Z,, 2,, ...,Z;. 

‘Si un arc a,b; appartient en totalité à un arc A,, nous ferons correspondre 
aux deux arcs de caractéristiques frontières de l'aire X; un seul arc de courbe o 
dans (A) joignant les deux points de C correspondant aux deux arcs a,b, et a; b; 
de x. Si les caractéristiques frontières de X; passent toutes deux par un col dep, 
nous faisons correspondre les deux cols à un même point de p. L’aire E; 
correspond dans ce cas à une aire (A;) nulle. 

Soit une aire À; correspondant à une aire (A;) non nulle, les deux ares ab; et 
ab} dex qui sont frontières de ; peuvent être disjoints ou avoir une extrémité 
commune 6; coincidant avec b;. 

Dans le premier cas, »; admet comme frontiéres deux arcs de courbe de p. 
Nous pouvons établir un homéomorphisme entre 2; et l'intérieur d'un 
carré ABCD de côté 1 dont deux côtés opposés AB et DC correspondent aux 
deux arcs de courbe de o frontière de ; et dont les deux autres côtés AD 
et BD correspondent aux arcs a,b, et a,b; de x. Nous associons deux points 
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de a/b; et a,b’, extrémités d’un même arc de p, à deux points mme de AD et Be 
tel que Am’=Bm". Le réseau p est alors homéomorphe au faisceau f des 
segments parallèles aux côtés AB et DC d'extrémités sur pus at a era 
L’aire (A) sera de mème homéomorphe à l’intérieur A'B'C D’ d’un Carré de 
côté x dont deux côtés A’B’ et D’C’ correspondent aux courbes de ¢’ frontières 
de A; et dont les deux autres côtés A’D’ et B’C’ correspondent aux ares de € 
frontière de A;. Nous associons deux points correspondant à deux extrémités 
d'un même arc de 9 sur C, dans la correspondance établie plus haut entre C 
et r, à des points p/n” tel que A'u'=— B'y". Nous pouvons alors couvrir A; par 
un réseau 0’ homéomorphe au faisceau f’ des segments parallèles aux 


v 


côtés A’B’ et D’C’ d’extrémités sur A’D’ et B’C’. 


Y 
4 
y 
y 
y 
/ 
Y) 
4 


Fig. 27. 

Nous établissons alors entre les carrés ABCD et A’B’C’D’ la correspondance 
suivante : nous faisons correspondre à un point »! de AD le point w de A’D’ tel 
que les pré-images de m’ et u' sur x et C sont deux points correspondants de = 
et C. D’autre part, nous ferons correspondre au segment de f d’extrémité m’ le 
segment de f’ d’extrémité y, la correspondance se faisant avec conservation de 
la longueur. | UT ai | + 

Il résulte de la correspondance entre les carrés ABCD et A'B'C'D' une 

correspondance entre &; et A; qui est continue et telle que tout point de &; ait 
un correspondant unique sur A; alors que tout point de A; correspond, soit à 


un point unique de &; situé sur une caractéristique aboutissant sur C en un. 


point intérieur de E, soit à deux points de X; situés sur deux caractéristiques 


aboutissant sur C aux extrémités d’un arc A, et à une infinité de points dont 


les caractéristiques couvrent l'arc A,. | ë 
Lorsque les deux arcs a,b; et a,b; ont une extrémité commune, on établit de 
la même façon une correspondance entre 3; et A; à partir d’une correspondance 


entre deux familles de segments parallèles situées sur deux triangles équi- : 
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latéraux de côtés 1 dont la base appartient a la famille des segments parallèles 
et dont les autres côtés correspondent aux arcs frontières de 5, et A; portés 
par 7 et C. | 

Nous opérerons de même avec les différentes aires Z; et À; en-prenant la 
précaution suivante : on établit un homéomorphisme entre un arc de courbe 
aboutissant d’une part à un point singulier de o ou 9’, et d’autre part à x ou C 


I a . À A 
et un segment (0, 2): De même, on établit un homéomorphisme entre un arc 


de caractéristique frontière d'une aire Z et d’extrémités sur x, et un 
segment o, 1. Ces homéomorphismes sont utilisés dans la correspondance 
entre o et o’ et les familles de segments parallèles dans les triangles équi- 
latéraux ou les carrés. 

Considérons alors l’ensemble des aires ; qui constituent = et l’ensemble des 


a Se 


. Fig. 28. 


aires (A;) qui couvrent (A). Nous avons établi une correspondance point par 
point entre & et (A), c’est-à-dire, finalement, entre S et (A). Dans cette 
correspondance, tout point de S, non situé sur F,, l,,...,1,, correspond à un 
point unique à l’intérieur de (A), alors que tout point de (A) correspond soit 
à un point unique de S n’appartenant pas au ruban considéré, soit à une 
infinité de points de S intérieurs au ruban et à un couple de points situés 
chacun sur une caractéristique frontière du ruban. 

Un couple d'ares de x correspondant à un même arc de courbe sur S 
correspond sur CG, soit à un couple d’arcs, soit à un couple de points. Comme C 
est un cercle, z/ existe au moins un couple d’arcs de x correspondant à un méme 


‘arc de S qui correspond à un couple-d’are sur C. C sera donc partagé en un 


certain nombre d’arcs correspondant deux par deux à un mème arc de S. 
Aux 2g ares de x correspondant aux orbes T,, l,, ..., l, correspondent 
alors 29, arcs sur C(q,<q, certains des orbes I’; pouvant a prior: être couverts 


en totalité par le ruban considéré). | | 
Si nous identifions alors deux à deux les arcs de C correspondant à un même 


are de S, nous remplacons l'aire (A) et le réseau p’ par une surface S’ et un 


ñ ) 
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réseau R' : toute caractéristique de R correspond à une caractéristique unique A 
de R’ et une caractéristique de R’ correspond à une courbe: unique de R 
n’appartenant pas au ruban considéré ou à l’une quelconque des courbes 
intérieure ou frontière du ruban considéré. 
En particulier, nous pouvons prendre une représentation de S sur un 
Eur polygone r dont le sommet sera un point de S n’appartenant, ni à l’intérieur, 
ni à la frontière du ruban considéré, ce qui est toujours possible puisque la 
section de S par une courbe fermée comprend, outre des points intérieurs au 
| ruban, un ensemble ayant la puissance du continu. Nous sommes alors 
AA assurés qu'aucun des orbes F,, F,, ...,T, n ‘est tout entier intérieur au ruban. : 
Chacun de ces orbes correspond sur € à deux arcs non nuls et par suite la 
surface S’ est homéomorphe à S. | 
| A un point de S qui est point d’accumulation pour une caractéristique L de R 
i correspond un point M' qui est point d’accumulation pour la caractéristique L' 
de R correspondant à L. En effet, si M est un point d’accumulation de L’, | 
L' traverse en un point différent de M tout are «’’ sans contact avec R’ passant _ 
par M’. Cette condition est vérifiée puisque L traverse l'arc RIRE à a! Bl « 
sur S, arc qui passe par M. 

Réciproquement, si M' est un point d’accumulation pour une courbe L', 
peut-on dire que M est un point d’accumulation pour L? 

Si M n’est ni intérieur au ruban considéré, ni frontière de ce ruban tout 
arc sans contact avec R passant par M correspond à un arc sans contact avec 9’ 
passant par M’. M est alors point d’accumulation pour L. > 

Mais si M est intérieur au ruban considéré, un arc sans contact RENE dar 2e c 
par M correspond 2 Aun arc passant par M qui peut coincider avec un arc de p'. 
Dans ce cas, M n’est pas point d'accumulation pour L. 

Enfin, si M est frontière du ruban, M’ correspond à un arc MM, de S et L 
traversera tout arc contenant cet arc MM,, et sans contact avec S. L'ensemble 
d’accumulation de L admet, alors, l’un au moins des points Met M,. Si M’ est 
point d’accumulation à droite et à gauche pour L’, c’est-à-dire si L' traverse 
une infinité de fois chacun des arcs «’M’ et tod les deux points M, et M, 

\ seront point d’accumulation pour L sur S. 


Les © D. Le réseau R admet à un nombre au plus fini de rubans admettant une 
séparatrice frontière ou une caractéristique frontière tangente à, l'un des 
orbes Ti, T,, ..., 1,3 en effet une même caractéristique ne peut appartenir à la 

frontière de plus de deux rubans et il y a un nombre fini de séparatrices et de 

=. caractéristiques tangentes à l’un des orbes T,, ..., V,. D'autre part, nous 
considérons comme formènt un seul ruban deux ES admettant une carac- 
téristique frontière commune qui ne serait ni tangente à l’un des orbes I’, ni 

une séparatrice. Nous pouvons alors avec un nombre fini d'opérations comme 

‘ celle que nous venons d'étudier remplacer | la surface S et uy réseau R par une 
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surface homéomorphe S, et un réseau R, n’admettant pas de rubans ayant une 
frontière commune. 

Considérons alors l’ensemble des rubans disjoints de R, : ils couvrent, sur 
un ensemble d’orbes T} rendant S, simplement connexe, une infinité dénom- 
brable d’arcs disjoints. Nous pouvons appliquer une fois de plus la transfor- 
mation précédemment définie, cette fois pour la totalité des rubans de Rj. 
Nous remplacons ainsi S, par une surface homéomorphe S’ couverte par un 
réseau R’ n’admettant pas de rubans, c’est-à-dire sur laquelle l'hypothèse (k) 
est vérifiée. 

Par suite : 


1° Toutes les caractéristiques de R’ ont le même ensemble d’accumulation 
constitué par la totalité de S'. / 

2° Il en résulte que toutes les caractéristiques de S ont le méme ensemble 
d’accumulation constitué par les points de S non intérieur à un ruban ne 
se recouvrant pas partiellement Kae est-a-dire, dans le cas où q3£2, ne se 
ramifiant pas). 

3° La section de cet ensemble par une courbe fermée quelconque T non 
homotope à o tracée sur S a la puissance du continu puisqu'on peut établir une 
correspondance entre les points de cet ensemble sur let les points d’une 
courbe fermée sur S’. 


3. Étude des réseaux R dans le cas général. — Dans l’étude des ensembles 
d’accumulation des caractéristiques de R nous nous sommes limités, dans ce 
qui précède, au cas suivant : 1° les points singuliers de R sont tous des cols 
et 2° il n’y a pas de courbe fermée appartenant à R. 

Nous-allons maintenant considérer un réseau R dans le cas le plus général. 
Cette étude nous permettra de voir l'intérêt du cas particulier précédent, 
puisque les résultats obtenus dans ce cas nous permettront l’étude complète 
du cas général. | 


A. Nous avons déjà vu que tout point singulier P is R a un indice fini et 
qu il existe un orbe homotope à o, présentant un nombre fini de contacts 
avec R, situé dans un voisinage arbitrairement petit de P et entourant P. Si 
nous considérons l’ensemble des caractéristiques aboutissant à P, plusieurs 
cas peuvent se produire : 


1° Aucune caractéristique de R n’aboutit à P qui est un centre, c’est-à-dire 
que R admet une infinité de courbes fermées, homotopes à o, entourant le 
point P; 

2° Un nombre fini de caractéristiques aboutit à P qui est un col; 

3° Une infinité de caractéristiques aboutit à P, mais parmi elles il yen a un 
nombre au plus fini tel que les caractéristiques de R, infiniment voisines, 
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n’aboutissent pas toutes à P. Ce seront a ces caractéristiques que nous réser- 
verons dans la suite le terme de séparatrice, jusqu'ici employé dans un sens 
plus large, et nous dirons qu’une telle séparatrice est associée au point P. 


Soit P un point singulier du dernier type. Parmi les caractéristiques 
aboutissant à P se trouve un nombre au plus fini (comme le nombre total des 
séparatrices) de séparatrices associées à d’autres points singuliers de R. 
L'ensemble de ces séparatrices et des séparatrices associées à P partage 
l’ensemble des caractéristiques aboutissant à P en un nombre fini de pinceaux 
ne se ramifiant pas, de frontières à deux séparatrices pour chaque pinceau. 

Si une courbe intérieure à un tel pinceau issu de P aboutit à un point 
singulier Q de R, il en sera de même de toutes les courbes du pinceau qui 
admettront comme ensemble d’accumulation les points P et Q. Sinon, les 
courbes du pinceau couvrent, sur S, une aire A ne se recouvrant pas partiel- 
lement et admettent le même ensemble d’accumulation que les courbes 
frontières. Dans les deux cas, on peut établir une correspondance entre S et R 
d’une part et une surface S’ homéomorphe à S et un réseau R’ d’autre part, 


correspondance biunivoque et bicontinue, à l'exception d’une courbe de R’ qui 


correspond à l’ensemble de toutes les courbes du pinceau. 
Par suite, on ramène l'étude du cas général à celle du cas où les points 
ANNE de R sont des cols ou des centres. 


B., Nous n'avons, jusqu'ici, fait aucune hypothèse sur l’existence de carac- 
terishiques fermées. / 


S'il n’y a pas de caractéristiques fermées, il ne peut y avoir de centre et nous 


sommes ramenés au cas complétement étudié. 
Si R admet un nombre fini de caractéristiques fermées nous pouvons par 
étranglement de ces courbes nous ramener a l’étude d’un ou plusieurs 


réseaux R,, R,, ...,R,n’admettant pas de caractéristique fermée et présentant 


des points singuliers provenant des caractéristiques disparues, qui ne seront 
ni des cols, ni deg centres. Nous savons alors nous ramener au cas de réseaux R 


sans autres points Dour que des cols et qui n'auront pas de caractéris- 


tiques fermées. 

Il reste donc à étudier le cas où R admet une infinité de caractéristiques 
fermées. Nous avons vu que ces courbes se répartissent nécessairement en un 
nombre fini de familles d’orbes #sotopes entre eux. : 

Si certaines de ces familles sont constituées par un. nombre fini d’orbes, 
nous les feront disparaitre par étranglement puis nous raménerons à étude 
de réseaux R n'ayant d’autres points singuliers. | | 

Considérons alors une famille d’ thes isotopes entre eux en nombre infini. 
Nous partageons cette famille en un nombre fini de familles g,, g, ..., Be 
telles que deux orbes d’un mème g; limitent sur S une surface homéomorphe à: 
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une couronne circulaire ne contenant pas de points singuliers de R. L’ensemble 
des aires comprises entre deux orbes variables de g; couvre sur S une aire 
connexe À;; si A; couvre S en totalité, R présente deux centres qui sont chacun 
entourés d’une infinite de courbes de g dont il forment la limite; S est-alors de 
genre oO. 

Si A; ne couvre pas S en totalité, A; couvrira soit une aire homéomorphe a 
une couronne circulaire de frontière deux orbes T, et l, de gi, Soit une aire 
homéomorphe à l’intérieur d'un cercle dont le centre o correspond à un point 
singulier de R du type centre et où les correspondants des orbes de g; sont des 
re de centre o. 

Nous pouvons alors pour der R, d’une part considérer le réseau sur les 
aires A;, d'autre part, lorsque ces aires ne couvrent pas S en totalité, établir 
une correspondance entre les points de S non inférieurs aux A; et les points 
d’une surface close S’, correspondance qui sera biunivoque et bicontinue, 
exception faite des points de la frontière des A; pour lesquels deux points de S 
peuvent avoir un même correspondant sur S’. 


L'étude du cas général de R se ramène finalement, d’une part à l'étude du cas 
complètement étudié où R n’admet pas de caractéristiques fermées et où tous les 
points singuliers sont des cols, d’autre part à l'étude d’un réseau R situé sur une 
couronne circulaire (dont un cercle limite peut être de rayon nul), réseau 
admettant comme caractéristiques particulières une infinité de cercles concentriques 
aux cercles frontières de la couronne. 

La section d’un rayon de la couronne par les différents cercles du réseau 
forme un ensemble de points fermé, car la courbe limite d’une famille de 
cercles de R est un cercle de R. Inversement, tout ensemble formé linéaire de 
points donne par rotation une famille de cercles pouvant appartenir à un 
réseau R. 

Lorsque l’ensemble de points ne couvre pas a totalité du rayon de la 
couronne circulaire, tout contigu «8 à l’ensemble est traversé une infinité 
de fois par une caractéristique qui passe en un des points de af. Une telle 

caractéristique a pour ensemble d’accumulation les deux cercles de R qui. 


_ passent en « et §. 


Les résultats précédents se conservent lorsque l'aire A, a pour frontiéres des 
points limites au lieu de cercles. 


SYSTÈMES MARKOVIENS ET STATIONNAIRES. 
CAS DÉNOMBRABLE 


Par M. Paut LEVY. 


INTRODUCTION. 


1. L'origine du présent travail a été une conversation, au cours du sympo- 


sium de Berkeley (août 1950), avec M. K. L.. Chung, qui a attiré mon attention . 


sur un problème non résolu, qui m’a d’abord paru facile à résoudre, et qui sera 
résolu par le théorème II.6.1 du présent travail. Mais la démonstration de ce 


théorème n’est simple que pour les systèmes sans états instantanés. Son extension 


aux systèmes à états instantanés oblige à distinguer plusieurs cas, et nous 
avons été conduit finalement à proposer une classification des processus 
étudiés, qui distingue sept types, dont quatre pour les systèmes sans états 
instantanés et trois pour les systèmes à états instantanés. 

Les principaux résultats ont été résumés dans quatre Notes présentées à 
l'Académie des Sciences (P. Lévy [3]; vorr la bibliographie à la fin du présent 
travail) (*). 

Les théorèmes fondamentaux de la théorie dont. il s ‘agit ont été exposés, 
dès 1936, pour le cas des chaînes, par A. Kolmogoroff [1] et [2], et depuis, par 


W. Doeblin [1] et [2], et, pour le cas du paramètre continu, par J. L. Doob [4] 


‘et [2] (?). Le présent travail contient quand même un grand nombre de résultats 
nouveaux et il nous a paru utile de présenter un exposé d'ensemble qui puisse 
être lu même par des lecteurs n ayant aucune connaissance préalable du sujet. 
Nous évitons de renvoyer aux Mémoires de Kolmogoroff dont l’un ne contient 
que des énoncés sans démonstration et-dont l’autre est rédigé en russe. 


(1) Je voudrais m’excuser ici d’un malentendu, dû sans doute à ma difficulté à suivre une conver- 
sation en anglais, qui m'avait fait croire que la littérature du sujet était presque inexistante, et 
présenter d’abord comme nouveaux des résultats qui ne létaient qu’en partie. 

(2) Voir aussi W. Feller [1]. Ce travail ne concerne pas uniquement le cas dénombrable, mais 
contient des théorèmes généraux qu’il applique en particulier à ce cas. Il ne suppose pas la station- 
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| Dans tout ce travail, nous avons cherché à dépasser aussi vite que possiblele = 
pu. | point de vue de Bernoulli, c’est-à-dire celui de l'étude des probabilités de ae 
; passage, pour arriver à l'étude des propriétés probables ou presque sures de la 
HS. fonction aléatoire H(¢) ou, dans le cas des chaînes, de la suite {H,}. Certaines 
de ces propriétés ont déjà été considérées par A. Kolmogoroff, W. Doeblin, et … 
J. L. Doob. Mais nous adoptons plus systématiquement le point de vue indiqué — 
av _ et montrons que, dans certains cas, la démonstration la plus simple d'une 
propriété des probabilités de passage repose sur la loi forte des grands nombres. 
Bien entendu, il ne s’agit pas de contester qu'il soit logique de définir d’abord 
les probabilités de passage et que la manière naturelle de formuler analytique- 
ment notre problème repose sur leur introduction. | 


Le chapitre I est consacré aux chaînes de Markoff (cas du paramètre discon- 
tinu). C’est surtout un rappel de résultats connus de A. Kolmogoroff et 
W. Doeblin; il y a cependant quelques remarques nouvelles, utiles pour la “ 
suite. AU | | 


Dans le chapitre II, nous commençons l'étude du cas du paramètre continu. . 
Nous y indiquons la classification déjà mentionnée plus haut; les différents 
types de processus que nous introduisons se distinguent essentiellement les 
uns des autres par la nature de l’ensemble.des points de discontinuité. Lafin = 
du chapitre est consacrée à l'étude des systèmes sans états instantanés. Nous # 
ne faisons que résumer au paragraphe II.7 une question traitée par J. L. Doob, 
relative aux équations différentielles de Kolmogoroff, et donnons au para- 
graphe II.8 la démonstration de deux théorèmes généraux qui semblent 
nouveaux. Après quelques remarques sur les propriétés presque sûres de H(t) 
et l'étude de quelques exemples, nous terminons ce chapitre par l’esquisse 

. d’une théorie générale de ce que nous appelons les états fictifs. Elle est néces- = 
_saire pour arriver à une définition infinitésimale des processus analogue à celle 
qui résulte pour le cas fini des équations différentielles de Kolmogoroff; mais 

il n'est pas certain qu’on puisse arriver à un résultat réellement satisfaisant. 


% Le chapitre III est consacré à l'étude des systèmes à états instantanés. Ceux 
| |. pour lesquels les probabilités de passage sont mesurables forment deux types, © 
| le cinquième et le sixième. Nous indiquons la forme la plus générale des 
processus de ces deux types, et nrontrons que les théorèmes généraux du para- 
graphe II.8 restent applicables. 11 ne saurait en être de même pour le septième 
type, qui introduit des probabilités de passage non mesurables. Nous nous con- ae 
tentons d’en indiquer un exemple qui généralise un exemple de J. L. Doob FRS | 
et une nouvelle généralisation dont il y a lieu de se demander si elle ne 
; comprend pas tous les processus de ce type; ce serait un théorème analogued 
4 celui qui a été démontré pour le sixième type. Nous n'avons pas résolu cette 
question. | ae ie: 


- 
Ce, 
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2. NOTATIONS; NOTIONS GÉNÉRALES COMMUNES AU CAS DES CHAINES ET-AU CAS CONTINU. 
-- Le système étudié sera désigné par S, s’il y a un nombre fini r d'états 
possibles et par S,, s’il y en a une infinité dénombrable. Les différents états 
seront désignés par A,, A4, ..., les indices étant supposés entiers. Pour des 
exemples particuliers, il pourra être commode de les faire varier de zéro à 
l'infini, ou de — à +- 0, ou même de considérer des systèmes de deux 
indices. Pour la théorie générale, leur nombre importe seul. 

Le résultat des expériences s'exprime, dans le cas des chaines, par une suite 
d'indices H,, dans le cas continu, par une fonction H(t) égale à l'instant ¢a 
l'indice de l’état réalisé à cet instant. 

La loi de l’évolution ou loi du processus stochastique, supposé markovien et 
stationnaire, est bien définie parles probabilités de passage. Dans le cas continu 
nous les désignerons par 


Paeey=sPr ity MUC) A DCI RES 0), 


_ Ces fonctions doivent vérifier les conditions bien connues 


(J) Pi,k(0o) = Oh, ks 
. (æ) DOUX 
(S). | >: Pr x(t) =1, 
À 
(€) | P;,e(s + t) = Pets) P;,x(4) ne Cy 0) 


/ 


-dont la première est inutile si l’on ne considère que les valeurs positives de 4, 

ce qui suffit pour définir le processus (*). Remarquons tout de suite qu’il n’en 
résulte pas nécessairement que P; (+ 0) existe et ait la valeur 0, 3. 

Inversement, tout système de fonctions P, ,(¢) vérifiant ces conditions définit 

un processus markovien et stationnaire. La définition d'un processus est donc 

exactement équivalente à la définition d'un système de fonctions P;:(4), 

définies pour z >o et vérifiant les conditions (&), (G) et (€). 
Pour définir une fonction aléatoire H(t), il faut se donner une condition sup- 


; plémentaire, qui sera en principe une condition initiale, relative à un instant f, 


qu’on peut supposer pris pour origine. Elle sera alors de la forme 
Pr tH (o) = h } = Wry 
avec 1,0 et Lw,=1, et les probabilités absolues seront 


Welt) saber (ty EX => waPrx(e). 
| h 


(3) Les lettres par lesquelles nous représentons ces équalions sont les initiales des mots : initial, 
positif, total, Chapman. 


ee. : Ainsi, pour un même processus, on aura une infaité de fice tien aléatoires 
particulières. Il faut remarquer que chacune de ces fonctions conserve le carac- — 
tere markovien, mais n’est en général pas stationnaire. Remarquons aussi que, 
bien qu'il soit souvent cami tighe de considérer un instant initial, il peut arriver 
que la fonction soit prolongeable à gauche et définie de — > à + o; tel sera 
précisément le cas si elle est stationnaire. À | £5. 

Toutes ces remarques s appliquent en particulier au cas des chaines: iln y a 
qu’à remplacer la variable continue ¢ par l’entier n. Nous écrirons dans ( ce cas 

PF au lieu de P, :(n)et Ww au lieu de Wan). 1 | RE Sh 


CHAPITRE LI. 


| LES CHAINES STATIONNAIRES DE MARKOFF. OTE K EE A GE 

; : y, À, ' . 
‘ ] à V4 | P 3 . Là % 
| | ct SE AUS ll RE À à 
I.4. Le point DE vue DE Bernoui. — Dans le cas des chaines, toutes les 
probabilités de passage sont bien définies par la seule donnée des probabilités A. 
= a : : | 4 , \ fu bes AN << 
« EPL, % } 
PS PEER np UE RU “TVR 
¢ / ; Fa + À pe 
assujetties à vérifier les équations (2) et (S). Les autres PY, s'en déduisent par 4 
l'un ou l’autre des systèmes d’ vive de récurrence sb ÈS 
‘ a CEE 
, es 4 * "4 x4 ‘ he 
ME Ste . er =) Pip) « Ne NE LR 
| je | CAES TEA Ee A RE ; $ 4 
(Rs) | PE Zn PrP sre ; | 4 LE Me oe = 2 2 
VAE s ‘6 a À l es 7 Lb. 
_ quisont des cas ce haplleuinors de (€). ‘On DRE sans peine que toutes les cond > 
_ tions (&), (8) et (C) sont alors vérifiées pour les coefficients obtenus de cette 
_ manière. On peut mème observer que cette vérification est inutile; il existe = 
sûrement un processus markovien et stationnaire bien défini par I’ iteration de ‘2 
l'opération élémentaire définie elle-même par la donnée des pr, ORAN Lao 
Pour les probabilités absolues, on a un système ai d'équations de Re 
récurrence FE 
(R) « gente | é ere Nr pr vi 4 se ots f fe sé 
‘ : ? | ; HO = 
Dans le cas d’un “ayathing S;, on obtient la solution générale sa ces équations LR 

< > 
| en cherchant d’abord des solutions de la forme Rapiit of 
WE = cyst, DURS , ; | | i d 2 te 

4 a ; : ; né 
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En portant cette forme dans les équations (R), on obtient un système der 
équations indépendantes de n; en annulant leur déterminant, on obtient une 
équation en s, de degré r. A chaque racine d’ordre 9 correspondent p systèmes 
distincts de solutions, soit tous de la forme cis", soit de la forme plus 
générale P,(n)s”, les P,(n) étant des polynomes de degrés < p. En combinant 
toutes ces solutions, on obtient la solution générale de(@). 

Pour chaque À fixe, les Pj’, sont des solutions de (R). On obtient ainsi 
r solutions linéairement indépendantes; on le vérifie immédiatement pour n— 0. 
Comme elles sont bornées, on voit que n'importe quelle solution reste finie, 
quand nv augmente indéfiniment. Done, pour toutes les racines de l'équation 
ens, ona|s| <1 et, si|s|—1, le degré des polynomes P;(n) est toujours nul. 
On en déduit immédiatement : 


a. Les P#}, considérés comme fonctions de x, ne peuvent comprendre que 
trois sortes de termes : des constantes, des termes périodiques et des termes 
s’annulant comme des exponentielles pour n infini (c’est-à-dire que tous les 
W seront majorés par co”, ous << o <1, c étant une constante convenablement 
définie ). À | 


b. Les moyennes 


; an 
À 1 
ren One de 
1 


ont, pour 7 infini, des limites P, 4 et les P; ; vérifient les conditions (@) et (%), 
écrites en supprimant l'indice n. | 

c. Pour que les fonctions P} elles-mêmes tendent vers ces limites, il faut et 
il suffit qu’elles n’aient pas de termes périodiques. 

d. On déduit de (G) que 1 est racine de l’équation ens. Il y a donc au moins 
une solution formée de constantes, c’est-à-dire qu’au moins une des fonctions 
aléatoires déduites du processus est stationnaire. — 

Enfin un raisonnement très simple, da à M. Fréchet ([1|, p. 108), montre 


que: 


_e. Les termes périodiques ont nécessairement des périodes entières et <r. 


En d'autres termes, elles correspondent a des racines (autres que l'unité) 
d'équations binomes s—1(p entier <1). 


Les méthodes et les résultats précédents ne sont pas tous applicables aux 
systèmes S,. En ce qui concerne les méthodes, observons que cela n'a plus de 
sens de dire que, quand on a le nombre voulu de solutions linéairement indé- 


_ pendantes, on a la solution générale du système d'équations (R). La méthode 


de M. Fréchet pour démontrer la propriété e n’est absolument pas susceptible 
de généralisation. En ce qui concerne les résultats, il suffit d’un exemple 
simple pour montrer que certains d’entre eux sont en défaut. Considérons, en 


AN 


effet, un processus pour lequel on ait p,;=0 Si Eh; Seis la sulle des ny ae 
est constamment croissante et, quels que soient / et #, il vient un moment 
où Py, =o. Donc les P, x existent, mais sont tous nuls et ne vérifient pas la: 
condition (&), et l'énoncé d devient complètement faux. 

= La manière la plus naturelle d'étudier ces questions, si l’on veut rester au 
point de vue de Bernoulli, est d'appliquer au syste (R) les méthodes 
connues de la théorie des équations intégrales; i il s’agit au fond de représenter 
la fonction w, de l’entier Æ par une combinaison linéaire de fonctions fonda- 
mentales. On arrive ainsi à l'énoncé a, sauf en ce qui concerne la rapidité de la 
convergence vers une limite des solutions sans termes périodiques. On en 
déduit immédiatement b et c, à cela près que (@) est remplacé par 


(&) \ 2 Pret. “3 

Nous n’insisterons pas ici sur ces ARTE désirant arriver aussi vite que 
possible au second point de vue, qui nous donnera entre autres une démonstra- 
tion très simple de l'énoncé b, modifié comme il vient d’être dit, et nous con- 
duira aussi, mais moins be à définirtoutes les Re concernant 
l'allure asymptotique des PY’). 


Rappelons d’autre part que, dans A. Kolmogoroff [1] et [2], est énoncé en 


particulier (en termes un peu différents de ceux que nous employons ) le 
résultat suivant : 

Quels que soient À et &, il existe une certaine progression arithmétique 
nn + vp (p entier 1; v=o, 1,2,...)telle PF soit nul sinn “appartient 
pas à cette progression et tende vers une lie (positive ou nulle) si n, appar- 
tenant à cette progression augmente indéfiniment. La démonstration n'étant 
donnée que dans le second Mémoire, rédigé en russe, nous ne savons pas sur 
quelle méthode elle repose. En tout cas les différentes distinctions introduites 
dans d’autres énoncés du premier Mémoire, dont nous parlons plus loin, 
s'introduisent bien naturellement, comme nous le verrons, si l’on utilise les 
méthodes qui reposent sur la loi forte des grands nombres. — « 

‘ f | | x 4 

1.2. GROUPES; GROUPES FINAUX (‘), SEMI-FINAUX, ET DE PASSAGE; GROUPES CYCLIQUES. 
- — Pour faciliter le langage, nous dirons qu’un événement est possible, ou qu'il 


= 


~ (4) C'est à dessein que nous Éctituns finaux, bien que la forme théoriquement correcte de ce” 


pluriel soit finals. L'usage conduit souvent à abandonner certaines formes grammaticales irrégulières, 
et qui, par suite, choquent l'oreille s’il ne s’agit pas de mots assez usuels ! ‘pour que l'oreille y sott 
habituée. Il ne semble y avoir aucune raison de sauver le pluriel Jénals. 

D'autre part, nous avons hésité à employer le mot groupe dans un sens différent de celui qu’il a 
généralement en analyse. Le terme groupement employé par M. Fréchet présenté un autre inconvé- 


nient : dans le langage courant, il signifie répartition ke groupes. Feet classe - employé par certains | 


auteurs étrangers est peut être préférable. 


» 


Pa 
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peut se produire, lorsque sa probabilité est positive et cela au moins pour 


certains choix des données qui peuvent étre indéterminées. 

Nous dirons que deux états A, et A, sont échangeables quand le passage de 
A; a Ax est possible (c’est-à-dire qu’il existe au moins un n pour lequel 
Pi), > 0), ainsi que le passage de A, à Ay. 

Nous dirons qu’un ensemble G d’états est un groupe si deux quelconques de 
ses états sont échangeables et si aucun état n’appartenant pas à G n'est échan- 
geable avec ceux de G. Un groupe est défini par un seul de ses éléments: 
c'est la réunion de cet élément et de tous ceux qui sont échangeables avec lui. 

Un groupe G est final si, un état du groupe étant réalisé, le système ne peut 
pas sortir du groupe; en d’autres termes si, pour tous les A, EG et A&G, 
Pni=0 et, par suite, Po pour tout x >o. Il peut ne comprendre qu’un 
seul état À, qui alors ne peut que se succéder à lui-même, indéfiniment, (c’est- 
à-dire que prr—=1). Un groupe non final peut aussi se réduire à un seul état 
Aj; alors 0 <prn< 1. 

Désignons par y, la probabilité que le système, s’il est initialement dans 
l’état A, d’un groupe G, reste indéfiniment dans des états de ce groupe. Les y 
sont tous égaux à un pour un groupe final, tous <1 pour un groupe non final. 
D'ailleurs, si A, et A, appartiennent au même groupe, on a évidemment 


> PE Ye 


et, comme au moins un des PF} est positif, les y, sont tous nuls ou tous positifs, 
donc, si le groupe n’est pas final, tous nuls ou tous compris entre zéro et un. 
Le groupe sera dit de passage dans le premier cas et semi-final dans le 
second (°). . 

Nous verrons qué tous ces cas existent réellement et que, pour un groupe 
semi-final, la borne inférieure des %, peut être positive ou nulle; leur borne 
supérieure est nécessairement un. | 

Un groupe peut, d'autre part, être cyclique ou acyclique. On dit qu'il est 
cyclique d'ordre r s’il se décompose en un certain nombre r de sous-ensembles 
ou sous-groupes, G,, Go, ..., G,, tels que, si H, €G,, on ait nécessairement 
Basi € Gou(r >is P= 1, 2, +--+, 7) si C= Gi désign'e Gi); en d’autres 
termes, il y a entre ces sous-groupes une permutation circulaire non aléatoire, 
le hasard n’intervenant à chaque opération que pour le choix d’un état dans le 
sous-groupe imposé. | | or 

Cette distinction est indépendante de la précédente. Si l’on a défini un groupe 
acyclique d'une des trois catégories distinguées d'abord (final, semi-final ou 
de passage), on n’a qu’à remplacer chaque état A, par r états AP) (07, 


(5) Nous introduisons une terminologie nouvelle. Dans le cas des systèmes &,, il n’y a pas de 


groupes semi-finaux et il n’y avait pas d’inconvénient, pour la théorie de ces systèmes, à confondre 
les notions de groupe de passage et de groupe non final, 


7) qui se succéderont dans l'ordre des p croissants HE qu un thie au. 
st sith choisir l’état A! qui doit succéder a AY’. On obtient ainsi un groupe 
cyclique de la même catégorie que le groupe initial. 


1.3. THÉORÈMES SUR LES GROUPES FINAUX ERGODIQUES. — 1° rats LT: 3.1. ay le 


système se trouve initialement dans un état du groupe G, ou bien west presque sur 
que les états de ce groupe sont tous réalisés une. eb de fois, ou bien ul est’ 


presque sur qu'aucun ne Vest (°). 


Nous dirons que le groupe G est ergodique dans le premier « cas et non 
ergodique dans le second. Le système (S, ou S,,) lui-même est ergodique si tous 


ses éléments constituent un seul groupe ergodique. Dans le premier cas, nous 


dirons que le groupe est cycliquement ergodique s’il est cyclique nes à 


ergodique dans le cas contraire (‘ ). 
Démontrons maintenant le théorème énoncé. Soit a, la probabilité que le 


système, partant de l’état A,, le reprenne au moins une fois; elle est positive, | 


puisque le système, en quittant l’état A,, ne peut prendre qu’un état A; du 
groupe et peut, sikh, revenir à A;, en une ou plusieurs opérations. La pro- 
babilité que le système reprenne au moins z fois l’état A, est alors a. Si 
alors &«,—1, la probabilité «, que le système reprenne une infinité de fois. 


l'état A, est aussi égale à aun. Sia,<1, a, évidemment a; (quel que soit Bo 


est nul. Donc chaque «, est égal, soit à zéro, soit à un. 
Il reste à montrer que «,—1 pour un état du groupe entraîne «,—1 pour 
tous les autres. Comme il y a une suite presque sûrement infinie de racines 


No=0,N,, N:,... de H,— , dire que le passage de A, à A; est possible, c'est 


dire qu’il y a une probabilité positive 6, ; qu’un intervalle (N,_,, N,) contienne 


une racine de H,—4. Cette probabilité est évidemment indépendante de p, 


puisque le processus est stationnaire, et du passé, puisqu'il est markovien. On 
se trouve donc dans le cas classique de Bernoulli. La circonstance indiquée 
(réalisation de l’état A, pour au moins un » compris entre N,-1 etN,)se produit 
donc presque sûrement une infinité de fois (*), Gor Gi ED: 


2° Tutorime 1.3.2. — St le système se réduit à un groupe final ergodique, le 
rapport des fréquences de ae state quelconques À, et À, tend presque sûrement 
a 
PAR | 
Bra 
agen _- - En = F = 4 = 
(8) Cf. A. Kotmocororr [1]. | 


vers la limite = 


(7) Nous nous excusons d'abandonner aussi bien la terminologie - M. Fréchet que ihe de : 


A. Kolmogoroff qui appelle classe récurrente ce que nous appelons groupe ergodique. Il nous semble 


que l'essentiel, pour définir le caractère ergodique, n’est pas l'existence d’une limite (vraie ou au. 


sens de Cesaro) indépendante de /, mais le fait que, presque sûrement, le système reprenne une 
infinité de fois n'importe lequel des états possibles, Dans le cas des espaces continus, c'est de même 


que, presque sûrement, la trajectoire traverse une infinité de fois n'importe quel domaine donné. 


(8) Le même raisonnement montre qu'on aboutit à une contradiction en supposant me un état. 
n ’appartenant pas à un groupe final puisse être réalisé une infinité de fois. 
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Nous pouvons évidemment faire abstraction des états autres que A, et A,; 
alors la suite des H, se décompose en suites partielles S,, S,, ..., de termes 
consécutifs égaux à A, alternant avec des suites S!, S,, ... de termes égaux 
ak. Désignons respectivement par L, et L, les longueurs des suites S, ets, (c’est- 
à-dire leurs nombres de termes). En conservant les notations du 1°, on a 
évidemment 


(1.3.1) Prili=r}= far — Brn Men =a LEUR 


et, par suite, en supprimant l'indice v, 


(1.3.2) EiL}= + 
Bn,k 
et des formules analogues pour les L'. Toutes ces variables aléatoires sont 
d’ailleurs indépendantes; on est encore dans le cas de Bernoulli. 
Les nombres des réalisations des événements A, et À,, à un instant quel- 
conque, sont toujours de la forme 


U,= LL + Le+...+ Ly +9 Lyi, 
UAH 4+ L,+...+L,+9L,.,: 


(4, 6’ o et <1). Si v est très grand, les derniers termes sont négligeables et 
les nombres considérés sont des infiniment grands presque sûrement équi- 


valents à YE{L} et vE{L’}. Compte tenu de (1.3.2), le théorème énoncé en | 


résulte. 


3° Remarques. — a. On peut préciser le théorème 1.3.2 en appliquant les 
principaux théorèmes connus sur le cas de Bernoulli; loi des écarts, loi du 
logarithme itéré. C’est pour rendre cette application plus facile pour le lecteur 
que nous avons indiqué l'expression a? {L}. | 

Il faut remarquer que ces applications introduisent explicitement la 
variable y, c'est-à-dire le nombre des séries partielles de chaque espèce. On 
peut aussi chercher la loi dont dépend U’ au moment où U, atteint une valeur 


donnée p +1, c’est-à-dire au moment où z—N,. Pour cela il vaut mieux. 


partir de la remarque que l’augmentation de U, quand n varie de N,_, à N,a 
pour valeur probable . 


, Ba, k- 
f via es. 
Rael =a, 


Ces augmentations étant indépendantes, on en déduit une nouvelle démons- 


tration du théorème 1.3.2, et il devient facile de le préciser dans le sens 
indiqué. On en-déduit ensuite aisément les lois dont dépendent U, et U, lorsque 
leur somme est donnée. | 

Si l’on fait abstraction des états autres que A, et A;, cette somme n’est autre 
que n. Si au contraire on en tient compte, le problème n’est plus aussi simple. 


| à ; 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. LS ‘ $ Ar 


Nous verrons, en effet, que le rapport — Ur, c'est-à-dire la fé DES del’ état Ay à on 


a une limite presque sûre, qui peut être positive ou nulle; le aS ts ne se 
pie pas du tout de la même manière dans les deux cas. 4 


b. Si le système ne se réduit pas à un seul groupe final ergodique, il y a 
plusieurs ed a distinguer. Dans tous les cas, la conclusion relative à la limite 


du rapport 5" “ est immédiate, le seul cas non trivial ayant été traité. Il peut 


Ans arriver que U, et U, restent tous les deux nuls et l’on ne peut pas 
parler de ce rapport. Dans tous les autres cas, il a presque strement une limite 
et cette limite est en général aléatoire, la loi dont elle dépend dépendant de 
l’état initial. Si U, et U’, restent tous les deux finis, mais sans borne supérieure 
certaine (une telle borne ne peut d’ailleurs être que un), il peut arriver que 
l’ensemble des valeurs possibles pour cette limite soit l’ensemble des nombres 
rationnels positifs; il est facile de donner des exemples de cette circonstance. 
Enfin U, et U,, ne peuvent devenir tous les deux infinis en même temps que 
si A, et A, appartiennent à un même groupe ergodique; il ne faut pas oublier — 
dans ce cas que la probabilité «, que le système atteigne ce groupe dépend de 
l’état initial A, et que, si a,<1, le rapport considéré a une probabilité 1—a, * 


d’être de la forme - s’ et seulement une gg a; de tendre vers la limite Ge 
indiquée ci- “dessus. | Heu 


4° Limites des fréquences. — Plaçons-nous toujours dans le cas d’un système 
réduit à un groupe ergodique unique et choisissons un état A, comme dénomi- 
nateur commun. Désignons par N,, N,, ..., la suite des n pour lesquels 
H, =o et parc, le nombre probable des réalisations de l’état A, (hs 0) entre 
deux réalisations consécutives de A,. 
Ona évidemment, en posant c,—=1, 


FINS Neal = ews Sy 
| “ae 0 | 
etilya deux ¢ cas à distinguer suivant la nature de la série Xc,. Comme c, est la 
fréquence relative des états A, et Ay, tous les c, sont multipliés par un même 
. nombre positif et fini si l’on change l’état choisi pour dénominateur commun ; 
_cette distinction est donc indépendante de ce choix. - 


7 


Si alors S est fini, la loi forte des grands nombres montre que Fe tend presque 


sûrement vers a quand 9 augmente indéfiniment. Donc la fréquence de Léa Ag, 


qui est la valeur de © ; pourN,<n ns News tend presque surement vers ë et celle 


de n’importe quel état A, tend presque sûrement vers — < - Au contraire sl S est 


infini, toutes ces fréquences tendent presque ee vers zéro. : 


| 


LS 


” 


- 


ou 
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Nous dirons que le groupe final considéré est fortement ergodique dans le 
premier cas et fazblement ergodique dans le second. Ces définitions nous 
paraissent naturelles, puisque dans le second cas, s’il est bien presque sûr que 
chaque état est réalisé une infinité de fois, la portée de ce fait est diminuée par 
la rareté de ces réalisations (*). Naturellement, dans chacun des cas, le groupe 
peut étre cyclique ou non cyclique. 


9° Remarques. — a. La question se pose tout naturellement, pour les groupes 
fortement ergodiques, de préciser la loi forte de la même manière qu’au 3°, a. 
Ce problème oblige à introduire une nouvelle distinction, suivant que le second 
moment 


TN, —N ui }=E{(N,—Np4)?} — S 


Ne Pe ost asympto- 
À Vo 

tiquement une variable laplacienne réduite, et l’on peut le borner supérieure- 
ment par la loi du logarithmeitéré. Il n’en est pas de même dans le second cas; 


il peut arriver, par exemple, que N,—S, soit asymptotiquement de la forme 


est fini ou infini. Dans le premier cas, l’écart réduit 


co*X, « étant compris entre - et 1, et X dépendant d’une loi stable d’ex- 


I : : + : -, À 
posant —: Comme il est bien connu, des circonstances très variées peuvent être 


réalisées dans ces conditions. 


b. Il existe naturellement des processus de types mixtes pour lesquels le 
système peut, en partant d’un état initial A,, évoluer de plusieurs manières 
différentes et, par suite, arriver à l’un ou l’autre de plusieurs groupes qui ne 
soient pas du même type. Il semble inutile d’insister sur cette extension 
triviale. 


1.4. Exemptes. — Il est bien évident, dans le cas d’un système S,, qu'il ya 
nécessairement au moins un état réalisé une infinité de fois et que cet état doit 
appartenir à un groupe final fortement ergodique. Nous nous proposons de 
montrer par des exemples qu’au contraire, pour les systèmes $,,, toutes les 
circonstances prévues par la théorie sont possibles. 


1° [| peut n’y avoir aucun groupe final. Tel est le cas d’un système à évolution 


(2) Dans le premier cas, les fréquences limites étant positives, A. Kolmogoroff appelle ce cas cas 
positif. Nous préférons ne pas abuser du mot positif, quand il ne dispense pas le lecteur de 
rechercher les définitions pour savoir ce qui est positif. D’autre part, F. G. Foster [1], réunit le 
type faiblement ergodique et le type non ergodique en un seul type, qu’il appelle type dissipatif. Ses 
systèmes semi-dissipatifs sont des systèmes composés, c’est-à-dire ne se réduisant pas à un seul 
groupe; un groupe n’est jamais semi-dissipatif. Pour l'étude des systèmes composés, il nous paraît 
préférable de mettre avant tout ce caractère composé en évidence. 


Fu 


er 


Woe Fe ra. En î 
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sh #- 


es, À 


Je | a-dire que p,,= 0 sik<h). Sien plus p,n= 0, il n'y a aucun groupe. Si, au 
oe contraire, les pr x sont >o et <1, chaque état A; forme un groupe de passage. 
| On peut généraliser beaucoup cet exemple en considérant une infinité de 


groupes de passage Gy, Gy, .. , tels que le systeme ne puisse quitter un de ces 
groupes que pour un groupe d die Sela élevé. : 


en familles F,(h=1, 2, ...). Si le système est RENE à l’état A,, il y 
aura une probabilité &; te l’état suivant appartienne a F,; dans ce cas, après 
un séjour dans By de longueur L, presque sûrement finie, il reviendra à 
l’état A, (nous appelons longueur le nombre des états successifs). On peut 
donner à E{ L,,} = ju, n'importe quelle valeur positive. Il suffit de constituer F, 
par un état A; pour lequel , | 

Ph,o—= ney Pra =* — se 


: 


valeurs arbitrairement grandes de o,—o{L,}. Au contraire, si y, n’est pas 
entier, 5, a une borne HE tte positive. Si pr est entier, on peut annuler a, 
en supossant F, formé de 1, états qui se succèdent dans un ordre déterminé). 
On a alors c— au et S—1+Zœu. Il est facile de rendre cette série 
_ convergente ou divergente, donc de former des processus fortement ou faible- 


lesquels les c, tendront vers zéro ou, au contraire, augmenteront indéfiniment 
' avec h. On peut, plus généralement, réaliser n’importe quelle suite de valeurs 
positives données. On aurait pu être tenté de croire qu'on peut ranger les 
différents états dans l’ordre des c; décroissants. Il en est évidemment ainsi 


toujours vrai pour un groupe faiblement ergodique. 


« 


3° Considérons maintenant un système défini par 


\ Pho Shy Pa an DR ich Sica ae 


HE =v pourv—1,2,...,h, est 
a ! 


a,c Ga) a). .. (1 — ds). 


Les 8, forment donc une suite non croissante, variant depuis un jusqu’ à une 
limite positive ou nulle 8; à cela près, elle est absolument quelconque. 
Ilya manifestement deux cas à distinguer : 


Premier cas : la série Lay est convergente, donc 8 > o.—Ilya bee une proba- 


. (on peut aussi définir F; de manière à associer à une valeur donnée de y, des 


Il constitue évidemment un groupe unique à moins que tous les «, d'indices 
assez grands ne soient nuls. La probabilité que, en partant de H)=o, on ait 


2° Considérons un système comprenant un état A,set d’ autres états répartis | 


ment ergodiques. Il est facile aussi, dans ce second cas, d’en former pour 


= 


dans le cas d’un groupe fortement ergodique; on voit que cela n’est pas 


PQ où, par exemple, les H, ne Dé ON varier qu'en Cr té eat: Pay 


a 
> 


~ ee 
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bilité positive 8 que la suite des H, soit constamment croissante, c'est-à-dire que 
Von ait indéfiniment H,= y. La probabilité que cette série croissante soit au 
contraire interrompue par un retour à l’état A, est 1 — B. La probabilité qu'il y 
ait ainsi x retours est (1—B)"; la probabilité qu'il y en ait une infinité est 
nulle. Il est, par suite, presque sûr que la suite des H, finit par augmenter 
indéfiniment, après un nombre de retours à A, dont la valeur probable, d’après 


un calcul fait plus haut [formule (1.3.2)], est a Le système est done non 
ergodique. , 


Deuxième cas : la série Xa, est divergente, donc B—0o. — Alors, la suite 
des H, ne peut pas augmenter indéfiniment; il y a presque strement, tôt ou 
tard, un retour à l’état A,, et, par suite, une infinité; le système est ergodique. 

Entre deux retours à l’état A,, un autre état A, ne peut être réalisé qu’une 
fois et a une probabilité 8, de l'être. Son nombre probable de réalisations est 
donc c,=f;, et le système est fortement ergodique si la série ZB, est conver- 
gente et faiblement ergodique si cette série est divergente. Les deux cas sont 
effectivement possibles. | 


Une variante de l'exemple précédent s’obtient en prenant 
it Oey Pho Yar, Php yar — 0), avec 0 LYC. 


Alors, l’état A, pourra se répéter et le nombre probable de ces répétitions, avant 
' : I 
le passage à un des états A, et Ay,,, est pa= — Alors, ¢,= fau, formule ana- 


logue à celle relative à l'exemple donné au 2° ci-dessus. 


4° Exemple de groupe semi-final. — Modifions l'exemple du 3° en supposant, 
qu’en plus des états A,, A,, ..., il y ait un ou plusieurs autres états, formant 
une famille F, d’où le retour aux états A,(h=o, 1, ...) ne soit plus possible. 
Posons 


! 2 a oy, METRE 
“= LÉ» + A ety t Dir dy Pho= %h; Phi dx 


(Pre indiquant la probabilité du passage direct de A; à la famille F). Supposons 
que «, soit positif pour une infinité de valeurs de k, et qu'au moins un @, soit 
positif. Alors les états A, d'indices positifs ou nuls forment un groupe G qui 
n’est pas final. Si la série La, est divergente, c’est un groupe de passage, que 
le système doit quitter tôt ou tard pour atteindre F. Mais si la série Xa, est 
convergente, il y a, comme tout a ’heure, une probabilité positive 8 que H, 
augmente indéfiniment sans retour à Ay, ce qui suffit pour conclure que G est 
un groupe semi-final. 

Si d’ailleurs 8’ << 1— est la probabilité d’un retour à A; il y à une proba- 
bilité 86” que l'augmentation indéfinie de H, se produise aprés exactement x 


Pp, LEVY. | 


- retours a A, et une probabilité iblale ae qu'elle pot par se produire. De | 


même, si B"—1—f$—$6' est la probabilité d’une fuite vers F sans retour préa- oe 


ee : lable à Ay, la probabilité totale d’une telle fuite est + FER 9e : 
= 2 “ 
me Le principe de Bayes permet d'obtenir autrement ces probabilités. Les deux ; 
a) seules circonstances finalement possibles ayant chaque fois des probabilités 6. 
FEES et 8” de se produire sans nouveau retour à Ao, leurs probabilités totales sont : 
eal respectivement | | Aisi’ 
a À B B" À ree ow os we 
eS 2 —- + B’=1— 6). À ener 
5° Remarque générale sur les groupes semi- inaux. — Soit A, la probabilité 


que le système, placé initialement dans un état A; d’un groupe semi-final G, 
reste indéfiniment dans ce groupe. Par définition des groupes semi-finaux, 
0 << <1, pour tous les états du groupe. Dans l'exemple qui précède, A, tend 

. vers un pour = infini, tandis que la borne inférieure des À, est positive. 

On peut modifier cet exemple de manière à annuler cette borne : ‘inférieure. 

L'indice À variera de —a à +, l’ensemble des états possibles comprenant le | 
groupe G des états A,, et la famille F; nous prendrons eat. 


ee 2) LEON a 2 [2 
PRET Gus Pip dites PR GR (Ordi Cr) 


et supposerons &,— 0 (donc «,=«,) pour ho. S'il existe des À arbitraire- 
ment grands pour lesquels &, > 0, et que les a, soient tous 1, Gestbien un 
groupe. Si au moins un des a, est positif, il n’est pas final; si, de plus 14, ere 


série ys est convergente, l'augmentation indéfinie des H, est possible et-c’est 
4 0 
un groupe semi-final. Cela n'empêche pas de supposer que certains des «,, 
d'indices négatifs, forment une suite infinie ayant pour limite un. Comme évi- 
demment A,< 1— &,, la borne inférieure est bien zéro. Rey 
Au contraire, leur borne supérieure est toujours un. C’est une conséquence Nee, 
immédiate d’un théoréme général connu (of. P. Lévy [1], p. 129) : si une pro- 
priété de la suite {H,,| a une probabilité, y, st y, désigne la nouvelle évaluation de 
cette probabilité quand on connait tous les M, d'indices <n, les ensembles de : 
suites {H, } définis, l’un par la propriété considérée, l’autre par lim Yn=1, coin- 
cident, à un ensemble de probabilité nulle près. Ici, la propriété considérée est que 
_ tous les H, soient des indices d’états de G; y est positif; Yn est la valeur de An ft 
pour k=H,. Il existe done une suite partielle de À, qui tend vers un et, si le ne 
système peut rester indéfiniment dans G, c'est en parcourant les états d’une 
telle suite. re | : va 


6 Autres ‘exemples. — Chaithe au 4°, nous allons former un groupe G non final, en) [oe 3a 


partant d’un groupe final G' et en modifiant certains des px de manière à permettre Ja 


/ 
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-fuite vers une famille F d'où le retour à G soit impossible. Pour simplifier, nous ne modi- 
fierons que les p,x, en les multipliant par un facteur q compris entre zéro et un; la proba- 
bilité disponible 1 — q sera celle du passage de A, à F. Dans ces conditions, il est bien 
évident que si G’ était un groupe ergodique, les retours successifs à l'état A, finiront par 
entraîner le passage à F; G est alors un groupe de passage. Dans le cas contraire, il y a une 
probabilité positive d'échapper au retour à A, et G est semi-final. 

Opérons maintenant d’une manière analogue sur r groupes finaux G, qui deviendront 
des groupes de passage ou semi-finaux G,(v—1, 2, ..., r); après l’état Al) distingué 
dans G,, il y aura seulement une probabilité g, que le système reste dans G,; mais sup- 
posons que, dans le cas contraire, au lieu de passer à une nouvelle famille F, il passe dans 
un autre des états Alf); désignons par g,,(0 ~v), la probabilité du passage de Al a Alf). 
si l’on pose : 


= Oe; on doit avoir | a Torts 
p 


Dans ces conditions, les G, deviennent des sous-groupes, qui s’échangent suivant une loi 
bien définie par les g,,. Supposons que l’ensemble forme un groupe unique G. Si tous 
les G, étaient ergodiques, il est bien évident que G le sera aussi. Mais si un ou plu- 
sieurs G, étaient non ergodiques, il est possible que le système reste indéfiniment dans un 
des G, correspondants, et cette circonstance finira presque sûrement par se produire; G est 
aussi un groupe non ergodique. Cela était bien évident; ceux qui rendent leur proie 
finissent par la perdre définitivement, si tout le monde ne fait pas de même. 

Si les G, sont en nombre infini, une nouvelle circonstance est possible. I] peut arriver 
que les g,, définissent une évolution non ergodique, qui fasse apparaître comme possible 
une augmentation indéfinie de l'indice v. Si alors les Gi étaient tous ergodiques, cette 
augmentation finira presque sûrement par se produire. Dans le cas contraire, il pourra 
arriver qu'un des G, garde sa proie; mais, si la probabilité de cette circonstance est le 
terme général d’une série convergente, il reste encore possible que le système quitte 
successivement tous les G, et que v augmente indéfiniment. Ainsi G a plusieurs manières 
bien différentes d’être non ergodique. 


1.5. Rerour AU POINT DE VUE DE BERNOULLI. —1° Existence des limites en moyenne 
des P#.. — Si U,, désigne le nombre des termes égaux à # dans la suite H,, 
H,, ..., H, et si Qi”, est défini comme au [.1.b, on a évidemment 


ee | Uan| H(o) =A. 
On sait que, quand des variables aléatoires bornées ont une limite presque 
sûre, leur valeur probable tend vers cette limite. Or nous avons vu que la 


fréquence = U,, a une limite presque sûre, positive ou nulle, quand A, appar- 
Cat 


tient à un groupe ergodique, et si le système est, pour 7 assez grand, dans les 
états de ce groupe. Dans tous les autres cas, cette fréquence tend évidemment 
vers zéro au moins presque sûrement. Donc, dans tous les cas, il y a une limite 


presque sure ®;, pouvant être aléatoire. Par suite, 


QV). —> Paz E { O,/H(0) =A}. 


<a 
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Done : la probabilité de passage P", a, pour n infi ini, une Gr au sens de Cosa 
et cette limite P,, ,, est la valeur probable de ®,, dans l'hypothèse H(0) = h. 

Si A, et A, appartiennent à un même groupe final, P,,, a une valeur P,,indé- 
pendante de A, positive seulement dans le cas d’un groupe fortement ergodique. 
Si A, n'appartient pas à ce groupe et que a, soit la probabilité de l’atteindre en 
partant de A;, on a évidemment H,,= uP. Dans tous les autres cas, les 
limites P,,, sont nulles. 

Nous attirons l'attention sur le raisonnement qui précède. Il peut paraître 
naturel de commencer par l'étude approfondie du point de vue de Bernoulli. 
On voit qu'il peut arriver aussi qu’un théorème, qui n’est pas du tout évident 
au point de vue de Bernoulli, soit un corollaire immédiat d’un théorème lui- 
même facile à démontrer et même, à notre avis, presque intuitif, si l’on est 
habitué à la loi forte des grands Ra Us y 


2° Limites des PF, dans le cas d'un groupe acyclique. — ll est bien évident 
que, si A, et A, appartiennent à un groupe cyclique (d’ordre r >1) et fortement 
ergodique, P’”, ne peut être positif que si » est de la forme n, + vr (v entier, 
ny, dépendant de A et £) et, pour ces valeurs, tend au moins en moyenne vers 


rP, > 0; donc dans ce cas, P}", ne tend pas vers P,. Si A, appartient seul à un 


)(72) 


_tel groupe, il peut arriver aussi que P}", n'ait pas de limite. Nous nous pro- 


posons de montrer que; dans tous les autres cas, P\", tend » pour n infin, vers une 
limite (évidemment égale a la limite en moyenne P, )s 


Nous allons d’abord nous placer dans le cas où A, et A; appartiennent a un | 


méme groupe ergodique et neyeliane, c’est-à-dire démontrer que : 


T ee DST AS EL Ag appartiennent à un me groupe G, ergodique et 
acyclique, P}, tend, pour n infini, vers RS 2 


Ce théoréme une fois démontré, il sera facile de conclure dans tous les cas. 


‘ 


Be pay? préliminaires. — Ce théorème est connu dans le cas d’un sys- | 


tème S, (voir W. Doeblin [1], n° 5). Rappelons seulement que sa démonstration 


repose sur le fait que, d’après l'équation de Chapman, les P\".”” sont des 


moyennes pondérées des P/?. Il en résulte une réduction indéfinie de l’inter- 

valle de variation possible de ces probabilités pour (4 fixe et n croissant), à 

laquelle on ne peut échapper que dans le cas cyclique. | 
Rappelons aussi que, pour reconnaître si l’on est dans le cas cyclique, il 


suffit de considérer un seul état, par exemple A,. Si P® n’est positif que — 


pour des valeurs de n ayant r pour plus grand commun diviseur, A, appartient 


1. 

aie 
Mer 
alee i 


+ 


r 


à un groupe cyclique d'ordre r. Cela est évident, et d’ailleurs es connu — 


(cr. A. Kolmogoroff [ 1 |). 
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ay Ne nous occupons d’abord que de l’état A,. Supposons-le réalisé initiale- 
ment, et désignons par N,=o0, N,, N,, ..., la suite, presque sûrement infinie, 
des racines de H,.= ©. Toutes les differences X,—N,—N,_, dépendent de la 
méme loi. Comme elles sont indépendantes, la donnée de cette loi détermine 
celles des N, et, par suite, toutes les probabilités 


La réciproque est vraie aussi (cf. A. Kolmogoroff [ 1]); mais nous n’aurons 
pas a l’utiliser. . 

D'après ces remarques, nous pouvons nous borner à |’étude d'un type simple 
de chaines. Pourvu que n’importe quelle loi possible pour les X (compte tenu 
du fait que G est ergodique et acyclique) soit réalisée pour au moins une chaîne 
de ce type, la conclusion relative aux P# sera générale. Cela ne nous empé- 
chera pas d’introduire dans nos raisonnements les autres P”.; mais la conclu- 
sion relative au cas où À =k =o pourra seule être généralisée. 


Prenons, comme type simple, celui défini au I.4.3°, dans le cas ergodique, 
où Bo. On a donc 


PriX=hi=Y;= fr: Sao (Eu=:) 


1 


Le groupe G étant supposé acyclique, les valeurs possibles de X, c’est-à-dire 
les À pour lesquels y,= 18,1 >, n'ont pas de diviseur commun autre 
que 1 ('°). Remarquons tout de suite que, dans ces conditions, on peut 
déterminer un nombre m tel que les valeurs possibles inférieures à m soient 
aussi sans diviseur commun. Remarquons, d’autre part, que 


(1.3.1) PY, =o (nck),  PM=APHM SG © (a). 


Choisissons un nombre 7, supérieur à m et qui devra, en outre, être assez 
grand pour vérifier des conditions qui seront indiquées plus loin. Extrayons 
de la suite des H, une suite partielle H,, comprenant tous les termes <r et 
ceux-là seulement. Pour cette suite, il y a au plus r+1 valeurs possibles, 
formant un groupe acyclique. Elle est d’ailleurs markovienne et stationnaire. 
Le théorème à démontrer étant déjà connu dans ce cas, les probabilités de 
passage P; relatives à cette chaîne ont pour 7 infini une limite P,,—P, et il 


eee 


(4°) Cela n’empéche pas que ces valeurs possibles peuvent appartenir toutes a une progression 


arithmétique À = hy+vp(v = 0, I, 2, «. .); seulement fo et e devront être premiers entre eux. La 
suite des Ny aura alors un caractère cyclique, mais non celle des Hp. 


Ann. Ee. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. 42 
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finie. Il n’y a qu’à choisir » de manière que 
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résulte du fait que cette limite est aussi une limite presque s sure dela rr 


de l'état A, que Este] >, 

: Px ufr D . PAR OR ee” ÿ: CRU E ) 
(2974) ‘= pop x 4 ons -¥ saya a ré” on a : 
(puisque P,=(,P,; 6, =1)- ; À a 4 

Désignons par &, et &, les hypothéses Hes et He leurs probabilités | a 
pari—netn. Dans’ hypothèse Cl, et en supposant toujours Hoo 1% la proba- Te Fs 
bilité de Der kZr est ‘LOS 

£ rhe 14 

: "(n) - I n > = et ar 

(1.8.3) | P= —— PR ae FE 
of : vo § ref aA a 

Dans cette hypothèse, H, figure dans la suite des H, avec un rang aléatoire vet aa 
bé | PEL PERS Sct 


Or, on peut choisir y assez grand pour que y > y entraîne 


IP Ph | <6, 


_ puis » assez grand pour quer >nmentraine | A it 
choke ports Priv<v}<e (2) ee à re : 
On a alors FRANS et + 
: | Poe Px Pag Fy MAT fs at 
c’est-a- \-dire que, pourn infini, Py”, tend vers P. Magee yeh, Sea 
Il reste à montrer que, pour r assez grand, AE A Song’ SIC 
À , i J ; — ‘ De je + 3 à 
aa Pe et Max | Pw P PP ; a's, ado pee z 
a x“ Ae cu 


peuvent être rendus arbitrairement petits. Il en résultera bien qu’en prenant — oa 
d’abord r, puis n assez grand, 


vk Px (qui ne dépend pas de r) peut être a & 
rendu arbitrairement petit, donc care PY, tend, poe n aoa vers Pi. RARES 
Pour cela, il faut distinguer deux cas. ee meant TIGER 


+ . f 
+ t 2. « ‘ “ + 


Rene cas : S > B, est fini. — C’ est lee cas fortement ergodique D’ après 7 FES 
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(41) Le rang n de HS dans la suite des H, est en effet une variable aléatoire presque sûrement “4 


» 
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soit 2, à un nombre arbitrairement petit et, d'après (1.5.3), il en est de même 


de [Pe Pérl. D’autre part, d’après (1.5.2), P! + tend pour r infini 
Pi 


vers P, == =: ce qui termine la démonstration. 


Deuxième cas : la série Da Br est divergente. — C’est le cas faiblement ergo- 


dique. Les P, sont tous nuls et les P, tendent vers zéro. Donc, pour r assez 
grand, PP) <¢ et, pour n assez Pire compte tenu de (1.5.3), 


(n) mn) 
Pbk kee 


de sorte que le résultat.est encore vrai dans ce cas. 


5° La démonstration du théorème énoncé est maintenant immédiate. Le 
résultat obtenu pour Pi.) s'étend naturellement à PY, qui tend vers P,. SiN, 


designe la première racine de H,=# et si H,—h2<#, ona 


Py) => Pr { N,= v } Re ; 


On peut déterminer y et x de manière que 


PriNi>v}<e, 
PIE SP ores Ce ny 
Alors, pourn >v+n,ona | 
| PR — Pel < 26, C. Q. F. D. 


6° Le théorème I.5 étant ainsi démontré, il n’y a aucune difficulté à conclure 
dans tous les autres cas. 


a. Si A, n'appartient pas à un groupe ergodique, le système partant de A, a 
une probabilité « d'atteindre A; au moins une fois. Dans ce cas, il y a presque 
sûrement une racine N de H,= # qui est la dernière réalisation de cet état. Pour 
tout 7 assez grand, ona 


P{N=n}2PriNXn}<e,. donc Phr<ae, 


c'est-à-dire que P,”, tend vers zér0. 

b. Si A, et Ax appartiennent à un groupe cyclique d’ordre r et ergodique, la 
suite des H,,,,, (Y—0, 1, 2, ...) constitue une suite du type acyclique. Si l'on 
détermine n, de manière que pe soit positif (au moins pour certains v), le 
théoréme I.5 nous montre que Be, sûrement nul sin—~n7, n’est pas multiple 


de r, tend, pour zn — n= vr et y infini, vers une limite qui ne peut ètre querP, 


(puisqu’en tout cas P, est la limite en moyenne). 


346 wea ECS 
. ‘ se Oa eee Rte ier ave = 
c. Si A, appartient seul à un groupe ergodique G, «, désignant toujoursla 
3 é aie ok ‘7 : MR are, 
probabilité que le système partant de A, atteigne G, ilest évident, silegroupeG — 2 


n'est pas cyclique, que Pi, tend vers H,,—aP4. Si le groupe est cyclique 5e CE 
et d'ordre r, on ne sait pas à l'avance de quelle manière le système atteindra le à et 4 
e groupe, c’est-à-dire quelle sera la valeur de my (m)=1, 2, ---, 7) pour laquelle See. 
les P"“*”) pourront être positifs. On peut évidemment répartir comme on veut “14 
la probabilité entre ces r possibilités; donc, @(7) étant une fonction de la Boe: 
variable entière z, non négative, de période r et de moyenne dans une période eer 
: égale à 1, on peut définir des processus pour lesquels — | + TR 
3 ; lim[ PY), — a;Prp(n)]=0o. | gS: See . 
or - ¥ à ( 12 
i Naturellement, si le groupe G est faiblement ergodique, c'est-à-dire si P,—=O 4 
a et aussi si a, = 0, P,", tend vers zéro. Si, au contraire, G est cyclique d’ordre r | 
et fortement ergodique et que, de plus, a, soit positif, Py, sera en général — 5 


asymptotiquement périodique, c’est-à-dire différera infiniment peu d’une 

fonction «,P;o(r), o(n) étant périodique (de période r), non négatif, en 

moyenne égale à un. | ; à oe 

A cela près, cette fonction est quelconque. En effet, si le système arrive au 

groupe G, nous ne saurons pas toujours à l’avance comment il y arrivera. = 
Nous pouvons supposer, par exemple, que l’état qui suit immédiatement A, ne 
puisse qu’appartenir à un des 7 sous-groupes de G, ou à un ensemble d'états 

d'où il ne puisse, pas revenir à G; nous pouvons répartir la probabilité comme 

nous le voulons:entre ces +1 possibilités, c’est-à-dire que, sans autre restric- 

tion que o <a, Z1 et les conditions triviales indiquées pour 9(n), nous pou- 

vons prendre n'importe quelle détermination de a, et p(n). Sa 

| On remarque qu'en particulier p(n) peut avoir une période sous-multiple = 
2 de 7, ou méme étre constant (c’est pour cela que, dans le cas considéré, 

Pi, n'est qu’en général asymptotiquement périodique). FT 


— 1 


7° Résumé des principaux résultats. — a. La limite en moyenne P,,, existe =e 2 
_ toujours. Elle est de la forme ay, xP4, Px étant positif si A, appartient à un groupeG 
\ _ fortement ergodique et dans ce cas seulement; an x est la probabilité du passage 
de A), à ce groupe. 3 : \ | 


b. Pour qu'il y ait des oscillations asymptotiquement périodiques, il faut que le. 
groupe G soit cyclique et fortement ergodique; il suffit que, de plus, A, appartienne 


aussi à ce groupe. S'il n'y a pas de telles oscillations, P™. tend vers P, ;. S'il VER a, CR 
Pr,«(e) est la somme d’un terme périodique, à période entière et de moyenne Pret 
| d’un terme tendant vers zéro. | | 3 
i 
, 
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CHAPITRE II. 


LE CAS CONTINU. 
NOTIONS GÉNÉRALES ET ETUDE DES SYSTÈMES SANS ETATS INSTANTANES. 


If.4. LES COEFFICIENTS A, ET Un. — Désignons par ®,(t) la probabilité que 
le système, s’il est initialement dans l’état A,, y reste constamment pendant 
l'intervalle de temps (0, ¢). C’est évidemment une fonction non croissante et, 
de plus on a, quels que soient + positif et n entier positif 


®; (nt) =[®,(7)]". 
Il en résulte évidemment que ®,(t) est de la forme 


(11.1.1) : @;,(¢) = ent 


(An 0; les valeurs limites o et + o ne sont pas exclues. 
Nous attirons l’attention sur le fait que ce résultat simple, bien connu et dont 

il est inutile de rappeler les nombreuses applications, ne suppose rien d’autre 
que le caractère markovien et stationnaire de l’évolution. La signification du 
coefficient A, est d’ailleurs très simple : An dt est, à O(dt?) près, la probabilité : 
qu'ilyaitau moins un changement d'état pendant l'intervalle de temps (4, + di), 
SCORE), | 

Nous désignerons par T le temps au bout duquel le système quitte l’état 
initial A,. La loi dont dépend la variable auxiliaire U— ,,T ne dépend d’aucun | 
paramètre. C’est la première loi de Laplace. On sait que E{U}—71. Donc la 
durée probable de chaque séjour du système dans l’état A, est 


; 2 a ME 
(iL st< 2) ET pa 


- Nous dirons que ce coefficient y, est la ve probable de Ay. 


Si An=0 (donc p,=00), l’état A, est un état final. Si le système arrive à cet 
état, son évolution est terminée. AL LAS 

Si À (donc p,=0), A} est un état instantané; si An est fini, l'état A, 
sera dit stable (sa stabilité est mesurée par 1m). 
D nn pa do di 


(12) Ces coefficients, avec d’autres notations, ont été considérés par J. L. Doob [1], qui les définit 
par Ja formule Pra(+o)=— 12. Nous pensons qu’il y a intérêt à les introduire directement. Mais, 
dans la suite, nous supposerons connue la définition du processus par les fonctions P,,x(£), qui a 
été rappelée dans l'introduction et qui donne sans doute la seule base possible, en tout cas la plus 
‘naturelle, pour l'étude générale des processus markoviens et stationnaires. 


Nous ‘appellercns variable du type U, ou simplement li par Age: 


U,,..., des variables dépendant de la première loi de Laplace. Elles joueront 
haturalleevent dans la suite un rôle important. 


11.2. Érars iNSTANTANES ET érats ricrirs. — Les états instantanés jouent un 
rôle essentiel pour l’étude de certains processus. Ainsi il peut arriver 
que P,4(4) ait une valeur P, indépendante aussi bien de A que de £. Alors les 
valeurs successives de H(z) résulteront d'expériences absolument indépendantes 
les unes des autres et, s’il y a plusieurs états effectivement possibles, il ne peut 
pas arriver que toutes les expériences faites pendant un intervalle fini, si petit 
soit-il, donnent toutes le même résultat. Donc, H(z) ne peut pas rester constant 
pendant un tel intervalle; tous les états sont instantanés. 

Il arrive d’autres fois que l'introduction d'états instantanés semble résulter 
d’une mauvaise définition du processus et qu'il vaille mieux les éliminer. 
Ainsi, suposons que les états A, se succèdent nécessairement dans l’ordre desh - 
croissants, que P4=0, Ho et la étant positifs. Si le système est initialement 
dans l’état A,, l’état A, aura une existence instantanée à l'instant T= LU. 


ete la probabilité que T ait une valeur donnée ¢ est nulle; done _ 


P,.1(t)=0, et naturellement, tous les autres P;,,(2) sont nuls aussi, pour 
tout ¢ positif. Donc, non seulement l’état A,, à cause de son caractère instan- 
tané, est inobservable, mais il ne joue aucun rôle dans la définition du processus 

par les fonctions P,,,(t). Il vaut mieux l’éliminer et considérer que le système 
passe directement de l’état A, à l'état Ay. 

D'une manière générale, nous dirons qu’ un état A, est un état fictif s'il 
n'intervient pas dans la définition du processus par les fonctions P,, ,(t), c’est- 
_à-dire si P, ,(¢)=0 quels que soient # > o et /. Si l’on veut éliminer les états 
fictifs, on a évidemment le droit de le faire (**). Mais nous verrons que, dans 
des cas moins simples que celui qui vient d’être indiqué, il peut être utile 
d'introduire des états fictifs, nécessairement instantanés, pour définir le 
fonctionnement du processus. Naturellement un état fictit ne pes étre qu’ ins- 
tantané. En effet, pour un état stable, on a 


P; a(t = eut Oy 5 ‘ 


de sorte qu'un tel état ne a pas être fictif. Par contre, l'exemple indiqué au 


début du présent paragraphe montre qu’un état instantané peut n'être pas 
fictif. 


(13) S'il y en a au plus une infinité dénombrable, leur réunion conserve le caractère d'état fictif. 
Sil y en a une infinité non dénombrable, ou bien leur réunion F conserve le caractère fictif, c'est- 


. 
et a | 


F 


à-dire que Pa,r(£) = 0 quels que soient £ > o et h; ou bien elle le perd, mais en même temps de: ‘e- 


système étudié cesse d'être un système S,, à une infinité dénombrable au plus d'états réellement 
possibles. Ce qui est dit dans le texte est donc toujours exact pour les systèmes S,). 


See 
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IL.3. SYSTÈMES SANS ÉTATS INSTANTANÉS. LA DURÉE D'UNE ÉVOLUTION DONNÉE POUR UN 
TEL SYSTÈME. — 1° Pour un système sans état instantané, chaque état A, est, 
à l’intérieur d’un intervalle donné (0, t), presque sûrement réalisé sur un ou 
plusieurs intervalles (%,, 7,,...), ou n’y est pas réalisé. Désignons par & la 
réunion de tous ces intervalles ouverts, et par &, l’ensemble complémentaire, 
c'est-à-dire l'ensemble des points où H(£) est discontinu. Il est nécessairement 
mesurable. Montrons que : sa mesure m est presque sûrement nulle. En effet, 


dans le cas contraire, elle aurait une valeur probable positive p.. Or Ê, qui est 


la probabilité qu'un point 0 choisi au hasard entre zéro et ¢ appartenant à &,, 
peut se calculer en choisissant 0 avant la détermination de H(z), ce qui donne 


: t 
ae Pr{te&,} dt=0d. 


Donc m est presque sûrement nul (‘*), Cow Feeds 


Donc : test exactement la somme des temps passés par le système dans les 
différents états. 


2° Proposons-nous maintenant d'étudier le temps T qu'il faut au système 
pour parcourir une succession donnée d'états. Leur ordre est évidemment 
indifférent. Il nous suffit de connaître, pour chaque indice h, le nombre de 


réalisations », de l’état A;. Le temps total passé dans cet état est alors de la 


forme u,S», S, désignant la somme de n; variables indépendantes du type U. 
Elle dépend d’une loi bien connue de Pearson. Il nous suffira de rappeler que 
: . 3 # etui 
z Pris, = 6} À Gani. (s> 0, nn> 0) 


et que 
ElSsi=c ES) =. 
On a ensuite évidemment 

T= ZuSs, 


~ 


tous les S, étant indépendants les uns des autres. 


3° TaéorÈème IL.3.1. — T est presque sûrement fini ou infini en même temps que 
sa valeur probable a ED Np ens 


Ce théorème est évident dans le cas où l’un au moins des », est infini (on 
peut d’ailleurs le vérifier en appliquant à la somme $, le raisonnement qui va 


(1%) Nous supposons bien entendu que le théoréme de Fubini soit applicable. Nous n’insisterons 
pas ici sur ce point; nous reviendrons sur la légitimité de cette application dans un cas ana- 


logue (II.6.2°). 
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être appliqué à la somme T). Il est évident aussi dans lecasoüaestfini(sila — 
7 J se f ’ Q - P 2 ee Pe 

variable aléatoire positive T n’était pas presque surement finie, sa valeur 


probable serait infinie). 


. . . me = ack ae 2 
Supposons donc a infini, mais tous les 7, finis et supposons d’abord tous — 


les , au plus égaux à un. Posons 
‘ h . 
T= > veSi, a,—=E{ Tp}, bj Sol Ty = 
7 


Ona 


h 


h 
= mi RER Am L 
1 : > 


d’où, puisque a, augmente indéfiniment avec h, b,=0 (a). Dans ces condi- 


tions, quelque petit que soit e et quelque grand que soit s, l’inégalité de — 
Tchebycheff montre que, pour / assez grand, | PS 


PriTizs}<e, 


~ 


et, comme T, ne peut que croitre avec h, il en résulte bien que sa limite Test 


presque sûrement infinie. s mes 
Il reste à montrer que le résultat subsiste si certains des p, sont <1. 


 Remplaçons-les par 1, ce qui ne peut que diminuer T, T,, a et a. Mais a reste 
infini; en effet, ou bien on n’a changé qu’un nombre fini de termes r;,p, et 
_cela ne peut pas changer la nature de la somme, ou bien on en a changé une 


infinité; alors les termes réduits sont <1 et la somme est encore infinie. Le 
résultat obtenu dans le cas précédent montre alors que, malgré la diminution 


de certains termes, T est presque sûrement infini (c’est-à-dire que T,augmente — 


indéfiniment avec A). Cela est vrai a fortiori sans cette modification. 


4° Remarque. — Il est utile, pour la suite, d'attirer l’attention sur le cas 
particulier du théoréme précédent mentionné au début de la démonstration : 
Un méme état À,, non instantané, ne peut pas étre réalisé une infinité de fois en 
un temps fint. | 3 | 


5° L'image moyenne d’une succession donnée d'états. — Nous appellerons 
ainsi la figure obtenue en remplaçant chacun des intervalles 7 où H(t)==h 


par un intervalle : ayant pour longueur la longueur probable unde. L'ordre 


de ces intervalles ne sera pas changé et il n’y aura toujours aucun vide entre 


eux; en d’autres termes, chacun de ces intervalles aura pour extrémité de 
gauche le point dont l’abscisse est la longueur totale des intervalles placés à sa 
gauche. En d’autres termes encore, l’ensemble complémentaire & sera de 


mesure nulle. 


pw 


- 
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Il y a naturellement une correspondance biunivoque (aléatoire) entre l’axe 
des ¢ et son image; on peut la définir avec précision en supposant que, quand 
t décrit 7’, t soit une fonction linéaire croissante de ¢ et décrive 7”), Alors t est 
une fonction continue o(2) de t, toujours croissante, et qui varie avec ¢ de zéro a 


l'infini. La relation = 9(¢) fait correspondre & à l’ensemble & des points de 
discontinuité de H(z). 


6° THÉORÈME II.3.2. — Dans le cas où Èn, Un est fint, T dépend d’une loi abso- 
lument continue, à densité de probabilité positive de zéro à l'infini. 


Nous supposons bien entendu un au moins des 7,, positifs; nous ne restrei- 
gnons rien en supposant que ce soit n,. Alors T— QU +T', T’ étant non 
négatif et indépendant du premier terme (1°). Ce premier terme dépendant 
d’une loi absolument continue à densité de probabilité positive dans (o, æ), il 
en est de même de la somme dans l'intervalle (MinT’, ©). Il reste done à 
montrer que T (et a fortiori T'<t) peut être inférieur à un nombre + arbitrai- 
rement petit. 

Choisissons d'abord un nombre / assez grand pour que 


Le 


T 
» Nee Aa — An a 
h+1 


et, par suite, 


h 
Tee), PES 
1 


D'autre part, pour que 1,< =, il suffit que chacune des variables U qui inter- 
; & 7 h x 


viennent dans cette sommesoit < 7/2 DAT Le nombre de ces variables indé- 
0 


h L - | 
pendantes étant Dr o, la probabilité « de cette circonstance est positive et 


0 
il vient : 
ä 
{ ae : + Q. F. D. 
Pig othe SO PTE C0. UP. D 


I[.4. CLASSIFICATION DES processus. 1° Remarque préliminaire. — Placons-nous 
toujours dans le cas des processus sans états instantanés et observons d’abord 


que l’ensemble & défini au 11.3.5° est de mesure nulle et fermé (puisqu'il 
est le complément d’une réunion d’intervalles ouverts). Montrons que : à cela 
près il est quelconque. 
eg 
(15) Au premier terme, on pourrait écrire Sy au lieu de U. En écrivant U, nous évitons d'utiliser 
_ les propriétés de la loi de Pearson rappelées plus haut. 


L 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. 43 
y = 


| 


: P. LÉVY. | ? 

En effet, si l’on se donne un tel aveknite & Goi de —æ 4 hae aie es 
à +), son complément est la réunion d’au plus une infinite dénombrable . 
d’intervalles ouverts; on peut donc les dénombrer (£4 dase .) et faire corres- 


pondre à chaque #, un état A, du système. On aura ainsi évidemment l’image 
moyenne d'un certain processus, dans lequel l'ordre de succession des états est 


défini, la rapidité de l’évolution étant seule aléatoire. 


Naturellement, si plusieurs des intervalles 7, sont égaux, on peut les faire 


correspondre à un même état A,, qui sera ainsi réalisé plusieurs fois. Dans le 


cas contraire, tous les états introduits d’abord sont nécessairement distincts. 


2° Classification des fonctions H(t) possibles. — Cette classification repose 


sur celle des aoe &, qui sont de quatre types possibles. 


Premier aes ou type fini. — Dans n’importe quel | intervalle fini, & ne 
comprend qu’un nombre fini de points. Ces points sont alors des sauts de H(2). 
Réciproquement, si H(z) n’a pas d’autres discontinuités que des sauts, H(z) est 


du type fini. Naturellement, s’il n’y a pas d'état final, le nombre total des sauts” 


(de zéro à l'infini) est infini. 


Deuxième type, ou type transfini. — & est un ensemble bien ordonné, avec 


au moins un point d’accumulation à distance finie. On peut alors utiliser la 
numération transfinie pour numéroter, soit les points de discontinuité T,, soit 


_les valeurs successives H, de H(¢). L’instant initial sera T,—#, et la valeur 
initiale H(4+0)—H,, et l’on aura toujours H(T,+ 0) —H,. Les indices » 


utilisés forment ce que A. Denjoy appelle une tranche commençante (a, v) de 
l’ensemble des nombres transfinis de la première classe. Le nombre » est 
évidemment un nombre quelconque de cette classe | puisqu’ on peut toujours 


faire l'image de la tranche (1, v) sur l’axe des t]. Mais, bien entendu, si vest fini 
où siy =, on est dans le cas fini; il faut que y ea w pour qu’on soit dans le 


cas transfini. - 


Observons, en outre, que v= 9 ne implique l'existence d’un état final À,, 
pour lequel Naas . à 


Troisième type. — & est dénombrable, mais n’est pas bien ordonné. “ 
On remarque que le premier type est caractérisé par le fait que Heats) et 
H(¢+-0) existent partout. L'ensemble des deux premiers est caractérisé par le 


fait que H(¢+-0) existe partout. Le troisième type est donc caractérisé par 


l'apparition des points ou H(t + 0) n’existe pas. x 


I] y a évidemment en tout, à ce point de vue, quatre espèces de points de discontinuité, 


qui se distinguent par l'existence ou la non-existence de H(£— 0) et H(¢+ 0). Toutes les 


quatre sont possibles pour le troisième type. On pourrait évidemment le diviser en 
pistons subdivisions, suivant celles de ces” espéces qui sont effectivement réalisées. On 


a oes ee LL dd 


~~ 7, 


oo “er 


- * 


+ 


Yb 
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_ pourrait aussi mettre en évidence le nombre des ensembles dérivés de & qui ne sont pas 


vides (ce qui introduirait une classification transfinie, pour ce type comme pour le 
précédent). Cela ne nous a pas paru nécessaire. | 


Quatrième type. — & est toujours de mesure nulle, mais n’est pas 
dénombrable. 

Il résulte du 1° que ces quatre types sont effectivement possibles. Nous en 
donnerons d'ailleurs des exemples. On remarque que cette classification repose 
sur des caractères qui ne sont pas modifiés si l’on remplace & par son image 


moyenne &. On peut donc parler indifféremment du type de &, de & ou de H(4). 


3° Cas des systèmes comportant des états instantanés. — Ces systèmes seront 
étudiés au Chapitre ITT; mentionnons tout de suite qu’ils conduisent à intro- 
duire deux types nouveaux; pour les distinguer, nous introduirons l’ensemble E,, 


des racines de H(t) =. | 


Cinquième type. — Tous les E; sont mesurables et il existe au moins un état 
instantané A, réalisé sur un ensemble E, de mesure positive [dire que A, est 
instantané revient à dire que E, ne contient aucun intervalle ]. 


Sixième type. — Il existe au moins un E, non mesurable (donc au moins deux); 
disons tout de suite que la réunion des KE, non mesurables peut remplir des 
intervalles, ou au contraire former un ensemble discontinu de mesure positive). 


Naturellement, la définition de & ne s’applique plus ici, ou du moins devrait 
être convenablement précisée. 


4° Classification des processus eux-mêmes. — La succession des états possibles, 
que nous avons jusqu'ici supposée connue, est naturellement le plus souvent 
aléatoire, et le type même de la fonction H(z) qui sera réalisée peut dépendre a 
la fois du hasard et du choix de l’état initial. La complexité des six types qui 
viennent d’être définis étant croissante et la distinction entre le cas où les 


fonctions P,,,(¢) sont toutes mesurables et celui où certaines de ces fonctions 


ne le sont pas ayant aussi une grande importance, nous sommes conduits aux 
définitions suivantes : 


Un processus est du n°% type (n<6) si toutes les fonctions P,,(t) sont mesu- 
rables, si la fonction H(t) peut étre du n°" type, et si elle ne peut pas étre d’un 
type de rang © n. Il est du septième type si une au moins des fonctions P(t) 
n'est pas mesurable (il y en aura alors au moins quatre qui ne le sont pas). 


1.5. Les cogrrictEnts pas. — 1° Définition. — Il est entendu qu'il n’est plus 
question que des systèmes sans états instantanés ; tous les À; sont donc finis. 
Considérons l'instant aléatoire T,, où le système quitte l’état initial Aj. Il 


peut a ce moment prendre u un state des états autres que Ane Désignons par + : 
pas la probabilité que ce soit I’ état A,. Ces coefficients p,,1 vérifient évidemment | 


les conditions | | ele 2 3 ae 
| | i, 
LS 


Pri> 0; Ph r= 0; Ph any pire I, 


Fi | BW rhe a 
p,=1—pn étant la probabilité de la non-existence de H(T, + 0). On voit on 
donc que : - Sea os a 

La condition p,=1 (quel que soit h) exprime que H(e+ o) eaiste en tout oa 
point où H(t—o) existe. Elle est nécessaire pour que le processus considéré a 
appartienne à un des deux premiers types. Elle est vérifiée, en outre, pour certains = 
processus du troisième type [ceux pour lesquels H(¢+ 0) peut ne pas exister, rs a 
mais seulement en des points où H(t — 0) n’existe pas non plus]. a 

2° Conséquences immédiates de la définition. — Supposons d’abord p,=1 a | 
(quel que soit h). A l’état initial succéderont successivement des états d'indices am 
H,, H, ..., qui forment une chaîne de Markoff, du type étudié au chapitre, 
avec seulement la condition restrictive p,1,=— 0. Ainsi, la donnée des Pa, x définit VER 
la loi dont dépend la succession des états réalisés, tant qu'il n’y a eu qu'un nombre ; > 
fini de changements d'états. Les coefficients An antérieurement définis déterminent = =—— 
la loi dont dépend la rapidité de l'évolution ('*). Done : st l’on connaît à la fois ae 
les prx et les hn et st ps (quel que soit À), la loi dont dépend l'évolution est 72 
complètement définie jusqu'à l'instant T,, (si en particulier T,, est infini, elle est aia 
définie depuis l’instant initial jusqu’à l’infini). ~ Le Saale 
A l'instant T,, la loi de l’évolution ultérieure n’est plus définie. Si nous ‘ 4 Re 
voulons définir un processus du type transfini, H(T,,+ 0) devra exister; mais “à 
c'est une variable aléatoire pour laquelle nous pouvons nous donner arbitraire = 
ment une nouvelle loi de probabilité, définie par des formules de la forme Sa 
Poi= Pr! H(Ts+o)= 4}, avec Fee ak Loose re a, 
Mais on n’a pas toujours ainsi toutes les Solutions du problème. Il peut arriver a2 ie 
que les px dépendent de la succession des états qui ont précédé Vinstant Ty. 
En d’autres termes, on ne pourrait pas considérer qu’il existe un état fictif à 
réalisé à l'instant T,, mais il pourra exister plusieurs états fictifs qu ‘il faudra i 
distinguer, parce que la suite de l’évolution dépendra de celui qui est réalisé. = 
Nous reviendrons sur cette question, Retenons pour le moment que : après AS 


l'instant T,, la loi dont dépend la suite de l’évolution n'est pas complètement Fr Ke 
définie par la donnée des coefficients pr x et hy. 


(15) Remarquons tout de suite que, si certains des 4, sont nuls, ils correspondent à des états re 
finaux et, pour ces valeurs de A, la donnée des p;,x% est devenue téutilé, = 
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La conclusion de ces remarques est le théorème suivant : 


THÉORÈME I1.5..— 1° Un processus du type fini est entièrement défint par la 
donnée des coefficients À, et Pn,xs 2° pour un processus du type transfini, ces 
coefficients suffisent à déterminer la loi de l'évolution jusqu’à l'instant T,, (17). 


Nous verrons qu'il peut arriver aussi qu'un processus du troisième type soit 
complètement défini par la donnée des coefficients À, et px, La propriété des 
processus du type fini que nous venons d'établir n’est donc pas caractéristique. 


3° Remarques relatives au cas fini. — Pour qu’un processus soit de type fini : 


a. Il suffit que les A, soient bornés supérieurement, donc les uw, inférieure- 
ment. En effet, dans ces conditions, une suite infinie d'états ne peut pas être 
parcourue en un temps fini. 


b. Il faut que p,=o (quel que soit h). 

Le rapprochement de ces deux conditions montre que les conditions triviales 
imposées séparément aux À, et aux p,,, ne suflisent pas pour qu'il existe un 
processus formé avec ces coefficients. Si tous les À, sont bornés par un nombre 
fini À, et si un au moins des p, est positif, un tel processus ne peut pas exister. — 

ll ne semble pas exister de condition nécessaire et suffisante simple pour 
reconnaître s’il existe un processus du type fini correspondant aux coefficients 
donnés. La marche à suivre est la suivante : il faut que p,—1, pour tous les h; 
les H, forment alors une chaine de Markoff bien définie par les p, et pour 
laquelle il est facile de calculer les p;',. Chacune des chaines ainsi possibles a 


‘une durée probable T = EN,ux (N; étant le nombre de SAR ARE de A;). 


Il s’agit de savoir si T est presque sûrement infini. 
On remarque qu'une condition nécessaire est que E{T} soit infini, c’est-a- 


_ dire que, quel que soit À, on ait 


2 Ps TT ON 


Elle n’est pas NE 
Si T peut ètre fini, des données complémentaires permettent, comme nous 


l'avons dit, de former une infinité de processus du type transfini correspondant 


aux coefficients donnés. Il peut aussi en exister qui appartiennent à d’autres 
types; nous reviendrons plus loin sur ce cas. 


II.6. Les coxrricients p,,. — Leurs relations avec les coefficients hj, et Pr. — 
1° Proposons-nous d'évaluer approximativement P,, ,(¢) pour ¢ très petit. Nous 
montrerons dans un instant que l’erreur commise en négligeant la possibilité 


qu'il y ait plus d’un ‘changement pendant l'intervalle de temps t es o(dt). 


(17) Cf. W. Feller [1] et J. L. Doob [2]. 


D PLÉVE | 
4 4 d Z , : : à z \ esl Fe 

Admettons-le provisoirement. Il en résulte évidemment que — 
Py, (t) =e + 0(t) =1— Ant + O(F), | 


ef Si maak; | 
Pr Kt) S(1— et) pa x+ 0(£) = ps, kt+o(t). 


? 


- ot 

Par suite, on a P, x( + DJES en ig les dérivées P,::(0)#t4Ps 4(0) Ars et ont, : ae 
les valeurs ; | | DE a 
=P, yO =— My -7 ‘ if 3 E 47 208 

(11.6.1) ae ah (0) : : ota ee 
Pr = Pi (0) = Apr, k (AFh). arty be Slee a 

BES +, 

Ces équations montrent l’équivalence de la donnée des Pia et de celle de eer 
l’ensemble des coefficients À, et p,1. Elles sont en effet résolues par rapport — a 
aux premiers. Inversement, si l’on se donne les p,,, on en déduit An, puis les ee 
Pas du moins pour les valeurs de À n’annulant pas An. Mais, si A,= 0, l’état A, — F 
cest final, et il n’est pas nécessaire de lui associer des coefficients pa, 4 Done la — > a 
donnée des p’,, est, au point de vue de la définition du processus, exactement Pa”. 
équivalente à celle des A, et des px. On voit aussi que les conditions triviales eat 
qu'il faut i pes EPA x sont a 
SAN ie car à Je 

(2’) LS A ED) ge PRESS INA à 
(8) CE jc Dei MTS HR 


cette dernière condition PAT égalité, Soit si l'état A, est final, ie si, TR 
à l’instant T, où ie sph bbe le quitte, He 4e) est presque sûrement bien tc: 


i NOR 
défini. | | ù | ioe a: a 

i a eg 
2° Démontrons maintenant le résultat admis au 1 début du 1°. [nes agit pas, - oan 
bien entendu, de démontrer que la probabilité qu ‘ily ait plus d’un changement 40 
pendant I’ intervalle de temps (0, ¢) est o(¢); cela est faux sip), >0, puisque ae 
cette probabilité est au moins (1— e~-)p’,, done Anp,t— O(2?). Ils ‘agit (que Seam 


k soit =h ou < A) de la probabilité d’un changement, autre que le premier, eee 
et intéressant l'état A4, de manière à modifier la probabilité de sa réalisation à = 
 Pinstant £. Si T, est l'instant du premier changement et si T, 4, il s’agitde 
montrer que la probabilité d’un second changement intéressant l’état A, est +: 
très petite si ¢, el, a fortiori, <—T,, sont très petits. La probabilité de T, <t Ve 
étant Ant— 0(t?) = O(t), la probabilité que ces deux circonstances soient — ee 


réalisées successivement sera bien o(t). SES EX | ya 
_ D’abord, si l’état A, est réalisé après un premier changement, la probabilité | NOR 
d’un second changement est JRATARES par tt. Dans ce cas ge résultat énoncé est “ee 
exact. re cg ad 

D’autre part, si l'état A4 n’est pas. réalisé après le | premier changement, hese 

8 Sas de HArqrer la probabilité qu’ un chemin conduisant de An a Ax puisse être À SR à 


At 
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parcouru en un temps £. Pour démontrer que cette probabilité tend vers zéro 
avec £, il suffit d'observer que le temps qui s'écoule, depuis l'instant T, où le 
systéme quitte l’état A, pour prendre un état inconnu, mais autre que A,, 
jusqu’ à la première réalisation de A, est une variable aléatoire, finie ou infinie, 
mais presque sûrement positive. La probabilité qu’elle soit < tend donc vers 
zéro avec t. Ga O. ED: 


11.7. Les ÉQuarions pe Kormocororr. — 1° Dans le cas qui nous occupe, les 
équations différentielles formées par A. Kolmogoroff | 1 ] à propos de problèmes 
plus généraux, s’écrivent aisément, au moins si l’on se contente d’un calcul 
formel. D’une part, en dérivant par rapport à s les équations (€) du pos 
graphe 2 del’ introduction, puis faisant s =o, il vient 


ESS Pt) = Pag Py a(t)- 
j 


Si l’on opère de la même manière après avoir échangé ¢ et s, on trouve 


(HX) ; ik (2) = >) pie Prs(t)- 
d 


Il n’y a pas lieu d’être surpris de trouver deux expressions différentes des 
mêmes dérivées. Considérons les fonctions P,,(#) comme les éléments d’un 
tableau à double entrée dans lequel 2 indique la ligne et-# la colonne. Dans le 
système (K, ), on peut fixer £; on a ainsi un système d'équations vérifié par les 
fonctions d’une même colonne. Le système (3%, ). pion au contraire à un 
groupement par lignes (**). 

Dans le cas d’un système S, sans états instantanés, les équations (X,) et 
(KK, ) sont toujours exactes et, jointes aux conditions initiales P, 4(+ o) = Oh. ks 
un quelconque de.ces systèmes détermine parfaitement les P,,,,(¢). Dans le cas 
qui nous intéresse cayelemes S, sans états instantanés), bien que nous ayons 


établi l’existence des p, , et la validité des conditions initiales P;,,(+ 0) = On 


la légitimité des dérivations effectuées n’est pas évidente. Celte question a été 


discutée par J. L. Doob [2]. Nous nous contenterons d’énoncer ses résultats : 


l'existence des P,; ,(t) et la validité de (K,;) caractérisent les processus des deux 
premiers types; l'existence des P, ,(t) et la validité de K, caractérisent les pro- 
cessus pour lesquels H(t — ©) est presque sûrement bien défini sur tout l'axe des t. 


2° On peut être surpris, les systèmes (,) et (4X,) ayant l'aspect canonique, 


(18) Rappelons que les rôles respectifs de ces deux systèmes apparaissent plus neltement encore 


_si lon étudie le problème général des processus markoviens (non nécessairement stationnaires ). 


Alors, au lieu de Pz.x(t—s), il faut écrire P,x(s, ¢) (s, instant initial; ¢ instant final). Les deux 
systèmes d'équations donnent alors respectivement les dérivées par rapport à s et par rapport at. 


que la solution du problème de aviv, ne soit pas tonjents bien dé er 


Cela prouve simplement que les théorèmes de Cauchy ne peuvent pass étendre | 
sans précaution aux systèmes d'ordre infini. Il yad’ ailleurs à ce pointde vue 
une différence importante entre les deux systémes d’équations (KH) et (K,), 


provenant de ce que | ES : 
oe ee : ete 


; "À 


Donc, dans chaque équation de (d€,), la somme des coefficients est finie: Si, oe 


de plus, les A, ont une borne supérieure finie À (ce qui implique que le pro- +: 
cessus étudié soit du type fini, donc p,—1}), la méthode de Cauchy s applique i 
sans difficulté et montre que toutes les fonctions P, a(t) sont représentables oe 


par des séries entières majorées Par la série — Brie 


ASE No eo ieee 


- n! À RES cs a a 

| EVER 

32 Supposons toujours A,ZA < + m et rie par P\™ (2) la pue. on % 
que, si H(o) =A, l’état A, soit réalisé à l'instant ¢ après n sauts. Dans le cas a 
fini, on a toujours ‘ 5 
; in ‘ — (n) ry de. 

(ats) i 2 Pax(Z) = Sr L(t). : ; 3 
ap 

De plus, si AnZA< @ et si le passage ds A à Se en n sauts est possible, ilest ¥ 
presque évident que P}”,(£) est positif de zéro à l'infini et a, pour z infiniment Ps 
petit, une valeur principale de la forme c, 44". Dans le cas contraire, PL) est. Se, 
constamment nul (sauf pour ?=o0, sin=0,h=h). | PDT. 
Par suite, a formule (11.7.1) représente, pour t RARES petit, un DURE ae 
pement asymptotique du premier membre, dans lequel le (n+ 1 )ieme terme est “4 
C,«t"+ o(2"). On remarque, en outre, que chaque fonction P,, a(t) est, ou bien = 
constamment nulle, ou bien constamment positive. Nous ne faisons ici que “Na 
mentionner ce théorème, sur lequel nous reviendrons au paragraphe II.8 4 
” a 
4° Siles A; ne sont pas bornés, les résultats arent: ne sont en à général LA 
plus exacts. of peut toutefois faire une Blas Cog sur la fonction A fe as 
SP (= 2 PEAU) | a 

: 2 ‘ ee. 


Vy FM À : ; + 

COTE 
qui est la probabilité que, si H(o)=A, il y ait exactement n sauts avant aa 
l'instant ¢. Un raisonnement analogue à celui fait plus haut (11.4. #2 à propre | 


faisant abstraction des termes nuls. Il est facile de définir d’autres cas où ce ; Ars 


7 vrei de A, (donc N;=0o sik het 1 sik= By, et S; étant la somme de 
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du second saut montre que, dans le cas fini, s’il y a x sauts, la probabilité du 
(n + r)°% reste très petite pour £ très petit, c’est-à-dire que 


SM OISE) (re 0). 


Par suite, la formule 


1e = Ÿ Sin (4) 
fi 1 i ‘ 


donne un développement asymptotique du premier membre, pour ¢ infiniment 
petit. Ce résultat subsiste dans le cas transfini, à cela près qu’au second 
membre la série doit être transfiniment prolongée. Il ne subsiste pas, bien 
entendu, s’il peut exister des points (non connus à l’avance), pour lesquels 
H(t+ 0) n'existe pas. 

Il peut arriver que le résultat, vrai pour la somme S"(&), le soit pour chaque 
terme (c'est-à-dire que le développement (JI.5.1) de P;4(t) ait le caractère 
asymptotique déjà signalé dans le cas où A,<A< æ. Mais, comme nous 
Pavons dit, il n’en est pas toujours ainsi. En tout cas, dans un groupe cyclique, 
le développement considéré ne peut avoir un caractère asymptotique qu’en 


caractère asymptotique n’existe pas. Il serait peut-être plus intéressant, a ss 
défaut de condition nécessaire et suffisante, de définir des cas aussi étendus ) 
que possibles où le développement considéré est sûrement un développement 
asym LONG He: 


11.8. Deux rHÉORÈMES sur Les FONCTIONS P,,;,(t). — 1° Lemme I.8.1. — Sz le eh 
système peut passer de l’état À, à l'état À,, l'instant T où il atteint A, pour la : 
première fois est une variable aléatoire absolument continue, à densité de proba- 
bilité positive de zéro à l’infinx. 


L'état A, ne pouvant pas être réalisé une infinité de fois en un temps fini, on 
peut numéroter les instants TS (v=1, 2, ...,) de ses réalisations successives. 
Nous n’excluons pas le cas où =A; alors TY’ sera l'instant où le système 
revient pour la première fois à l’état A, après l'avoir quitté. S'il n’y a pas » 
réalisations de A,, nous considérerons que T{” est infini. 

On a évidemment 

me Zn; Sy 


N; désignant le nombre des réalisations de l’état A; qui précèdent la première 


N; variables aléatoires indépendantes du type U défini au paragraphe IJ.1. 
Ain. Ee. Norm., (3), LXVIIL. — Fase. 4. - 44 


Le théorème est tout à fait analogue au théorème II.3.2; mais is ici les N, sor 


aléatoires. } ee 
Tout d'abord, l’état initial étant A,, T° est la somme d'un premier ‘termes 


WU et d’une somme partielle non négative et indépendante de ce premier 
terme. Donc cette variable aléatoire dépend d’une loi absolument continue et a 
densité de probabilité positive depuis un certain minimum m jusqu’à à l'infini. 
Il s’agit de montrer que m—o, c'est-à-dire que, quel que soit 7 > 0, on a 


p(r)=Pr pki Cr | 0: 


Désignons par Ÿ.(N) la probabilité conditionnelle de la même inégalité 
quand on connaît les N;. Par hypothèse, le système peut passer de A, à An, £ 
c’est-à-dire qu’il y a une probabilité positive « que, partant de A,, il prenne un 
chemin conduisant à A, et dont la durée de parcours probable ENyun soit finie. 
Pour chacun de ces chemins, d’ après le théorème II.3.2, $,(N) > 0. Donc 


o(r)=E{W(N))>0, int = 3} LR RME 
2° On peut faire une objection au raisonnement qui précède : l'expression d. (N) est-elle sy 
bien une variable aléatoire ? En d’autres termes, sa valeur probable n’est-elle pas l’inté- 
grale d'une fonction non mesurable, c'est-à-dire une expression dépourvue de sens? 
\ Ce serait un progrés important, pour la théorie générale des processus stochastiques, de 
pouvoir arriver, à l’aide d’ un théorème suffisamment général, à éviter d’avoir à examiner 
cette objection dans chaque cas particulier. Il semble que pour nos systèmes S sans états 
stationnaires, on pe risque pas de se trouver en présence de fonctions non mesurables. 
Plus généralement, dans la théorie des probabilités dénombrables, une fonction non aléa- 
k toire, déduite: sans ambiguïté des données, donc nommée, est mesurable si l’on n’a pas t 
introduit dans les données des fonctions non mesurables. Aussi ne reviendrons-nous pas 
dans la suite sur les objections de ce genre. Mais dans le cas qui nous occupe nous allons & LE 
indiquer brièvement un raisonnement qui évite cette objection. da OMAN CY ites 
D'abord, en faisant abstr action des états Fine hea r, on obtient un système 5, pour ig mE 
| é ; “a a 
is lequel il ny a pas de difficult, On en déduit, si à et # sont <r, à Lu Eva est une | oP es 
+ 
variable FA donc les séries infinies ZN; py et Zpy,S;, dans les cas de probebilisé-a œoù 
toutes les deux sont convergentes, représentent aussi des variables aléatoires. Le peut — 
alors déterminer / de manière que | 


re “ 
é ie + x ” > 
puis c de manière que, “ un ; 2 dir ; 
F 7 f = . 
. tes : a 7 
2 ; ‘ Pr{Niypyt+...+ Nu c}< ae ST À ras 
; ( ; ; a | “ 4 bef +, 
On aura alors ve 
\ a ) \ 
; ca net it } 
Pr Na. + Ne Sis jz =) =) es 
11 cho te 
" x 
r ies 
er Le ( : 
\ à f Ex ; 
/ fl + A ES 
4 ue ae fat) i 
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D'autre part, les termes U;, qui interviennent dans les sommes Si. Sy sont indé- 
pendautade N,) Nr, Suis Sue cas il y a donc une probabilité positive 6 qu’ilssoient 


Sian Fri 
tous inférieurs à — , donc que 
20 


HS. + puSi< 5 = (Ni li... Nip). 


Il vient donc finalement 


5 iv 
> Pisce = = 0) C: Q. F. D. 
1 ‘ 


3° Posons o(r)—aF(<), de sorte que F(t) est la fonction de répartition 
conditionnelle de T°, relative au cas où H(o) —h et où cette variable aléatoire 
existe (*°). Désignons de mème par {8 la probabilité de l'existence de TŸ s 
H(o)—#, et, par G(¢) la fonction de répartition de cette variable, si an 
existe. 

Plaçons-nous alors dans le cas ot H(t)=A et désignons par T°, TS, ..., 
les extrémités de gauche des intervalles correspondant aux réalisations succes- 
sives de A;. Toutes les différences T— T, sont indépendantes, et dépendent 
de la même loi, définie par SG(z), de sorte que la probabilité de l’existence de 
T“ est af! et, si cette variable existe, sa fonction de répartition est le produit 
de composition de Volterra-Streltjes 


F,(¢) = F(t) x [GC (%), 


Sous la méme condition, la probabilité qu’une valeur donnée dezappartienne 
» tap 
au n°" intervalle de réalisation de A est alors 


e 


ak et pad eee EG EL GE in—1) 


Si alors A, est réalisé à l'instant ¢, ¢ appartient à un des intervalles de réali- 
sation, dont le rangnne peut être que fini. On en déduit que, pourk ~h 


t 


(11.8.1) PTT =D ag f e-ut-uar,(u), 


c’est-à-dire, symboliquement 
(I1.8.1’) Prr(é)=e tx a F(t) x [1 — BG(t)-”, 


(19) Nous préférons mettre en évidence cette fonction F(t) qui varie de zéro à un. Mais les for- 
mules seraient un peu plus simples en conservant la notation 9(¢) . 


) Nous définisons ce produit par la formule 
‘ P(e GO = [Few acu) f” Shear Gels 
_et nous utiliserons aussi la notation inspirée par celles de Volterra 


: | © [r — BG] = à + > En [GC - 


Paine, ae a at" aR 
eue eu # BG (E)# [i — BG(H}-. Fa) | 


(11.8.2) 


IL nous a paru utile d’indiquer ces formules exactes. Pour la suite, il suffit 
de retenir que ces fonctions sont au moins égales à leurs premiers termes. 


x 


Donc | 


(1E.8.3) ‘ Pratt), 
et, si kA, 
(11.8.4) : Pex (Saf e—kxit-u) dF (u) a e~*' F(z). Ne i thos 5 ay 
F4 , 0 P 4 ; ; | j F 
hee Tutoreme IL.8.1. — Chacune des fonctions P, a(t) est, ou bien nulle de zéro 
|{inelus) à l'infini, ou bien positive de zéro (exclu, sauf si À — =k) a Pinfint. | 


See 
Si en effet 4 <h et «a — 0, le passage de A, à A; est impossible; Pe a(t) est A Re: 
toujours nul. ER 

Sia > o, il résulte du ou 11.8. 1 que F(z) est positif pour tout t>o oe ë \ #2 
par suite de(II.8.4) que P,;(#) est positif. P,, »(t) l'est aussi, d’après (1.8.3) 


mn 


Nous verrons au chapitre III que ce théorème reste vrai pour le cinquième PR 
type et pour le sixième. Pour I’ instant il n "est t établi qne pour les systèmes sans. * a 
états instantanés. : | QUE ~ > 


Be Tutoréme 11.8.2. — Méme pour les systémes à états instantanés, pourvu que <a 

les fonctions P,, 10) sovent mesurables, elles tendent, pour t tnfine, vers des "es 

limites Pre È 4 Ex ae 
_ Choisissons arbitrairement un nombre positif 7. La suite des H(nz)e est une * 
chaine stationnaire de Markoff. Il résulte alors du paragraphe I. 5.7° que, pure 1% 


| n entier, ; me \ f sea LS < % : 


+ (IL.8.5) . nay à Paa(ne) = Pi (nt) + PR (ae), MAUR MES 


le premier terme, considéré comme fonction de t= nz, étant une fonction dE 


. périodique de ii multiple de + et le second tendant vers zéro VE BY if 
n infini. | | : ae “ry 
Utilisons maintenant un thecreme de J. L. Doob [ate d'après PSEA siles a 


4 


fonctions P,,,(t) sont toutes mesurables, elles sont continues pour tout? >0.. oe i 
Il résulte d’ailleurs de son raisonnement que la continuité est uniforme dans + ae 


tout DURE (os 00) es > 0) En) 


v 


2 


- 


~ fe 


L 


= 
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- Utilisons, d’autre part, une idée de N. Kryloff et N. Bogoliouboff [4], en 


“appliquant la formule de décomposition (11.8.5) pour deux valeurs +! et cde + 
dont le rapport soit irrationnel; nous écrirons alors P'# et P’ (¢=1,2)au lieu 
de P!. Nous pouvons choisir deux suites it, }et{t} de nombres indéfiniment 
croissants, respectivement multiples de +’ et 7” et tels que ¢,— t, tende vers 
zéro. Il en est alors de même de 


et par suite de 


Pret) — Pret), PAR (th), PLR (tr), 


Pre (ln) — Palen), 


ce qui n’est manifestement possible que si ces deux fonctions sont constantes et 
égales. 


Il résulte alors de la formule (11.8.5) que, quel que soit +, P; (nt) tend 


vers une constante P, ; indépendante de +. La fonction P,,.(t) étant uniformé- 
. ment continue, tend vers la même constante quand augmente indéfiniment 


d’une manière quelconque, CL OF 


"10.9. — PROPRIÉTÉS PRESQUE stres DE H(z). — On remarquera que ces propriétés 
vont être obtenues indépendamment de celles des fonctions P; ,(¢) qui viennent 


… d’être établies. Le point de départ est la notion bien claire de la probabilité 


a = nx que le système, partant de A,, atteigne A; en un temps fini T,". Il n’est 


la borne inférieure des valeurs possibles de T,“’ [ce qui d’ailleurs se déduit © 


même pas nécessaire de savoir que « >> o entraîne P,,;(t) >o dès que dépasse 


- bien simplement de (11.8.4)]. 


à 


Cette probabilité étant définie, la notion de groupe et celles de groupe final, . 


semi-final ou de passage se définissent exactement comme dans le cas des 
* chaines. La démonstration du théorème 1.3.1 et la définition des groupes ergo- 
 diques subsistent aussi sans changement. Il en est de même du théorème 1.3.2 
de ses extensions (loi des écarts, loi du logarithme itéré), du retour aux proba- 
_ bilités de passage (§ 1.4. 1°) qui montre simplement l’existence d’une limite en 
moyenne (ici, pour £ infini), et de la distinction entre les groupes faiblement et 


s 


fortement ergodiques, à cela près qu'il faut prendre comme point de départ, 
non le nombre probable c, des réalisations d’un état A, entre deux réalisations 


consécutives d’un état A, pris comme dénominateur commun, mais le temps 


probable c,y,, passé dans cet état. Le système sera fortement ergodique si la 
"série Xc,w, est convergente et faiblement ergodique si elle est divergente. La 
série Lc, elle-même ne peut d’ailleurs être convergente que dans le cas fini. 


; Placons-nous dans ce cas. La série Zc, peut aussi bien étre convergente que 


même indice final, même si les autres ne sont pas mesurables. Rappelons d’ailleurs que, si Ax est 
fini, la continuité de P,,4(4) est évidente. On a en effet 


“ 


[Pax(t +e) = Pa,e(t) [21 — eh, 


Si Ax est fini, on déduit aisément le même résultat des remarques du II.6.2°, 


MEN, 
à 
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divergente et, dans chacun de ces gas, on peut réaliser le cas voulu pour Ze, Pn 


pe 
« 
| 
ee 
A 
” 


Se Lee 


en choisissant convenablement les u,. Prenons par exemple C= 1) RER La rare, 


chaine des indices H, successivement réalisés sera fortement ergodique, BCE 
Pr{H,—#} aura, pour 7 infini, si le groupe n’est pas cyclique, une limite posi , > 
tive indépendante de l’état initial. Mais le système restera plus longtemps dans 
les états d'indices élevés, et il en résultera qu'il deviendra faiblement ergodique = 
et que P,,,(¢) tend vers zéro pour ¢ infini. Le contraire a lieu si l’on prend par 


0 ou 


exemple c,= = 5 (#2). paige = à 3 
Considérons maintenant un processus qui ne soit pas du type fini et suppo- 
sons, pour simplifier, le système réduit à un groupe ergodique unique. Le 
nombre probable total des changements d'états qui séparent deux réalisations 
consécutives de À, est alors nécessairement infini (puisque, dans des cas de 
probabilité positive, il y a au moins un point de discontinuité non isolé): La ak Ge 
série Le, est donc toujours divergente. Mais la série Xc,p,, est convergenteou 
divergente, suivant les cas. On | peut aisément former des exemples de ces deux any 
. posibilitad; eae | | na” 
Attirons maintenant l'attention sur une circonstance spéciale relative au cas 
transfini : l'extension de la notion de groupe liée au prolongement transfini de la 
chaîne des H,. Un exemple fera bien comprendre ce phénomène. coy 


Supposons que les états A, soient répartis en groupes de passage G, nécessairement 
_ parcourus dans l’ordre des v croissants, le premier élément de chaque groupe élant imposé ' 
et la durée probable m, de la traversée de chaque G, étant finie. Si Xm, est fini, v ‘ 
augmente indéfiniment en un temps fini; supposons qu’à ce moment il y ait une probabilité 
a, que le système revienne au premier état de G,, avec &, > 0 et Êx,— 1. Cette possibilité 
de retour a Gy fait que maintenant tous les G, vont former un groupe unique, fortement 
eae ry 


\ L : ‘ a 


D'une manière générale, il peut arriver que certains passages d’un étataun 
autre, qui ne sont pas possibles s ‘il n° y a qu'un nombre fini d’intermédiaires, RE 
le Dan par le prolongement transfini de la chaine des H, et la définition KA 

des groupes se trouve modifiée en conséquence. Dans l’exemple précédent, et STE 
toutes les fois que, après un point d’accumulation de sauts, on ne peut que La 


choisir le nouvel état (H,, ou H,,, ..,) parmi les états antérieurs, et parcourir HIER 
à nouveau la même suite d'états, toutes les différences Th, — Th, auront la 
même valeur probable, et il est presque sur que T,, augmente indéfiniment wl, 
avec n. L'énumération transfinie des indices sera alors bornée à w?. Pour 
dépasser w?, il faut de nouveaux états toujours renouvelés; si l’on considèrela | 
(22) Nous hésilons à proposer de nouvelles définitions. Peut-être pourrait-on conserver pour a ae 7 


= chaînes la terminologie du chapitre I, et, pour les systèmes faiblement ergodiques dans le temps, LE 
. adopter l'expression de systèmes dissipatifs proposée Soe F. G. Foster [1], « et déjà mentionnée plus _ teat “at 
haut (note du § 1.3. 4°). her 

à. = Le +. Fo ve 
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suite des états fictifs réalisés aux instants Thaw, et dont chacun détermine la loi 


dont dépend le choix de H(T,, +0), certaines répétitions ne sont pas exclues: 
mais il faut que la fuite vers un nouvel infini soit possible; autrement dit, que 
l’ensemble de ces états fictifs ne constitue pas un groupe ergodique. Sous des 
conditions analogues les indices utilisés pour l’énumération des états successifs 


du système pourront atteindre et dépasser tous les nombres transfinis précé- 


dant le nombre transfini y qu'on aura choisi comme limite, qui peut être choisi 
arbitrairement dans la seconde classe. Il est en tout cas essentiel qu'aucun 
état ne soit réalisé une infinité de fois avant que ce nombre vy soit atteint. Il 
dépendra alors du choix des 11; que tous les indices précédant v soient atteints 
en un temps presque sûrement fini. — | 

Remarquons que, quel que grand que soit v, cela n'empêche pas que tous ces 
états peuvent former un groupe unique. Ce sera le cas, par exemple, si tous les 
états d’indices y< vy se succèdent dans l’ordre des indices croissants, à cela 


près que chaque état A, donne une probabilité très faible «, au retour à Ay. Si 


la somme de tous les «, est finie, l’ensemble forme un groupe non ergodique;, 
après un nombre plus ou moins grand de retours à A,, la fuite vers y finira par 
se produire. 


11.10. Exemerrs. — Les trois premiers exemples n’ont pas d'autre but que de rappeler des 
exemples concrets de types de processus bien connus depuis le Mémoire de J. L. Doob [2]. 


ca Pewee tn, DEC Eh Za;< 00, Zur < ©. 


Alors le système atteint en un temps fini un état fictif A,,, après lequel on définit par des 
coefficients py, un nouvel état initial. Si tous les a, sont nuls (ce qui, si de plus p,o—1, 
donne l’exemple le plus simple de processus du type transfini), on a 


o h 
E { Tew — To i => [tn SD Pot: 
0 okt) 


ap Phish 1— da Zd,< ©, UE, 


tous les autres p,x sont nuls. A l’instant où le système quitte l’état Az, il y a alors une 
probabilité a, que H(£+ 0) ne soit pas défini. Cela n’est possible que d'une seule manière : 
le passage à l’état fictif A.,, à partir duquel les autres états seront parcourus dans l'ordre 
des indices décroissants, jusqu’au retour suivant à A... 


Remarques. — Le fait qu'il n’y ait qu'un chemin pour revenir de l'infini, donc qu’une 
manière d'échapper à ce que H(£+ 0) ait une valeur déterminée, fait que le processus est 
bien défini par les p;,r et les 2». Il est facile de donner d’autres exemples de cette circons- 
tance. En dehors des exemples de cette nature, ou du type fini, la donnée des A, et des 
Pn,k ne suffit jamais à déterminer un processus. As | us 

Si Zu, = ©, et au moins un 4,>> 0, les données sont incompatibles, La seconde condition 
implique la “possibilité du passage à un état fictif A4, d’où le système ne pourrait plus 
revenir en un temps fini. Il devrait être prévu comme état possible. 

Si l’on modifie l'exemple précédent, en prenant par exemple py.9,;—=1— 4<1, tous les 


‘ autres p,,, nuls, il y aurait deux chemins pour revenir der infini: iln Ps: a pas d’ 
Se x" bilité. Au contraire, une donnée supplémentaire est nécessaire, pour définir les con 
du choix entre ces deux chemins. . | RS 


int LG 4 


. : : . 

ake 3% Ao, +1, 12, ...3 panu=t1, tous les autres py,x nuls; Ep < oo. H(t) devient — 

x CNE infini en un temps fini et | passe instantanément de + © à —oo. À cet instant, onaun — 

DO nouveau type de discontinuité; ni H(£— 0), ni H(¢+ 0), n’existent. On peut modifier cet 

Lee exemple et rendre possible, soit le passage de +'o a une valeur finie, soit celui d'une 

ro ER” valeur finie à — ©. On peut ainsi réaliser toutes les combinaisons théoriquement prévisibles F 

iG entre les divers types de singularités possibles pour H (¢). | L ‘TU 
te 2 - . i Tr, a 

Beat, 4° Exemple de processus du quatrième type. — Établissons une correspondance bi 

Ù : More À à ¥ ; (a 

biunivoque 7,= f(A) entre les états A, et les nombres rationnels 7,3 %,=@(7n), "ae 


o(r+1)=9(r); 9(7)=0 pour r irrationnel. Aux r,>xr et eet I corres- OS 
pondent des x, de somme finie S. Enfin, les A; se succèdent dans l’ordre des r, | y 


croissants, la rapidité de l’évolution étant seule aléatoire. Alors SH] est 74 

une fonction continue, non décroissante: à chaque r; correspond un arrêtde — 

durée probable yj; aucun temps d’arrét n’est réservé à l’ensemble des nombres 

irrationnels. Ils correspondent à des points de discontinuité, pour chacun ie 

desquels ni H(t—o), niH(t¢+-0) n existent, et qui forment, surl’axe dest, 
un ensemble de mesure nulle. | Paki se | ETC is 
| a 


é 


Il y a dans cet exemple une sorte de périodicité moyenne. Le temps probable pour que iy eg 
fIH(4)] augmente d'une unité est toujours S, et les écarts relatifs à à prévoir sont d'autant ne 


AS 
x 


plus faibles que le plus g grand des =. est plus petit. a x 

Tee 

On pourrait ralentir le processus en réservant du temps aux valeurs irrationnelles, qui L ne 
pourraient par exemple être parcourues avec une vitesse constante donnée. Le aes 8 pis So # 
serait encore markovien et stationnaire. Mais on ne pourrait Ba; considérer comme fictifs os 

_ les états corr cepondant aux Fer irrationnelles der; il nes 'agirait plus d'un système Bn. Tu ‘a 

4 | \ | ah 
Be Autre exemple. — Cet exemple différera essentiellement du sd A 

précé ent, a 


Li 


| parce qu'un même état fictif À,, sera réalisé une infinité non dénombrable der: 
~ fois. Il est défini par 


i à SRE 


à 


6 i Phat i> 0; na Pow =!t, 2a,== eo (ee 1, 2, eat 7 +4 
\ | LE F Le +4 1e 
AR et Me plus “i Ye | SUS PL was BS 
“en (0.10.1) Sor Suva aici [ri RE ARE nan PMR 
te Ata Deven Darren rentes pie | 


MERS | x , dé ia 
HET 104 


[done p(o)=1t]. La divergence de Xa, semble exclure fs possibilité pour Ja" : ‘4 


à système de quitter Pétat Aw. Nous allons voir que, grâce à la dernière condition, mae» 
il n’en est rien. ra Ke 
Faisant d’abord abstraction de toute considération ee plaçons sur a 
UNS 


l'axe des ¢ des intervalles qui indiqueront l’ordre de succession des différents as a 
états, l'intervalle Le correspondant à à. la vième réalisation ae An aprés un intervalle — 


des temps, on déduit aisément de la loi forte des grands nombres que 
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initial I’. Nous pouvons placer neopets les I’, puis, par des interpolations suc- 
cessives, placer les I”, puis les I’, et ainsi de suite. Pour chaqueindiceh, nous 
commencerons par placer Ij,’ entre I” et I,’,; puis nous effectuerons un tirage au 
sort pour savoir si cet intervalle I‘”’ doit être suivi par une réalisationde A,_, ou 
par un retour à À,,; dans ce dernier cas, I” sera placé entre I et I!" ; dans le 
premier cas, il sera placé à droite de I‘, et éventuellement de tous les autres 
intervalles (1,”,, ...) qui précéderaient [Ÿ,, mais à gauche de ce dernier 
intervalle. Dans las deux cas, on procédera à un nouveau tirage au sort pour 
savoir si I,” est immédiatement suivi d’un I”, ou s’il faut placer d’abord 1’; et 
ainsi de suite. Si pour chacun de ces tirages au sort on donne respectivement à 
ces deux éventualités les probabilités 1 — a, et a, et qu’on recommence pour 
toutes les valeurs de À rangées dans l’ordre naturel, il est bien clair qu’au point 
de vue de l’ordre de succession, on aura réalisé le schéma défini par les ps 4. 
D'ailleurs, puisqueËa,;=— 0, doncg(c )= oo, deux intervalles I|” et [finiront 
toujours par être séparés par une infinité d’intervalles, de sorte que, si on ne 
laisse aucun vide entre les intervalles placés, l’axe des ¢ sera constitué par des 
intervalles dans chacun desquels H(t) ne peut que décroitre, l’ensemble complé- 
mentaire E,, étant un ensemble parfait discontinu. 

Sans changer l’ordre ainsi obtenu, nous pouvons réaliser l’image moyenne de 
l’évolution qu’il définit en donnant à chaque intervalle I}? la longueur 1, et à 
E, une mesure nulle, c’est-à-dire que l’origine de chaque 1} aura exactement 
pour abscisse la longueur totale des intervalles analogues qui le précèdent. Il 
faut bien entendu que cette longueur totale soit finie. Cela résulte de ce que, 
entre les origines del} et I)’, parexemple, il y a, outre le premier de ces inter- 
valles, N, intervalles I” N, intervalles 1}, et ainsi de suite. Or, E{N,}=o(h) 
(la vérification par récurrence est immédiate). La distance qui sépare les deux 
points considérés a donc pour valeur probable l'expression (II.10.1), que 
nous avons supposé finie. Elle est donc elle-même finie. 

Naturellement, ce que nous venons de définir n’est que l’image moyenne de 
l’évolution. Il reste à faire les expériences qui déterminerontles durées p,Ui 


_ des séjours représentés sur cette image moyenne par les intervalles I;’. Mais la 
conclusion qui précède subsiste pour le mouvement réel (d’après le théorème 


IL.3.1). Nous avons donc bien défini un processus pour lequel l’état A, est 
réalisé pour les points d’un ensemble E, parfait discontinu, et de mesure 


nulle. 


6° Remarques. — Considérant toujours exemple précédent, nous pouvons 
définir sur E, un paramètre 7 continu et constamment croissant. Si en effet 
N’, désigne le nombre des I compris entre deux points donnés z, et #, de l’axe 


90h) 
a presque stirement, pour A infini, une limite positive; c’est cette limite qui sera 
Ann. Ec. ‘Norm., (3), LXVIII. — Fase. 4. 45 


la variation t,— 7, de rentre ces deux Dont la durée de parcours. de ces ; 

intervalles étant d'ailleurs pour /-infini un infiniment petit presque sûrement | 

équivalent à N,pm, done a(t2— 71) png (A), on peut dire que cette variationde = 

<= mesure le temps consacré, à l’intérieur de l'intervalle Cu ty); aes états 
d’indices élevés. ; 

Cette définition de + ayant un caractère stationnaire, il est bien clair que, si 
l’on prend + comme variable, le processus reste markovien et stationnaire; 44 
t= X(7) est alors une fonction aléatoire constamment croissante, ne croissant : 
que par sauts, dépendant d’un processus additif et stationnaire. C’est un type 
de processus bien connu. On sait qu'il eu être défini par une formule du type 


\ +" 


LA 


(IL.10.2) log E { e#*) } = of - (e"—1) dE (u), See a 
dort So Ee 
la fonction F (uw) étant non décroissante, et infinie négative pouuru=0o. | ‘a 

Une formule analogue, mais aver une autre fonction F(w), s nine aussi 2 
à l’image moyenne du mouvement. 


tot uons d’autre part que si, au lieu det = X ery on à prend t=ct+X (<), Le 
l’ensemble E, sera maintenant de mesure positive; A, ne sera plus un état “a 
fictif et le processus devra être rattaché au cinquième type. | . > 

Ces remarques sont susceptibles de généralisation. Toutes les fois qu'il 6080 
existe un état instantané A,, susceptible d’être réalisé sur un ensemble parfait = 
discontinu, on peut définir sur cet ensemble un paramètre z, et le temps X(+) 
consacré aux états autres que A,, est une fonction aléatoire du type (IL.10.2). — | 
Posant alors t= cz + X(t), on obtient une famille de processus associés, dont. fee 2 
un seul (obtenu DOUCE 0) est du quatrième type; les autres sont du ANS Me 
type. x uP 


_ Nous reviendrons a loin, à propos des processus du cinquiéme type, sur ae 
_ les processus du quatriéme tris ayant au plus une infinité dénombrable d’états a 


| fictifs. Par contre si, comme dans I’ exemple du 4° ci-dessus, il y a une infinité | i 
non dénombrable d’ états fictifs, réalisés dans leur ensemble sur un ensemble 
parfait discontinu E, et si chacun d'eux est réalisé au plus une infinité “>> 
‘ dénombrable de fois, E doit être de mesure nulle, et le processus ne peut pas sut ee 


être associé à des processus du cinquième type. On peut encore définirsurEun 
paramètre 7, et étudier :— X(+) en fonction det. Mais le caractère stationnaire = 
des accroissements de X (7) disparait et, si dans l'exemple rappelé ci-dessus le 

caractère additif se conserve, il n’en sera pas toujours ainsi, car onnesaura 


pas toujours à l’avance quel état fictif associer à une valeur donnée des. , ors. 


7 

We ie Esousse D'UNE THÉORIE GÉNÉRALE DES érats ricrirs. — Les remarques qui 
suivent ne sont qu’une esquisse, au cours de laquelle nous ferons quelques 
hypothéses qui semblent raisonnables, sans démontrer (ce dont nous pouvons NS 


seulement dire que cela nous semble exact) qu ‘elles résultent nécessairement pees 


\ 
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Sa TS at Aa PS. 
. ts ne “ ’ fs ned ‘ 


f= 
b » fr: 


> ae 


ne 


a : SYSTEMES MARKOVIENS ET STATIONNAIRES. 369 


de celles sur lesquelles repose la définition des processus markoviens. Tout 
d'abord, nous admettrons qu’on peut raisonner sur un état fictif comme sur un 
état réellement possible. En d’autres termes si, à un certain instant t, 
H (¢— 0)[ou H (t+ 0)] n’a pas une valeur bien définie, nous considérerons que 
le système est à l’instant t— o (ou ¢ + 0) dans un état fictif A, (ou A;), et qu’on 
peut parler des fonctions P, ,(¢) et Py ,(¢) aussi bien que des fonctions Pi x(t). 
Alors n est une fonction non aléatoire du passé immédiat; sa connaissance 
résume tout ce qui reste du passé. Une expérience faite à l’instant ¢ lui-même 
définit le passage de n à €, et la connaissance de € définit les conditions initiales 
de l’évolution ultérieure. Ainsi, il y a une transition en trois étapes (passages 
du passé ay, de n à £, de € à l’avenir) et, en précisant les lois de ces passages, 
on peut à première vue espérer compléter les renseignements déduits des px 
et des À; et obtenir dans tous les cas une définition infinitésimale du processus. 
A priori cela n’est pas absurde, puisque, quelque petit que soit + > o, la con- 
naissance de tous les P, (4) pour oC t< = suffit à définir le processus. Mais 
on n'arrive pas à des résultats aussi simples et précis que dans le cas fini, où la 
donnée des p,,+ et des À, est suffisante. 
Occupons-nous d’abord de la première étape : le passage du passé à la 
valeur n de H(¢—o). En raison du caractère markovien du processus, il suffit 


< . . I . 
de connaître, par exemple, la suite des H(t— —); la connaissance de chacun 


de ces nombres rend inutile la connaissance de ceux qui les précèdent. On peut 
grouper les suites possibles en classes, deux suites appartenant à une même 
classe si et seulement si elles coincident à partir d’un certain moment; 7 a 
nécessairement la même valeur pour toutes les suites d’une même classe. 

Mais ce n’est pas une fonction quelconque des classes ainsi définies. Nous 
admettrons qu’elle a nécessairement le caractère de fonction P-mesurable (la 
lettre P indiquant que la mesure est la probabilité de la réalisation des suites 
considérées). Des propriétés connues des fonctions mesurables résultent alors 
quelques conséquences importantes qu’un exemple fera bien comprendre. 

Supposons que chaque état A, ait deux formes possibles À, et A;, de même 
durée probable ,; Eu, <æ et py,n+1 1, de sorte que A —H(4) devient infini 
en un temps fini; quand le système passe de A, à Ansty l'indice supérieur a une 
probabilité &, de varier. Si alors La <Co, cet indice a presque sûrement une 
valeur finale déterminée et l’on peut distinguer deux états fictifs AY, et A. 
Si Zaz(t —a;,)<00, on est aisément ramené au cas précédent. Mais si Za,(1—a;)—, 
une fonction mesurable de la suite des indices ne peut être qu'une constante, 
et il n’est plus possible de distinguer deux états fictifs A, et A4. Cela est d’ail- 


leurs lié au fait que les indices associés à deux valeurs de / suffisamment 


éloignées l’une de l’autre sont presque indépendants. Donc, quelque grand que 


soit A, l'indice supérieur associé à A; finira par être oublié. Il ne reste alors 


aucun souvenir du passé permettant, à l'instant où H(¢) devient infini, de 


5 distinguer deux états fictifs. Bien entendu, ce dernier raisonnement ne devient 
rigoureux qu en vertu de l'hypothèse de mesurabilité indiquée ci- -dessus. _ 
D'une manière générale, on déduit de cette hypothèse que la durée acciden- 


tellement plus ou moins grande du séjour dans ses états successifs ne peut. : re 
avoir aucune influence. On peut alors faire abstraction des valeurs effectives de = 4 
tet ne tenir compte que du temps moyen u nécessaire à ‘évolution considérée. ed 
Si alors on pose H(t) = K(u), 4 apparaitra comme une fonction de la suite des << 
K(u—:) (ou d’autres suites analogues, = = pouvant étre remplacé par une J a 
| re 

autre fonction de n qui tende vers zéro |. On est ainsi conduit à considérer >: 4 PR 
l’espace des A, comme une fermeture à droite del’ espace des An ied unetopo- ‘1 
logie où un état A, serait considéré comme vorsin de À, et à sa droite si le ae 
système peut passer de À; à A; en un temps moyen trés petit, donc en un temps. Le 
réel très petit en probabilité. De même, |’ ee: des A; serait une fermeture ot me 
à Frs | RE 
‘élimination du temps réel pour la dsinidion de A, n’épuise pas les consé- LAS . 
ee du caractère mesurable de n. Il faut que y soit une fonction P-mesu- 
rable de la suite des K (u — a): La détermination de cette suite comporte en. ge : 4 
général un certain nombre de choix, donc de bifurcations. Si ces choix sont — & 
rendus définitifs par l’exclusion de toute communication entre les différents | 
chemins possibles, ou si du moins ces communications sont assez peu probables : aa 
ee que le choix relatif à chaque K(u— :) ait une influence ne tendant pas me a 
vers zéro avec — : sur les probabilités relatives aK(u— 5) G85), sit peut yavoir . 
plusieurs états fictifs; il peut méme y en avoir une infinité non dénombrable. mae À 
Si, au contraire, cette inthiterree tend vers zéro, il ne ab y avoir qu’ un état pen, » 
fictif. AE À x MA: 
Des remarques analogues, avec naturellement dre PT aies au aes 
fait que les processus considérés ne sont en général pas réversibles, s ‘appliquent | ee 
à l'ensemble des Az. Il s’agit ensuite de définir, dans cet espace, une loi de pro- PA Mg 
_babilité qui dépende de n, la seule restriction étant l'exclusion des s fonctions , 
. non mesurables. Tout cela ne semble pas permettre une définition constructive bar 
| générale et simple, comparable à celle relative au cas fini. Faisons seulement : 14 

_ quelques remarques. GR A FPS A ENT PE 2 
2° Donnons d’abord un nouvel exemple de cas où l'ensemble des A, n’est À a 


Max|P 
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pas dénombrable; mais au lieu que ces états soient tous réalisés dans un ordre 
déterminé, il n’y aura que des réalisations isolées dont chacune comporte un 
choix (?*). 

Considérons à cet effet un ensemble d'états A,, (A entier, r rationnel ); 
h=H(t) suivra le processus simple défini par pj 411, Eu Co. A chaque 
variation de h, r, augmentera d’une quantité rationnelle o;; les 5; seront indé- 
pendants, et la série Xo, presque sûrement convergente, sa somme dépendant 


d’une loi continue (on peut, par exemple, prendre 5, —=+ 53 les valeurs pos- 


sibles de la somme varient alors de — à +). Il y a alors une infinité non 
dénombrable d’états fictifs A,— A, #, R étant un nombre réel quelconque. 

, On peut faire une hypothèse analogue pour le retour de l'infini. Le système 

n reviendrait de À_,, x, (R’ étant choisi d'après une loi fonction de R; la plus simple 

est sans doute R'— R; dans ce cas il n’y a pas lieu de distinguer A, et A;). Mais 

on peut aussi supposer qu'à chaque / négatif ne corresponde qu'un état À _;, le 

» second indice n’intervenant que si 40. Alors il n’y a qu’un A: et, bien qu’il 

| y ait une infinité de A, possibles, il devient inutile de les distinguer. On peut 

‘aussi supprimer les indices négatifs et se donner, pour le choix de l’état A, 

qui succédera à A, x, une loi qui dépende de R d’une manière quelconque. On 

. voit ainsi qu'un processus de type transfini peut comporter l'existence d’une 

infinité non dénombrable d’états fictifs A,, et la nécessité d'introduire pour sa 

définition des coefficients p, qui dépendent du paramètre continu R. 


3 Dans le cas transfini, on peut numéroter les points de discontinuité et 
L parler de H(T,,— 0), H(T,,—o) ou H(T,:—o), par exemple, comme de 
: variables aléatoires ayant chacune une certaine loi de probabilité dans l’espace 
des A,. La même remarque s'applique si, comme dans l'exemple précédent, on 
peut numéroter les points de discontinuité autres que des sauts. Mais dans 
d’autres cas, et notamment dans tous ceux du quatrième type, cette numéro- 
tation n’est pas possible. On ne peut donc qu’introduire a priori, comme nous 
* l'avons fait, la notion d’un état fictif défini par la succession de ceux qui le 
- précèdent ou par une suite partielle extraite de cette succession. 


4 Terminons ces remarques en indiquant la relation évidente entre les 
états A, et les fonctions P, (4). Compte tenu toujours du caractère mesurable 


denetdem>o,ona 


P;,4(€) ES ue Parle 


(24) Remarquons d’ailleurs qu'on peut modifier l'exemple 11.10.4° en introduisant des sauts dans 
la variation de r; ils peuvent être vers la droite ou vers la gauche et leur probabilité peut être 
répartie comme on veut entre les r rationnels et les valeurs irrationnelles de 7. 


à a {Rn} désignant les indices dé suite d états dont ne est la limite à 


4 


| Ais 
4 sens de ia topologie définie au 1°) et 2 

bre à 

agg | ¢ he Pl ce Pax(t): # r, Lt dis , 
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Si l'on pose alors p,—Xp4x, on peut caractériser le cas transhnt par 
l’ensemble des conditions. 
AR RE ER 


pour tous les indices d'états réels ou fctifs. Ces formules montrent bent que Ke 
cela a un sens de parler des probabilités évaluées à l’instant où un état fictif est. “Sy 
ae et qu’il y avait intérêt à se rendre compte des difficultés que présente XS 
‘étude directe des états fictifs et la définition des processus par leur inter- oe $ 
are - : : : ae SA 
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SYSTÈMES A ETATS INSTANTANES. 


Ill.1. UN Lemme DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES (lemme de Baire). — Si la 
réunion d'au plus une infinité dénombrable d'ensembles E,, recouvre entièrement 
un ensemble compact &, on peut trouver au moins un E, et un ensemble pane cs é 
intérieur à &, tel ke la SOUS E, de E, recouvre Dh. ; ACT Te ye rk Lie 


Si, en effet, E, ne recouvre pas 6, on “peut trouver he & un ensemble — | 
ouvertE, dont la ie soit extérieure à By. Si En ‘est pas recouvert par ies iene 


on peut y trouver un ensemble ouvert E, dont la fermeture soit extérieure a LIT ; 
et ainsi de suite. Tous les E, ont au moins un point commun, quin appartient = 


ainsi à aucun E,, donc à aucun E,,. Cela est en contradiction avec l'hypothèse — 
_que tout point de & soit recouvert par au moins un E,. Cette hypothèse — se 


_ implique donc que, pour au moins un 7 E,_, soit recouvert par E, et puisse © 
être pris pour Dn; mS | | és MS meee 


rie 
è * “ Lie u 


+ 


RE NE — ‘La réunion des RACE 0 tels que D, est partout dense dane a 


(cela résulte évidemment de ce que le lemme s'applique à tout pr 
“compact intérieure à &). | ns) 


Dans la suite, ce lemme 0 ne sera à appliqué qu'au cas où & est un segment me 
l'axe des tei. 
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peut être réalisé sur un ensemble E, de mesure positive. Supposons d’abord 
qu’il n’y en ait qu'un, soit Ay. Soit + la mesure de la partie de E intérieure à 


FEV à es Serger? | = 
(0, ¢). On sait que, sauf sur un ensemble de mesure nulle, la dérivée aa existe 


et est égale à un sur E, et est nulle en dehors de Ey. En ne considérant que la 
dérivée à droite, cela veut dire que, sauf pour un ensemble e, de mesure nulle, 
un point ¢ choisi sur E, a la propriété suivante : la mesure de la portion de E, 


intérieure (¢, ¢-+-w) est, quand u tend vers zéro, de la forme u —o(u). 
Or la valeur probable de cette mesure est 


f Peo cya. 


Done P,,(£) tend en moyenne vers 1 quand ¢ tend vers zéro. D’après un théo- 
rème de J. L. Doob [1] déjà rappelé plus haut, si les fonctions P, ,(¢) sont mesu- 
_rables, elles sont continues pour tout ¢ positif. Si elles le sont aussi pour =o, 
il résulte de la remarque précédente que P,.(-+0)=1. Il y a lieu de se 
demander si cette conclusion n’est pas toujours exacte pour le cinquième type. 


2° Montrons maintenant que : E, est un ensemble parfait discontinu et = croit 
constamment sur cet ensemble. 

Observons à cet effet que, si E, est connu jusqu'à un certain point ¢ (par 
exemple celui où 7 atteint pour la première fois une valeur donnée), la prone 
bilité que ce point appartienne à e, est nulle. Dé même, la probabilité qu’un 
intervalle donné comprenne des points de E, et que tous ces points appartiennent 
à e,, est nulle. Il est, par suite, aussi presque impossible que, parmi l’ensemble 
des intervalles à extrémités rationnelles, il y en ait un seul qui ait cette propriété. 

‘Done la portion de E, intérieure à un intervalle (ouvert) quelconque, est, soit 
vide, soit de mesure positive (puisqu'il en est ainsi s’il y a un point de E, 
n’appartenant pas LITE En d’autres termes encore, 7 est constamment croissant 
sur E,. 
La fermeture E, de E, est nee un ensemble parfait discontinu, et E, ne peut 
différer de E, que par un ensemble de mesure nulle. Rien n’empéche sans doute 
d'imaginer un état instantané A’, qui serait réalisé sur un ensemble de mesure 


nulle, E,, sous-ensemble de E,. Mais ce serait un état fictif, qui n’aurait aucune 


chance d’être réalisé pour une valeur donnée de ¢. Il n’y a aucune raison de 
l’introduire. Il n’est donc pas nécessaire de distinguer E, et E,, ce qui achève 
la démonstration du résultat énoncé. 


3° Désignons par 9=t —z = X(t) lalongueur totale des intervalles extérieurs 
à E, compris entre les points o et + de cet ensemble. Dans ce qui suit, nous 
pouvons indifféremment raisonner sur 9, ou bien sur sa valeur moyenne 


0 = X(7) (durée phase de la succession d'états dont 0 est la durée réelle; 


; 


elle reste aléatoire puisqu’c on ne sait pas à I’ avance “quels seront ces xs états). Ce: 


| ; fonctions sont manifestement additives, à accroissements stationnaires [Le est-à- Hi. J 
D dire que la loi dont dépend X(+ +) — X(t) ne dépend que de c], et constam- Sam 
oe ment CURE UTE Comme nous l'avons dit plus haut, on a alors Se AY 
a | 
en | | logE {e#X9} = ee —1) dN(w), eS ee 


LA 
à. 
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Pre 


N(u) désignant une fonction non décroissante, telle que | es 


a 
“ 


| : *. u < . ect Zhe 
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Comme elle n’est définie qu'à une constante pres, on peut supposer 


“ 
a 


TA T 


N(« )= 0; c|N(w)| est alors le nombre probable des sauts supérieurs à u sur 4 
un segment de longueur c de l’axe des 7; © eH dire des intervalles extérieurs — a 
àE, etde (rene > wu entre deux points t et 7-+¢ de E,. Leur nombre réel ex “M 
est évidemment une variable de Poisson ; sa Loi Fa bien définie par cette valeur DT 
probable. | | | ee 
Les mêmes résultats s'appliquent ena GE à 0— X(t), N(w) dover seu- 3 20 
lement être remplacé par une autre fonction N(u). Il y a d’ailleurs une diffe- 15 À de 
rence importante entre les deux representations analogues ainsi obtenues. La. Fe #, 
durée réelle du parcours d’ une succession d'états étant une variable aléatoire = 
continue (et cela est vrai même si cette succession est elle-même aléatoire), Oe a 
fonction N(w) est continue. La fonction Nu), au contraire, peut être continué} de A 
ou discontinue. ” “ . ee 
‘Ainsi, considérons l’exemple du II.10.5°, modifié d’après une remarque De 
du 6°; en prenant ¢=7-+ X(t), on a bien un processus du cinquième type. HS à 
Dans ce cas les sauts possibles de X(+), done les discontinuités de N(u), sont les x Pa M 

| sombres wes Ch = 0, 1, …)et, dans chaque intervalle, (us Uns) N(u) est. waa 
PAG iN AEON j QE e vi 
constant. Si l’on modifie les pr x, en prenant par exemple pj, n_1 =pn, ‘ee ee ‘- Bo i. 
(pour h>1), et les autres sans changement, les sommes ci-dessus seront rem- * 110) 
placées par des sommes partielles ayant une infinité non dénombrable de à 
valeurs possibles ; la fonction N(u) sera alors continue, mais sa nature — > pe 
peut encore dépendre du choix des 1». Si, par exemple, Wiis iri TEST elle est im 
ni Enr: 

absolument ‘continue, si, au contraire, u, tend vers zéro rapidement (par ; k 
exemple DNS avec Fa as elle ne varie que sur un ensemble parfait ‘4 nt 
une Ge mesure nulle). TE | NE Un : No. 
4° D’ ‘apres la loi forte des pas nombres, le nombre des sauts eae X(t) [ou LT 


“es “se 
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de X(<)] supérieurs à un nombre tres petit 7 (aussi bien que la somme des sauts 
inférieurs à 7) est presque sûrement asymptotiquement proportionnel à la 
variation de +, et, comme nous l'avons vu à propos d’un exemple (11.10.6°), 
on peut, en connaissant seulement la suite des sauts de X(<), retrouver +, à un 
facteur constant près. En prenant alors &— c7 + X(<)(c Xo), on a une infinité 
de processus du cinquième type et un seul du quatrième type (pour € 0). 

On peut ainsi considérer qu'on a obtenu une définition constructive pour le 
processus le plus général du quatrième ou du cinquième type, n’ayant qu’un 
seul état instantané A, (donc l’ensemble des discontinuités est la réunion de E, 
et d’un ensemble dénombrable). En effet, dans chacun des intervalles n’appar- 
tenant pas à E,, le processus se réduit à un processus d’un type antérieurement 
étudié. \ 

Il faudrait d’ailleurs, pour que le problème d’une définition constructive 
apparaisse comme définitivement résolu, résoudre deux problèmes accessoires, 

. que nous ne faisons que mentionner ici : 


a. Définir pour N(w) et pour N(w) le champ des fonctions possibles: 
b. Le choix d’une de ces fonetions restreignant l’ensemble des processus 


possibles, même si l’on avait obtenu pour les trois premiers types une définition 
constructive maniable, il resterait à choisir parmi eux ceux qui peuvent être 


associés à une fonction N(w)| ou N(w)| donnés. En outre, pour la construction 
effective de H(#) dans chacun des intervalles extérieur à E,, on se trouvera en 
présence d’un problème de probabilité conditionnelle, puisqu'on connait à 
l’avance la longueur réelle de cet intervalle [ou la variation correspondante 


de X(z)] (**). 


iy Supposons maintenant qu’il y ait plusieurs états instantanés, ou même 
une infinité, nécessairement dénombrable. Dans ces conditions, d’après le 
lemme de Baire (paragraphe III.1), il est impossible que la réunion de 
- l’ensemble de mesure nulle qui correspond aux états fictifs et des ensembles 
parfaits discontinus E, qui correspondent à ces états instantanés remplisse 
un intervalle. Il faut donc qu’en plus des états instantanés A, il y ait des 
états stables A,, et que l’ensemble des E, soit partout dense sur l'axe des £. 
Il est même évident qu’il faut une infinité d’états stables (un même état ne 
peut, en effet, être réalisé qu’un nombre fini de fois en un temps fini. Oril doit y 
avoir une infinité d’intervalles correspondant chacun à un état stable). 

Dans chacun des intervalles extérieurs aux E,, on se trouvera dans les mêmes 
conditions que s’il n’y a qu’un état instantané. D'autre part, en ce qui concerne 
D 

(D) Ce dernier problème semble plus simple que le précédent. Il l’est au moins dans le cas où, 


comme dans l’exemple du paragraphe IT. 10.5°, une valeur donnée de la variation de X(+) dans un d 
ces intervalles ne peut être réalisée que d’une seule manière. , ; 


Ann. Ec. Norm., (3), LXVIU.— Fasc. 4. 46 


fonctions P,,,(¢) étant encore mesurables, un au moins des E, peut ne pas 


IL ya dans ce cas indépendance complète des différentes valeurs de H(z), done 
_ absence complète de toute continuité. Il est en particulier presque sûr que H(¢) — 


+ AU ER é 
} . AA a HE 
/ =a i) aa, 


\ : 3 ; Vu , ; ey, . de, fs ¥ | dé + 4 Je a . 
ordre de succession des A,, on n’a qu'à appliquer exactement ce qura ete « i we 


L) ° 7 : . Fi Sige LS Des ere Max ‘ 4 
pour les processus des trois premiers types. Ainsi, s’il n’y a que deux 


ensembles E,, on peut, comme nous l’avons expliqué, choisir sur ces ensembles 
des paramètres + et 7’ (qui pourront être leurs mesures réelles si ces mesures 
ne sont pas nulles), et la probabilité du passage d’un des états considérés à 


l’autre pendant un intervalle correspondant à une variation dz ou dv! sera = 


de la forme Adz ou Adz’, À ne pouvant ici être infini. De mème, s'il y a plus. 
de deux états instantanés, le choix des paramètres 7 permet de ramener l’étude 
de leur ordre de succession à celle d’un processus sans états instantanés. 2, 
Naturellement, comme nous l'avons déjà observé, l’étude dés processus du 
quatrième type à une infinité dénombrable d’états fictifs ne rentre pas dans le 
cadre de la construction qui vient d’être définie. 


(4 # 


- 


III. 3. Processus pu sixième Type. — 1° Ils sont caractérisés par le fait que, les 


l’étre. La réunion des ensembles disjoints E, étant mesurable, il y en a alors au 
deux moins qui ne le sont pas. fa , RER EE 
Nous avons déjà rappelé l'exemple trivial P;, :(4 = P, (indépendant de A ett). 


n’est pas mesurable. 


Attirons à ce sujet l'attention sur le fait suivant: une probabilité nulle est l'inverse 
d'une puissance. Si l'on choisit un nombre X au hasard entre zéro et un (la répartition 
étant uniforme), la probabilité de trouver exactement une valeur donnée est nulle; c’est 
ici l'inverse de la puissance du continu. Si l’on répète cette expérience de maniére à consi- 


LS 


de ce qu’on cherche à mesurer des ensembles non mesurables. 
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dérer une fonction aléatoire X(¢) dont toutes les déterminations sont indépendantes, on ne em 
peut pas dire que la probabilité que X(t) prenne exactement au moins une fois une valeur ce 
donnéeest encore nulle; on ne peut pas non plus dire qu’elle soit positive. C’est une forme | 4 
, es 4 S ‘ : “ee 
Se ne Tire BOOS eee ' : KES a | Es ; 
indéterminée nak laquelle il est absolument possible d'attribuer une signification (2°). “a 
l _Introduisons maintenant un second paramètre uw; tous les X(4, w) étant indépendants, ; = 
demandons-nous quelle est la probabilité pour que, pour au moins un u, X(¢, u) se réduise sia 
PE À : a. 
x Q ‘ Al | P à Q , . ’ é: LE 4 
à une fonction donnée de ¢. C’est encore une forme indéterminée du type = ; Mais ici nous * 454 
avons au numérateur la puissance du continu et au dénominateur une puissance supérieure = 
et il semble qu’on puisse considérer cette probabilité comme nulle. AR x 
* | : : = 
Si l’on admet ce genre de raisonnement, on peut montrer qu’il est encore plus impos- l : 
sible de trouver pour H(¢) une fonction continue (ou méme mesurable) que de trouver a 
exactement un nombre donné par le choix au hasard de ses décimales. : 3 
, à . . n DES . . ’ ex . 7 

2 L'exemple trivial du 1° se généralise aisément de la manière suivante : on 4 
+ à 4 - 2 \ FOR 
| Ne. À . Le 

| (25) Les contradictions auxquelles on arrive en cherchant à lui donner une signification sont iden- = 
tiques à celles dont M. Émile Borel rend l’axiome de Zermelo responsable. Pour nous, elles viennent _ a 
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considère un système d’états possibles dépendant de deux indices h et J: pour 
chaque valeur de h, Z a un certain nombre n, (fini ou infini) de valeurs possi- 
bles; un au moins des n, est >1. La variation du premier indice dépend d’un 
processus d’un des cing premiers types; pour chaque A, la variation de / dépend 
d'un processus du type défini au 1° ci-dessus. | 
Les probabilités de passage de (4, J, à 4, 2) sont alors de la forme 
Parti) Pr 


(4 n’intervenant pas). On remarque que, si À —# et n, > 1, elle tend, pour 


_t=0, vers la limite P,;, nécessairement >o et <1). 


Considérons un des 2 pour lesquels n, > 1. Si A, (en faisant abstraction du 
second indice), est un état stable, les E,, ne sont pas mesurables, et leur 
réunion E; est une réunion d’intervalles. Si A, est un état instantané (la varia- 
tion de h dépendant done d’un processus du cinquième type), les ensembles 
non mesurables E,, forment par leur réunion un ensemble parfait discontinu 
de mesure positive. L'ensemble des points de discontinuité peut donc com- 
prendre des intervalles, mais n’en comprend pas nécessairement. 


3° Nous allons maintenant démontrer que : 


TaéorÈème [IL.3. — Ul n’y a pas d’autres processus du sixième type que ceux 
formés au 2°. ; 


Lemme. — S'il y a un état À, instantané et presque surement réalisé pour les 
points d’un ensemble EK, partout dense sur l'axe des t, le processus est du type tri- 
gial P;,(t)—=P, (il est entendu que nous supposons toujours les fonctions 
P,,(4) mesurables, donc continues). HS 

Pour simplifier la démonstration, nous admettrons l’axiome du choix sous la 
forme suivante : l'ensemble E, étant partout dense, nous pouvons, dans n’im- 
porte quel petit intervalle (1, — a,t,), choisir un point?’ de E, et la connaissance 
de la relation H(z’)—o ne modifie pas les probabilités relatives à H(t) pour 
tte). , 


L'existence de ¢’ étant presque sûre, on a, pour ¢ >¢, 4 =t—<eta< hy, 


Part) = Port — t),. 


Or la fonction P, ; est continue. On a donc 


Pyx(e)= lim Po x(t’) = Poe (t — to) = Po,x(€)- 
a>0 


Comme < est arbitrairement petit, P, ,(¢) est bien indépendant de À et de £. 


(27) Pour rendre ce raisonnement indépendant de l'axiome de Zermelo, il suffirait de démontrer 


l ? xo, ‘es me : ; 
_ que la suite des points & — PAU Sas ...) contient presque sûrement au moins un point de Eo. 


C’est exact, mais non évident si l’on n'admet pas l’axiome de Zermelo, 


Pour démontrer le théorème Ul. 3, FOR PES un “état 4 de 
caractérise le sixième type, ¢ ‘est-a-dire que, au moins dans des cas de 


lité positive, I’ ensemble E, est discontinu et non mesurable. Sa fermeture E, est 


mesurable; soit + la mesure de la partie de E, intérieure à (0, t). Nous pouvons 
prendre + comme variable pour la succession des états Ao, qui se succèdent 
sur Ey. Le processus qui définit cette succession est évidemment markovien et 
stationnaire, et l'on vérifie aussi aisément que les probabilités de passage sont. 
mesurables, donc continues, en même temps que celles relatives au processus 
initial. On peut alors appliquer le lemme, qui nous montre qu’en chaque point E 


de E, l'indice / résulte d’un tirage au sort régi par une loi indépencapae aussi Fe 
bien de + que des résultats des tirages antérieurs. | 3 FR 


Ce résultat s'appliquant à tous les ales E, analogues a B,, le théorème. FE 
énoncé est établi. MERE 


Remarque. — Si, Pe Fonbhrans P, RO étant médaribies VS 168 2 > ae 
points de discontinuité peut remplir un ou plusieurs intervalles, il résulte ‘ 
immédiatement du lemme III.41 que le processus est du sixième type. Nous 
avions d’ailleurs déduit de ce lemme que cette circonstance est exclue pourle — ge 
cinquiéme. ; ge 
Dei 4. PUR pu seprième type. — Ce dernier type est caractérisé par le. 
fait qu’ au moins une des fonctions P,,,(¢) n’est pas mesurable. Il y a alors au 
moins deux valeurs de & telles que, quel que soit h, P;,4(#) soit, ou bien non 
mesurable, ou bien identiquement nul ; done au moins Tie de.ces fonctions 
ne sont pas mesurables. | nues. 

J. L. Doob [1] a montré par un MANS l'existence de ce type. I faut: natu- — 
-rellement utiliser l’axiome de Zermelo, sans lequel on n’a jamais réussi à 
prouver l'existence de fonctions non mosnnalilas. Nous généraliserons son 
exemple de la manière suivante : AN 


Considérons deux ensembles F et F’ de nombres telat qu vérifient les 5 
conditions suivantes: | “ sf 


a. Tout t réel peut étre mis d’une manière et d’une seule sous É Dre u Be u', é. 


 oùueEr,ue y à RS Lo 4 


b. Siu, EF, u, Er: toutes les combinaisons linéaires u —r, ER rau, etes S 
ficients rationnels te nuls, ou négatifs) appartiennent à ak; ne ne 
_ O'. Propriété analogue pour F’; LE "Lin «ar SS a 


c. F est dénombrable (et non vide, done, compte tenu de b, partout dense 
sur l’axe des ¢; F'est évidemment non dénombrable et partout og 


> 


wil 


En prenant pour F n’importe quel ensemble qui vorite les ery betc, * 


a es 


# 


2 
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on déduit aisément de l’axiome de Zermelo qu'il existe des ensembles F’ tels 
que toutes les conditions indiquées soient vérifiées. 

Etablissons une correspondance biunivoque entre les éléments de F et les 
états A); l'indice 2 devient une fonction de u, que nous supposons lui-même 
fonction bien déterminée de ¢; donc À est une fonction bien déterminée CE) 
de £. Prenant maintenant H(t)—/(¢—a) (a, constante inconnue), nous 
obtenons évidemment un processus markovien [ puisque la fonction H(t) est 
complètement déterminée par la connaissance de sa valeur en un seul point] 
et stationnaire. Les probabilités de passage sont discontinues, donc non mesu- 
rables (d’après le théorème de Doob rappelé au paragraphe III.2,1°). 

On remarque que, dans cet exemple, le hasard n'intervient pas, ou n’inter- 
vient que par le choix de l'état initial. 

Nous appellerons type de Doob (généralisé) le type qui vient d’être défini et 
nous appellerons processus du septième type pur tous les processus de ce type 
pour lesquels les fonctions P, (4) n’ont pas d’autres valeurs que zéro ou un; le 
hasard ne peut intervenir que par le choix de l’état initial. Tout processus de 
Doob est de ce septième type pur. Nous ne savons pas si la réciproque est vraie. 

On peut évidemment former des processus de type mixte par des combinai- 
sons d'indices analogues à celles indiquées à propos du sixième type. On peut 
introduire ici trois indices successifs, À, #, Le premier indice À varierait 
d’après un processus d’un des cinq premiers types. Pour certaines valeurs deh 
(et en tout cas au moins pour une), # aurait une infinité de valeurs possibles et 
varierait (en fonction du paramètre + relatif à l’ensemble E, considéré) d’après 
un processus du septième type pur. Enfin, pour chacun des ensembles E, ; 
correspondant à des valeurs données des deux premiers indices, on peut intro- 
duire un troisième indice, ayant plusieurs valeurs possibles ou même une infi- 
nité dénombrable et qui, en chaque point de E, 4, serait choisi d’après une loi 
fonction de et & et indépendante aussi bien de ¢ que des choix antérieurs. 

Une question qui se pose naturellement est de savoir si par des combinaisons 
de ce genre on obtient le processus le plus général du septième type. Nous ne 
l'avons pas résolue. | | 


111.5. Rerour AUX THÉORÈMES GÉNÉRAUX. — 1° Continuité des fonctions P;x(t). 
— D'après les définitions et le théorème de Doob rappelé au paragraphe III.2. 2°, 
ces fonctions sont continues pour les six premiers types, sauf peut-être au 


point t=o. En ce point, pour les quatre premiers types, P; (+ 0) existe et a 
la valeur à, 4. Pour le cinquième type, nous avons seulement démontré l'exis- 
tence d’une limite en moyenne, encore égale à 0,3 la question de savoir si 


P, 4(+ 0) existe (et est alors égal à dr) n'est pas résolue. Pourle sixième type, 
il y a de même limite en moyenne, mais, pour la fonction relative au passage 


A . ° : t . Le 98 

de A, à Az, cette limite est de la forme OnkPru done, si h=k et qua cette 
> to: ? oie so é F . ; 

valeur de soient associées au moins deux valeurs de /, comprise entre zéro et 


- 


we 


2 un. Il ya Humes ir si la variation de h asfand d’un proces 
quatre premiers types (le cas du cinquième restant en suspens). FANS 

Naturellement, pour un processus du septième type, celles des fondsivns ae 
P,,,x(¢) qui ne sont pas mesurables ne sont pas CONGRÈS | FE ARE 


a 


2° Extension du théorème II. 8.1. — Nous l’avons démontré pour les quatre re 
premiers types. L'apparition d'un état instantané A, dans le cinquième typene. 


; change rien d’essentiel. Si cet état intervient dans les successions d'états qui 5 F 
peuvent conduire de A; à A;, le temps 7 passé dans cet état est une variable 
aléatoire du type p.U (U ayant toujours la signification indiquée au para-. = 
graphe II.1) et peut être arbitrairement petit; il en est de même de la durée 
totale de chacune des successions d'états considérés. S'il ya plusieurs sales : aa ; 
instantanés, cela ne change rien non plus. Le théorème considéré reste vrai. Pip ca 

Il le reste aussi pour le sixième type, puisqu'on le déduit du précédenten = 
multipliant certaines des probabilités de passage par des facteurs constants. + 4 É 
Il est manifestement faux pour le septième type, au moins pour les exemples — se D. 
de ce type considérés au paragraphe IIT.4 et | pour celles des prepay de ce 
passage pute ne sont Bae mesurables. ee STARS 


3° Nous savons déjà que le théorème IL.8.2 est vrai pour les six premiers . 
* x 


"0 


types. Il est évidemment en défaut, pour le septième, au moins pus certaines Re 
_des fonctions Pi x(t). | LS 
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SUR LES FONCTIONS AUTOMORPHES 


Par M. P. J. MYRBERG. 
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I. — Introduction. 


1. La base de la théorie des fonctions automorphes est constituée par un 
groupe de transformations biuniformes. Le probléme principal réside dans la 
recherche des fonctions analytiques, invariables par rapport à de telles trans- 
formations. Dans le cas d’une seule variable, les transformations en question 
se réduisent aux substitutions linéaires 


; 2 LE ee CAE 
(8) ree by 3) 


Dans la théorie des fonctions automorphes, nous intéressent seulement les 
groupes discontinus dans un certain sens. 


Soit Fun groupe des substitutions linéaires que nous écrirons dans la forme 


unimodulaire n 
ad — By — 1. 


La première condition indispensable est que le groupe ne contienne pas de 
substitutions infinitésimales, c’est-à-dire des suites infinies de substitutions 
_pour lesquelles le schéma de coefficients converge vers le schéma unitaire 


de ) Autrement, le groupe en question contiendrait des substitutions repré- 


sentant des déplacements infinitésimaux dans le plan complexe, de quoi il 
résulte que les fonctions invariantes se réduisent nécessairément à des 

constantes. Mais la condition que nous venons de poser n’est pas suffisante. 
C’est ainsi que, par exemple,-le groupe de Picard, formé par l’ensemble des 
substitutions linéaires dont les coefficients sont des nombres entiers de Gauss, 
remplit notre condition, n’ayant cependant pas d'intérêt du point de vue de la 
théorie des fonctions. Comme une condition complémentaire suffisante, il faut 
_ poser l’exigence de discontinuité propre, pour hee on donne la définition 
suivante : : | 

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 4. 47 
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Soit un groupe de transformations linéaires (S). On dit que le, pe | ; 


proprement discontinu dans un point 3, si ce point peut être couvert par : MES 
domaine dont les transformés sont situés en dehors de ce domaine, à l’excep-. 


tion peut-être d’un nombre fini. Les points où le groupe est proprement dis- 
continu forment un domaine D, composé d’une ou de plusieurs parties que 
nous appellerons le domaine A discontinuité. Les points intérieurs de ce 
domaine sont des points réguliers et les points de la frontière sont les poznts 
singuliers du groupe. Les points singuliers qui sont des point-limites pour les 


points équivalents du groupe sont constitués, ou bien par un ensemble discret | 


des points, ou bien d’un nombre de continus. 


La définition que nous venons de donner de la discontinuité peut être 
mise en liaison avec la définition donnée par M. Montel pour les familles 
normales des fonctions analytiques. On peut en effet démontrer que le domaine 
D, est identique au domaine D où les substitutions du groupe forment une 
famille normale de fonctions. Il est en effet possible d'extraire, de chaque 


suite infinie de substitutions de I’, une suite partielle infinie dont les fonctions + 


linéaires correspondantes convergent, dans chaque domaine intérieur de D,, 


uniformément vers une fonction-limite qui se réduit à une constante. Ainsi, le 


domaine de discontinuité D, est, dans ce cas, identique au domaine normal D 
du groupe. — | 


Remarquons cependant que c’est le cas seulement quand il s’agit d’une soil 
“variable. Dans le cas de deux ou de plusieurs variables, par contre, le domaine 


normal D ne constitue généralement qu’une partie du domaine de disconti- 
nuité D,. Dans mes recherches sur les fonctions automorphes de plusieurs 
variables, j'ai démontré l'importance capitale du domaine normal en tant que 
domaine d’existence de fonctions automorphes, ce qui rend possible d’ expli- 
quer quelques phénomènes remarqués par Picard, qui auparavant avaient 
compliqué la théorie des fonctions en qugsien [14]. 


3. Dans la théorie des fonctions automorphes, le concept de domaine fonda- 


mental a une importance primordiale. On entend par 1a, chaque domaine qui. 


contient un et un seul point équivalent à un point donné du domaine de dis- 


continuité ou à celui d’une partie connexe de ce domaine. Comme les substitu- 


tions linéaires ont ceci de particulier qu'ils conservent l’ensemble de cercles, 


_les droites y comprises, on peut toujours choisir pour domaine fondamental un 
polygone dont les côtés constituent des arcs de cercles. Ces côtés sont conju- 
gués deux par deux, de sorte qu'à chaque couple appartient une substitution _ 
transformant le côté correspondant sur son conjugué. En combinant, de toute 

. manière possible, ces subtitutions fondamentales, on obtiendra l’ensemble de 


substitutions du groupe donné, et les polygones correspondants remplissent 
pnpement le domaine D, ou une partie connexe de ce domaine. , 


Lee SUR LES FONCTIONS AUTOMORPHES. 385 


Examinons maintenant d’une manière un peu plus détaillée les groupes de 
Substitutions ayant un cercle invariable principal C. Les substitutions en 
question qui dépendent de trois paramètres réels peuvent être interprétées 
comme des mouvements du plan hyperbolique consistant en l’intérieur 
du cercle principal, où l’on a introduit la métrique de la géométrie de 
Lobatsheffsky. 

Soit lun groupe de telles substitutions. Dès que le groupe ne’contient pas 
de substitutions infinitésimales, il est proprement discontinu dans l'intérieur 
(et aussi dans l'extérieur) de C. Ce résultat, bien connu, est d’ailleurs une 
conséquence immédiate d’un théorème général concernant les groupes de 
certaines transformations biuniformes d’un nombre quelconque de variables 
ayant un domaine invariant fini, comme j'ai démontré dans un travail publié 
dans les Acta mathematica | 14]. 

Les groupes ayant un cercle principal peuvent, d’un certain point de vue, 
être répartis en deux catégories différentes. Ou bien tous les points de la 
circonférence C sont des points singuliers, ou bien les points singuliers 
forment un ensemble discret des points sur. C. Dans le premier cas, renfermant 
les groupes de Schwarz et, en particulier, le groupe modulaire, le polygone 
fondamental est situé complètement à l’intérieur du cercle principal; dans le 
deuxième cas, auquel conduisent, par exemple, les groupes de Schottky, le 
polygone fondamental comprend aussi quelques parties de la circonférence C. 

En adoptant un autre point de vue, on arrive à une classification différente. 
Nous appellerons notre groupe un groupe fuchsien, si le nombre des substitu- 
tions fondamentales est fini, et un groupe fuchsoide, si le nombre en question 
est infini. 

Dans le premier cas, le nombre de côtés du polygone fondamental B est fini, 
dans le deuxième cas infini. Comme côtés de B on peut, pour les groupes de la 
première catégorie, toujours choisir des arcs de cercles coupant orthogonale- 
ment C. Quant aux sommets ordinaires du polygone B, ils peuvent être situés, 
ou bien à l’intérieur de C — ce sont les sommets elliptiques ou adventifs — ou 
bien sur C — les sommets paraboliques. Outre les sommets mentionnés, on 

- aura, dans le cas d’un groupe fuchsoide, encore des sommets singuliers, en 
nombre fini ou infini, qui sont des points-limites des sommets ordinaires. 

Pour les groupes de la deuxième catégorie, la frontière du polygone fonda- 
mental comprend encore quelques parties de la circonférence C, en nombre 
fini ou infini. 

En joignant les côtés conjugués du polygone fondamental d'un groupe 
fuchsien par les points correspondants, on obtient une surface fermée B' 
(pointée ou non), dont le genre p est zéro, ou un nombre positif fini. En 

. partant d’un groupe fuchsoide, on arrivera de la même manière à une surface 
ouverte, le genre pouvant maintenant aussi être infini. Dans les deux cas, le 
nombre p donne par définition de genre du groupe en question. 


A. 
42° Ne 


deux méthodes différentes. Dans ses recherches sur les fonctions auto- _ Sri 
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Dans le cas d’un De de la deuxième eiigetions on doit cependant 1 : 
placer le polygone fondamental par la somme du polygone B et de son image ES 
par rapport au cercle principal. | s = 


= 


4. Passons maintenant à l'étude des fonctions automorphes de nos groupes, 


c’est-à-dire des fonctions analytiques qui restent invariables par rapport aux = 
substitutions du groupe donné. Avant d'en démontrer l’existence, remarquons 1 
que chaque point singulier étant un point-limite des points équivalents, est ‘ 
nécessairement un point singulier essentiel pour l’ensemble des fonctions A 
amor pee non constantes. Notre définition est cependant trop générale pour — x . 
qu’on puisse trouver quelques propriétés communes caractéristiques des 
fonctions ainsi définies. C’est le cas déja des fonctions simplement périodiques. à 2 
Il est bien connu comment on arrive, dans ce cas-ci, a une catégorie bien natu- 
_relle de fonctions, exprimées rationnellement par une fonction exponentielle, aan $ 
en supposant que les fonctions en question doivent, au plus, avoir un accrois- # 
sement exponentiel dans le domaine fondamental, composé d’une bande limitée au 
par deux droites parallèles. Dans d’autres cas, comme par exemple danslecas 
des fonctions doublement périodiques, on n’a pas besoin de telles restrictions, 10 
parce que le polygone fondamental est un domaine fini, dont la frontiére ne 
contient pas de points singuliers du groupe en question, oat 
Revenons maintenant aux groupes fuchsiens, où l’on est en présence de a 

, 


circonstances analogues. A propos de la définition des fonctions automorphes 
correspondantes, appelées fonctions fuchsiennes, on peut distinguer entre deux 
cas, selon qu'il existe des substitutions paraboliques ou non. Dans le premier. x ES 
cas, on doit compléter la définition des fonctions automorphes en exigeant 
qu’elles puissent être développées, aux environs d’un sommet parabolique, 
suivant une fonction exponentielle, dont le point singulier coincide avec le — 
sommet er question. Dans le deuxième oe on n’a pas besoin de telles condi- 
tions complémentaires. ok 
Quant aux groupes fuchsoides, la définition des fonctions automorphes, des 
fonctions fuchsoides, exigera des conditions nouvelles relatives au comporte- == 
ment des fonctions au voisinage des sommets singuliers — question dont ag 
l'explication a jusqu'ici pu être abordée seulement dans quelques cas 
particuliers. Ce 


5. Nous nous proposons maintenant de traiter brièvement de la question | 
concernant l'existence des fonctions automorphes. On a à cet effet employé 


morphes, Poincaré s’est servi des séries infinies, nommées ensuite séries de 
Poincaré, qui non seulement prouvent l'existence des dites fonctions, mais Se 
aussi donnent un moyen de les représenter analytiquement. La méthode de 
Klein, entièrement différente de celle de Poincaré et qui repose sur |’ utilisation: ; 
des idées de Riemann, a le caractére d’une démonstration d’existence. 


à 
or 
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Nous répéterons brièvement l'exposé de Poincaré. 
Soit H(z) une fonction rationnelle restant finie dans les points singuliers du 
groupe donné I’. Formons ensuite la série infinie 


(1) O(2) =>) His) (F)" 


où S parcourt l’ensemble des substitutions de F et où m est un nombre entier 
au moins égal a 2. Il est aisé de voir que la série converge absolument et uni- 
formément dans chaque domaine situé à l’intérieur du domaine de disconti- 
nuité, si l’on supprime, au besoin, un nombre fini de termes devenant infinis 
dans le domaine. La somme de (1) définit alors une fonction analytique, méro- 
morphe à l’intérieur du cercle principal qui, par rapport aux substitutions S 
de I’, se transforme d’une manière multiplicative selon la formule 


aed @(8)=0(2) (2) 7 


Il s’ensuit que le rapport de deux fonétions (1) est une fonction automorphe du 
groupe donné. 

C’est un fait capital de la théorie de Poincaré que, dans le cas d’un groupe 
fuchsien, toute fonction automorphe peut s'exprimer par les quotients de deux 
fonctions © convenablement choisies. Quant aux groupes fuchsoides, il en est 
autrement. En effet, comme le noyau rationnel H ne comprend qu’un nombre 
fini de paramétres, on ne peut, avec les séries de Poincaré, représenter que des 
fonctions automorphes d’une nature particuliére. 


_ 6. H est cependant possible, dans certains cas, de représenter des fonctions 
automorphes d’une manière entièrement différente, comme l'ont montré 
Schottky et Burnside. | | 

Supposons, à cet effet, que notre groupe soit de la deuxième catégorie, 
c’est-à-dire qu’il soit proprement discontinu même sur quelques parties de la 
circonférence C. On peut alors, par une considération géométrique simple, 
démontrer la convergence absolue de la série (1) déjà pour m= 1. Dans ce cas, 
les équations fonctionnelles (2) se réduisent aux équations 


(2!) @(S)dS=0(z) dz, 


exprimant que 0(s)dz est une différentielle automorphe de l. La fonction 


intégrale 


o(z) = [ (2) ds 


est donc une fonction additive de I’ satisfaisant aux équations 


9(S) = 9(2) + as. 


P. J. MYRBERG. 
à L'importance cette nouvelle méthode consiste Hans le fait que | 
sions en question conduisent d’une manière directe aux fonctions automorp 


dont les zéros et pôles ou les pôles avec les résidus sont donnés, toutes ces. ; 
fonctions pouvant étre obtenues par une combinaison linéaire des intégrales, 


——_ + Le 
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Mais avant de traiter de cette question, nous nous rappellerons quelques 
propriétés connues des fonctions automorphes, utiles pour nos eel Op pa eae 
LS re 


% tandis que la méthode de Poincaré nous donne la solution sous une forme 

: implicite et difficile à exécuter. | CSS 

es Malheureusement, la convergence absolue des séries en question n'a pas 
NE lieu dans les cas les plus importants, dans ceux des groupes fuchsiens de la D. 
23 première catégorie. [Il est cependant, au moins dans les cas très étendus, 
ie: | possible de démontrer la convergence non absolue des séries en question et Le 
ee ainsi obtenir pour les fonctions automorphes une représentation ROU ‘à 
SS simple essentiellement différente de celle de Poincaré. ‘ite LEE, a 


- 


SE 


* 


7. Soit Fun groupe fuchsien de genre p. Si p=o, toutes les fonctions 
automorphes peuvent s’exprimer comme foninon AURAI une fonction 
spéciale entre elles | es 


cs 


ere 


(3) | PTS M À oe 
F < 2 À ? 7 : J % a 
qui n'obtient dans le domaine fondamental aucune valeur plus d’une fois. Cette — 74 
fonction, définie à une transformation linéaire près, sera appelée une Fonction <a 
fondamentaledeT. / L 4 LEE 
Dans le cas p > o, il existe un couple de Fns RE Te LAS Be 
ae | z=a(s) y=y(s); AR 
liées entre sites par une relation algébrique tae Wee Rae 
0), pi ae « Fa Fr Te S. 
ae 


et tel que toute fonction automorphe peut s'exprimer comme une fonction A 
rationnelle R(æ, Y) de (4). Les fonctions (4), définies à une transformation LS 


birationnelle près, forment par définition un système FEES pour le fo 

groupe I’. DRE - 

Quant à la fonction uniformisante polymorphe 3, elle peut être représentée À &. 

comme quotient de deux intégrales d’une équation différentielle linéaire et. 1 

homogène du second ordre DEMI ES + PARENT tee 
d* 9 UCase aes | SAN ants $ me: 

de + p(®, ¥) = yea a. pias LD 

dont les coefficients sont des fonctions patente sur la surface rieman- ar 

nienne F du genre p, définie par l'équation (5) (dans le cas tig da EE les eae 

coefficients sont des fonctions rationnelles de zt) | ; pe 
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L'importance capitale des fonctions automorphes consiste dans le fait 
qu'étant inversement donnée une surface algébrique quelconque (5), il sera 
toujours possible d'exprimer les variables æ et y comme fonctions automorphes 
(fuchsiennes) d’une variable auxiliaire et de trouver ainsi une solution complète 
au problème d’uniformisation des surfaces algébriques d’un genre quelconque, 
problème dont la solution pour les surfaces de genre zéro a été fourni par les 


fonctions rationnelles et. pour les surfaces de genre un par les fonctions 
elliptiques. 


8. Parmi les fonctions polymorphes, se distingue la fonction conduisant à 
un groupe fuchsien de la première catégorie et n’ayant aucun point de ramifi- 
cation par rapport a la surface F. 

On peut en prouver l’existence en partant d’un système canonique de 
coupures composé de p rétrosections 


RAR PRET te 


et de p sections conjuguées 


et en représentant la surface de recouvrement correspondante d’une manière 
conforme sur l’intérieur du cercle unité. Par la fonction z ainsi obtenue, toutes 
les fonctions non ramifiées par rapport à F peuvent s'exprimer comme fonctions 
uniformes, parmi elles les fonctions rationnelles de F et les intégrales abé- 
liennes de première et deuxième espèce de F. 

Parmi les fonctions uniformisantes polymorphes conduisant aux groupes 
sans cerele principal, on peut mentionner les fonctions appartenant à un groupe 
de Schottky, dont le domaine fondamental est limité par un nombre de courbes 
fermées, situées en dehors l’une de l’autre. 


9. Nous avons parlé, dans ce qui précède, seulement de l’uniformisation des 
surfaces riemanniennes fermées. On peut cependant traiter d’une manière 
semblable des surfaces riemanniennes ouvertes les plus générales. En effet, 
étant donnée une fonction analytique multiforme quelconque y(x), on peut 
représenter les variables æ et y par exemple comme des fonctions auto- 
morphes (4) appartenant à un groupe fuchsoide let cela d’une infinité de 
manières. Fe i 

Partons inversement d’un groupe fuchsoide donné I’. Soit d’abord le genre 
de I égal à zéro. Il existe alors une fonction automorphe x = a(z) n'obtenant 
aucune valeur plus d’une fois dans le polygone fondamental B et représentant, 
par conséquent, le polygone B sur un domaine simple T du plan x, domaine 
principal de x(z). Comme fonction de x, chaque fonction automorphe de F 
sera uniforme dans le domaine T. La fonction fondamentale x(z) est déter- 


CEA 
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minée à une transformation biunivoque athlete ani es défini 
sentation conforme de T sur un autre domaine simple quelconque. TENTE 
Soit maintenant le genre p plus grand que zéro. Il est alors, et même d une ex 
infinité de manières, possible de former deux fonctions automorphes a) 
y(&) qui n’obtiennent dans le polygone fondamental aucun couple de valeurs 
plus d’une fois. Il s'ensuit que chaque fonction automorphe du groupe sera une 
fonction uniforme sur la surface riemannienne représentée par les fonctions 
æ et y. LEE s 
Dans le cas d une fonction nigenrna ahs les fonctions en question peuvent — 
s'exprimer, comme on le sait, sous forme de fonctions rationnelles des 
variables æ et y. Ce résultat peut, d’ après M. Henri Cartan [6], se transmettre 
aux cas où l’équation algébrique (5) est y par une dé we transcen- 
dante di la forme — | à UE RSS 
pet \ 
G(x, y)=0, ne | 
où G est une fonction entière de deux variables, chaque fonction méromorphe 
sur la surface en question pouvant s'exprimer comme une fonction méromorphe ~ 
F(x, y) des variables x et y. Quant au cas général, ce résultat ne subsiste plus, aig 
comme nous montre l’exemple de la surface riemannienne définie par y= LOS 
où est une quantité réelle irrationnelle. En effet, la fonction t= logæ est iG), 
une fonction méromorphe pour laquelle il est Lévidemment impossible ¢ de trouver — ES 
une représentation de la forme TU RES 


\ 


à = gt) | | | RACE I 1 


par une fonction 9 qui était partout uniforme dans son domaine d'existence 
gabe l’espace (a, y). ae 


À 


til <>Sur. le are analytique des fonctions fuchsiennes. 


10. Soit T un groupe fuchsien de la première Ne et J() une fonctions ‘ 


‘automorphe correspondante (fonction fuchsienne) ayant dans le POPTEORS, 
_ fondamental les zéros A pôles, | 


* 1! 


as by (v=1, MSI Ran Ve 2 RAT LCI a 2, 
Etant méromorphe à l’intérieur du cercle principal C a ee 
| z| RC : 2 À , + F pe fey. bal 


la fonction f(z) peut s’ exprimer, et méme d'u une infinite de manières, comme . 
quotient | AA" 


(6) = g(z) | ve a 
: ‘ i Sls 5) = Bl) | + ca 
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de deux fonctions entières, c'est-à-dire régulières dans le domaine ba RUES 
ayant ses zéros dans les points 


S(4) resp.S(b,), Piers Ty, FNE PR dr 
où S parcourt l’ensemble de substitutions de I. Les fonctions 
(7) | 8(z), &(s), 


définies à un facteur commun près ayant la forme e”'), où A(z) est une fonction 
entière arbitraire, satisferont pour chaque substitution de I à une équation de 
la forme 


(8) 8(S) = ets! g(z), 
où les exposants us(z) sont des fonctions entières eee de S et du choix 


des fonctions (7). 
I] s'agit maintenant de choisir les fonctions (7) d’une manière à donner aux 


| équations (8) la forme la plus simple possible. 


On peut, dans des cas particuliers, poser us(z) = 0, à savoir dans les cas où 
il existe des fonctions automorphes partout régulières, et c’est le cas par 
exemple pour le groupe modulaire. En laissant de côté ces cas, on peut, en 
général, essayer de satisfaire aux équations (8) par des fonctions dont les 
exposants forment un ensemble linéaire 
(oy à us(z) = asu(z) + Bs, / 
ou u(z) désigne une fonction entiére. Les fonctions en question, satisfaisant 
pour chaque substitution S de I’ a une équation de la forme 
(10). g(S)= e%s#2!+8s 2( 2), 


pourraient, si elles existaient, être regardées comme une généralisation des 
fonctions elliptiques aux multiplicateurs exponentiels. 


11. Pour étudier la nature de nos fonctions hypothétiques, nous remarquons, 


ce qu'il est facile de vérifier, que la fonction u(z) doit pour chaque S de [ 


satisfaire à une équation de la forme 
(11) | u(S)=asu(z)+ ds. | 
Comme fonction sur la surface algébrique riemannienne F, correspondante 


à notre groupe I’ et définie par le couple fondamental (4), la fonction u est une 
fonction multiforme u(x), dont les branches dépendent l’une de l’autre par la 


relation 


(11') u(a2’!)=agu(a) + bs. 
Il s’ensuit que 
exe} Ti y) 
u'(æ) 4 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. 48 


est une fonction An PE et NUomere sur F, doi une 


4 


dex ety: On aura ainsi pour la fonction ul’ expression Yi 4 Rs 5 ler 


ae ; Ser at ra, dx 
4 1 (12) ae u=fel dz. neg 
hte 7 r. 


FA Quant aux fonctions g Lin UE à u, on trouve qu elles peuvent s expri- 

mer sous la forme BAR ae 
; : g(x)du Soe AN Fe mr: 

(13) \ PAL sass 7 nS k a. mat 


y par la fonction | ‘ | | HE 
oe D log g (x) HART 
ee (14) SR PTE eut 
j Mil Ai ‘ Ty à HU hae aie 
satisfaisant aux équations | y 
Sa À fe I a ‘à 
K (15) FÉES dad ham 
AS et ayant donc une expression de la forme | Por PRE fa M à ser Sl 
My a 7 (16) À 2 | SAS a7) abs eae ip ' ; , : ‘ 6 . 
‘ot R(w, y) est une fonction one le On peut a aussi, par un calcul élémen: 
taire, vérifier que les fonctions log g(æ) et u(x) sont des Bae de reais 
tion différentielle linéaire a PPO man dee 
. Lo 3 i ‘ yet 2 r. = 
tone v un) : A. A | = (Rt ane (TR = pr) oe! igh Tight AES CFE 2 i 


igh es tous (12) appartidhneats à la catégorie des intégrales des fonctions ee 
seca | multiplicateurs constantes étudiées par Appell et Prym. . x 

Dans le cas le plus simple, où toutes les constantes a, sont égales à l'unité, Wes * fe 

i fonction u Poet se A à une Rire abélienne de la PAS Gide der. aa 


= fr £ < 
Avi SMART, LS à | 
+¥ a, EN ; REP 1: cat a 
4 r * ‘ ’ © Fe = ' 
} i, Lei | pi à Ay My +2 > mu, 
, D ! J (Us Ur, Up) = LAS V=1 
[+ : . : nie ; Nr 


* f 
ce 
Mer | 


ae ee lt , Nw Phe. T4 Ce y ae 
et des intégrales abéliennes normales de la première espèce _ 


a ‘ : LA 
14 


1 RENE 


« 


D x Ru Ph ow fe Sas Sty LT EN ey | up : 
Pe.” sous la forme AA : gah ; 
£ ¥ Air af ; ‘ ' 3 È . : x à + J 
BY 6) HB ltr (8) Crs +, tp (8) — Eph nn 
b | \ ‘ P : * ‘ ney r j : à c 
‘ y L ee: 2 x * 
ii he AIRE 
: CAR NZ 
% DEA ; LA yer 


of 


#, 


a : " L < 4 


ae se 7 


a mS ‘A ae | ee Cr epee es ae I Be a OT a 4 y Tee PALIN UE à a 
rs gaa SY Dives We ee AN nes. 1€ PAT i li CV: TRE ES ALAN NAN Et LE LS Sal Se 
K Pr UN pe y) À ee We , , 2 . , , on 4 ore pi 7 
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où C, sont des constantes. Les fonctions (18) satisfont alors aux équations 


P 
D À (s) u (z)+ + (8) 


&(5)=e'=* g(s) 


un peu plus générales que (10). 


12. On arrive à une autre catégorie de fonctions plus remarquables au point 
de vue application, en supposant les constantes ag égales à + 1. Nous traite- 
rons de ce problème d’abord le cas spécial où (5) se réduit à la surface hyper- 
elliptique | | 

2p+ 
(19) y=[] 24) 


he | 


Soit alors u(x) une intégrale elliptique de la première espèce ayant comme 


, dx 
== —_—sS 
(20) Il 
(2 — ey) 
Vet 
quatre quelconques entre les points 
Ets Cas see y Capps 


pour points de ramification. Comme fonction sur la surface F, la fonction u (x) 
est égale à l’intégrale d’une fonction à multiplicateurs constantes (12) vérifiant 
les équations 
£ u(r')= E u(x) + mo, + Mw, 


- 


où m, et m, sont des nombres entiers. Quant aux fonctions correspondantes (13), 
elles peuvent maintenant s’exprimer par la formule 


du | E(ujdu 
(21) ; SR , 


où E (4) désigne une fonction doublement périodique ayant les périodes primi- 
tives w, et w, de l'intégrale elliptique (20) comme périodes. 

Dans le cas actuel, le groupe I sera un sous-groupe invariant d’un groupe 
fuchsien IT, de genre zéro et d’indice deux ayant la fonction x (z) comme 
fonction fondamentale. En exigeant que les équations (10) subsistent même 
pour les substitutions de F,, la fonction (14) se réduira à une fonction ration- 


. nelle de æ. La plus simple de telles fonctions est la fonction 


E(u)=—[p(u+a)+p(u—a)], 


ayant des pôles doubles dans les points +a. La fonction correspondante gdevient 


\: 


‘<i 


4 


SE be he,” 


¥. es 
ee 


i 


(22) _ H{u(s)] 
ere A 
formée par la fonction H (w) de Jacobi. ans Spa 2 - 
Comme fonction de u, notre fonction (22) satisfera, aprés u un changement de. 
variable, aux équalions NOR 
H(u+u)=— H(u), H(u-+ on) =e (5) Hu). | ve 


ou 


est une fonction entière de z, satisfaisant pour chique S de T°, à une équation 
_ de la forme (xs): 


Ci ; y= 04 | MAR AA EU 


fonctions © elliptiques et de certaines fonctions entières analogues ac tas 
fonction u(z). Et comme enfin chaque fonction automorphe de T peut s 'expri- 


entières Ÿ(3) satisfaisant pour chaque S der à une équation CR aa eee 
| L LÉ RE | SF aMuteren) 3 
| (25) ere Y(S)= et — (4), 
Are | 
(26) SRE da (5) (She. ug(s) 


par conséquent, les équations (25) se réduisent à la forme simple (10) [418]. 
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alors, en la multipliant par une fonction exponentielle de | if 
fonction | | | 


Par la fonction (22), la fonction automorphe x (2) s’exprime sous la forme 


0 0 (2, Zo) : ; Lu 
(23) æ(s)—æ(%)=C (50) de , 


\ 9 (4 29) = H[u(s) + u (4)] H[w(s) — u(z0)] : “ M ? 


ay + 


13. Pour obtenir une expression semblable pour la fonction yG) on peut 
introduire un nombre fini q des intégrales elliptiques de la forme (20) et Pons 
obtient ainsi pour les radicales Væ —e; des expressions comme quotients de 


fonctions © dont les arguments sont des intégrales elliptiques mentionnées. 
ce arrive de celte manière à la représentation é 


PC) 


de la Finition y(z) comme ATEN de deux RU ee composées de 


mer rationnellement par æ et y, on aura finalement pour chacune des telles | | 
fonctions une représentation sous forme d'un quotient de deux fonctions 


sont des “intégrales elliptiques. On peut toujours, par une transformation 
simple, attendre que toutes les constantes A" s’évanouissent pour v > ret que, 


Nous avons ainsi démontré la possibilité de composer nos fonctions auto- ae 
morphes de certaines fonctions elliptiques et des Mon haha (26). 


« TE 
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14. Il reste à étudier de plus près ces dernières fonctions. Nous pouvons 
nous borner à la fonction u(3). On peut facilement montrer que cette fonction 
entière est une fonction automorphe fondamentale d'un groupe fuchsoide I” 
du genre zéro, sous-groupe invariant de T,, dont on peut trouver un polygone 
fondamental de la maniére suivante : 

Regardons le réseau des parallélogrammes des périodes de l'intégrale ellip- 
tique w et coupons le plan suivant les côtés A, correspondant aux côtés C, du 
polygone fondamental B, de Ly. En joignant une infinité de tels réseaux suivant 
des coupures À,, nous obtiendrons une surface F’ de recouvrement pour la 
fonction polymorphe 3 (4) regardée comme fonction de wu. Par la représentation 
conforme de la surface F’ sur l’intérieur du cercle C, le réseau découpé sera 
transformé en un polygone B’ ayant un nombre infini de côtés, lequel poly- 
gone B’ est un polygone fondamental du groupe I’ cherché. 

Soit maintenant IL, le parallélogramme constitué d’un nombre fini de paral- 
lélogrammes dans le plan uw. A ce parallélogramme correspond un polygone B’, 
à un nombre fini de côtés, qui s'obtient en traçant dans le polygone fonda- 
mental B’ les lignes correspondant aux diverses parties des côtés de IT,. Outre 
ces côtés, que j’appellerai les côtés de première espèce, la frontière L, de B, 
renferme un nombre fini de côtés de seconde espèce, provenant des parties des 
coupures A, situées à l'intérieur de Il,. 

Cela posé, formons pour le parallélogramme IL, une surface de recouvrement 
en joignant un nombre fini g, de ces parallélogrammes suivant les coupures A,. 
A la surface ainsi obtenue correspond un polygone A, composé d'un nombre 
fini de transformés de B’. Soit Li, resp. L;, l’ensemble des côtés de première resp. 
de seconde espèce appartenant à la frontière 


(27) | L, = L, +L' 


de A,. On peut alors, par des considérations relativement compliquées, mais 
tout à fait élémentaires, que nous laisserons ici de côté, déduire pour la longueur 
de L’ une inégalité de la forme 


(28) ; li; < En, 
où €, désigne une quantité tendant vers zéro pour n + o. Il s'ensuit, d’autre 


part, de la définition de L,, que 
(29) | | u(s) |= kn surL,, 


où & est une quantité positive. | 


15. Formons maintenant la fonction 
u' (a) 
u(z)—u(a) ; 


(30) 3 f= 


qui est, ainsi que u(z), une fonction automorphe fondamentale de notre groupe 


en faisant toutefois observer qu’il s’agit ici d’une série dont la convergence est 
uniforme, mais pas absolue. Il faut donc prendre les termes de (33) dans un 


suivre est cependant aisée à exprimer et indépendante du choix de la ARE 


à ah ; : u (z Ya .U(so)—u(a) __ I Fe se] 


RCE LA rs FAT a oa 
CRE ed FREE 


An 


Pour les intégrales, on a les évaluations 


nape aan 
1, “4 be 


<i 
n 
si ne ) reste bornée aux côtés de L,, ce qu’on peut d’ailleurs supposer sans 
restriction. Pour n-> o, on obtient ainsi l’expression pon a | 


(32) <k! En 


- 


_S'(a)_ ini Le SULRE ‘ ee 


Gees DER At price RES 
que nous écrirons simplement , 
DAS sad PAR AE | 
(33) or en f= sm’ . te | 
‘ - I’ ci 


ordre bien déterminé et les réunir d’une manière convenable. La loi qu'il faut 


automorphe f(z) en question [18]. aa aie 
Comme fonction du paramètre a, notre série (33) est Vidomigued à une série 


paramètre, on obtient pour la fonction He l'expression 


u(s 5)—u(é) u(zo)—u(8) S(3) — b " S(z0) — b 


Ce A dont la convergence est uniforme, mais pis absolue, est en | 


réalité identique à un produit de Schottky. à 
En combinant les expressions Ci- -dessus avec des expressions connues des 


fonctions elliptiques on peut obtenir, pour les fonctions automorphes æ(z) | 


ety (3), des produits infinis ayant la forme la plus simple possible. On peut. 
aussi, à l’aide de la formule de Cauchy, trouver pour toutes les fonctions auto- ne 
ue et même pour les intégrales abéliennes, une représentation analytique 


‘par des séries infinies, ayant des propriétés remarquables, analogues à celles 


des développements des fonctions elliptiques : l’invariance formelle par rapport 


s i‘ au groupe donné, ainsi que la M'A la plus rane possible des ren 


de la fonction en question [18]. | | L | re 


ch 4 
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“16. ‘Nos développements s'étendent aussi aux surfaces algébriques les plus. 
FAQ ES Heparuons d’abord oa cas ie plus dd oe = 0. Soit done Fe un groupe 
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_ de Poincaré de la dimension m= 1. Par l'intégration de (33) par raped au Ne: 
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fuchsien quelconque de genre zéro et æ(z)une fonction automorphe fondamen- 


tale, définie à une transformation linéaire près. Soient (e;) les points de rami- 
fication de la fonction polymorphe sz (x) et (v;) les ordres de ces points. Ces 
entiers satisfont, comme on le sait, à l’inégalité S 


j 


Il est toujours possible, comme nous l'avons démontré dans un travail publié 
dans les Annali di Matematica [20], de construire une surface algébrique F de 
genre un, dont les points de ramification sont situés sur les points (e;), l’ordre 
de ces points de ramification étant alors v;. Soit alors u une intégrale elliptique 
de première espèce de la surface F. La fonction u(z), uniforme et régulière 
pour |z| € 1 est une fonction automorphe fondamentale d’un groupe fuchsoide 
du genre zéro, sous-groupe de notre groupe fuchsien [,. Pour cette fonction; 
les développements précédemment donnés sont valables. 

Comme, d’autre part, x est une fonction elliptique de w, on aura ainsi finale- 
ment, par combinaison, des expressions pour la fonction x (z) et ensuite pour 
toutes les fonctions automorphes du groupe I’, donné. 


17. Quant au cas général, où le genre du groupe l'est un entier quelconque, 
nous sommes obligés de nous borner aux remarques suivantes : ; 

Soit F une surface riemannienne algébrique quelconque et (e;) les projec- 
tions des points de ramification de F sur le plan x. Soit alors zs = z(2) une 
fonction polymorphe de +, ayant les points (e;) comme points de ramification 
et telle que l’ordre de chacun de ces points soit un multiple d’ordre du point 
correspondant de F. On peut alors regarder la fonction 3(x) comme une fonction 
polymorphe de la surface F avec une ramification relative. I] s'ensuit que les 
fonctions rationnelles sur F seront des fonctions automorphes d’un groupe 
fuchsien, sous-groupe d’un groupe de genre zéro. Pour les fonctions en ques- 
tion tous nos développements précédents sont donc valables. 

Choisissons en particulier y, = y, =. La fonction 
Le 
XL — 65 


u = log 5 


qui est une fonction automorphe d’un groupe fuchsoide I”, joue alors dans le 
cas qui nous occupe le même rôle que l’intégrale elliptique w dans le cas hyper- 
elliptique. On arrivera ainsi à une nouvelle représentation analytique des 
fonctions automorphes, dont nous avons traité en détail dans un travail publié 


dans les Acta mathematica [15]. 


Il est donc possible, pour chaque surface algébrique d’un genre quelconque, 
de trouver une fonction polymorphe, par laquelle la représentation analytique 
des fonctions automorphes est possible, en se servant des expressions cano- 


niques les plus simples. 
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On voit ainsi que dans nos développements précédents les fonctions fuch- — 


une généralisation des séries de Fourier. 


(2] ' ; lode CAs”, Paie Gm ol hoa ae ae | at | ss ee cs. 


18. Pour force nous faisons encore # remarque suiv 
regarder la méthode précédente comme une généralisation | de la repré entation — 
des fonctions périodiques par les séries de Fourier. ‘ 


En effet, chaque fonction elliptique ayant les périodes w,, w; devient, par 
l'introduction de la variable | 


une fonction uniforme de ¢, automorphe par rapport aux substitutions © 


\ 


27 iw" é ‘ 
der ; 


« 


Mais la fonction ¢(z) est une fonction automorphe fondamentale pour le Las 

des substitutions | aes 
s'=z-+mo, ” 

sous-groupe invariant du groupe formé par l’ensemble des substitutions | 


af “ 


2’ = 3+ mo+ mo. Roe 


soides u(z) jouent le même rôle que la fonction exponentielle ¢(z) dans le cas — 
présent. C’est dans ce sens qu'on peut regarder 1 nos développements comme 


Piaf 
Tk = Remarques sur la théorie des fonctions fuchsoides. / 

19. Dans le chapitre précédent, j'ai traité des ’ groupes fuchsiens, auxquels 
amène l'uniformisation des fonctions algébriques, c’est-à-dire des surfaces 
riemanniennes fermées. Passant maintenant aux groupes fuchsoides, nous _ 
aurons affaire à un problème général de la théorie des fonctions, dont nous ne 
pouvons obtenir que des résultats très incomplets. En effet, comme toute 
ire riemannienne et toute fonction analytique peut être uniformisée — 
par ces nouvelles fonctions, leur théorie est équivalente à la théorie générale 
des fonctions analytiques sur une surface riemannienne la plus générale. 

On rencontre des difficultés nouvelles deja à propos de la définition d’une 
fonction automorphe. En effet, si nous exigeons seulement que nos fonctions wie 
restent invariables par rapport aux substitutions du groupe donné et méro- 
‘morphes à l’intérieur du cercle principal, nous aurons affaire à une classe 
de fonctions qui est trop étendue pour qu "on puisse en trouver les propriétés 


spéciales. Afin d’ éclaircir notre assertion nous traiterons de l'exemple suivant : 
Soit. 


| | | | NES 


A4 


un nombre infini dénombrable des points du plan complexe æ ayant le point 


* 


’ 
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à l'infini comme seul point d’accumulation. Soit (x) la fonction polymorphe, 


inverse d’une fonction fuchsoide, ayant les points (e) comme points de rami- 
fication logarithmiqué. En traçant par les points (e) une courbe convenable, 
on obtiendra pour le groupe fuchsoide correspondant un domaine fondamental 
formé par un polygone avec un nombre infini de côtés et des angles tous égaux 
à zero. Pour notre groupe I’, la fonction æ(z) est une fonction automorphe 
fondamentale, ayant comme domaine principal le plan æ pointé à l'infini. 
Mais avec la fonction æ(z), toute fonction méromorphe de x sera une fonction 
de 3, méromorphe à l’intérieur du cercle principal et invariante par rapport 
au groupe I’. Rien que cet exemple nous montre qu’il sera indispensable 
de préciser d’une façon plus détaillée la définition des fonctions automorphes. 


20. Les groupes fuchsoides peuvent, comme les groupes fuchsiens, 
étre répartis entre deux catégories suivant que le groupe sera discontinu 
seulement à l’intérieur (et a l’extérieur) du cercle principal, ou encore sur 
quelques parties de la circonférence C. On définira, de même, le genre 
d’un groupe fuchsoide, ce nombre pouvant maintenant aussi étre infini. Mais, 
outre ces propriétés déjà connues, on rencontre ici des circonstances entiè- 
rement nouvelles, qui conduisent à une nouvelle classification importante 
des groupes fuchsoides. Nous en traiterons d’abord dans le cas le plus simple, 
à propos des groupes du genre zéro. 

Il existe dans ce cas, par définition, une fonction automorphe x(3) 
n’obtenant aucune valeur plus d’une fois dans le domaine fondamental B 
du groupe. Cette fonction fondamentale, qui donne une représentation 
conforme de B sur un domaine simple T, est encore très arbitraire. Si, en 
effet, a’ = f(a) désigne une fonction analytique quelconque représentant le 
‘domaine T d’une manière conforme sur un tel autre domaine 1”, la fonction 
composée f[æ(z)] sera également une fonction fondamentale du groupe I 
ayant le domaine T’ comme domaine principal. 


21. Notre classification nouvelle des groupes fuchsoides se fonde sur la 
notion de la capacité de la frontière du domaine T, en réunissant dans 
la premiére classe A, tous les groupes pour lesquels la capacité est nulle, 
dans la seconde classe A, tous les autres groupes. Il est peut-être utile 


de rappeler ici la définition de la capacité et quelques faits relatifs. 


Soient 2,, Æs, ..-,.%,, nm points de l’ensemble donné y fini et fermé. 
Formons l’expression 
n(n—t) 
2 
(35) (/ Ti 
| ick 


donnant la moyenne géométrique des distances de ces points pris deux a deux. 
Quand les points x, parcourent, indépendamment l’un de l’autre, les points 
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i ie de l’ensemble donné u, la FOR (35) aura un maximum ‘fii du ea 
ne, diamètre de l’ensemble 4. On peut démontrer facilement que les nombres — 
ae ; ainsi définis d,, d,, d,, ... forment une suite QE AIR d’où il s'ensuit » 
ES | NES qu'il existe la valeur limite | NE 4 
A, | | HE ARE FEES 
RU à: Eee ae 
| Cette quantité non négative, le diamètre transfiné est par définition la capacité | nn. 
de l’ensemble donné. | Le 
On peut arriver à cette notion aussi par un autre chante Soit, en effet, 4 
_T le domaine infini limité par u. Approximons ce domaine par les domaines FR 
T,, Ts, Ts, ... limités par courbes fermées entourant les points de p. etchoisies <a 
de telle manière que T, soit une partie de T,,, et que chaque point de T sdite ie aa # 
contenu dans T,, n étant suffisamment grand. Soit maintenant g,(æ) a 
la fonction de Green pour le domaine T,, ayant son pôle a I’ infini, c’est-à-dire a 
la fonction harmonique dans T,, qui est égale a zéro sur la frontière de Ty, = ‘4 
et qui, à l'infini, a un développement de la forme | | F4 
(36) : Pr Mi + Ym + (); or cs 4 
3 7 cog 
ou (4 g devient zéro pour a infini. Les constantes y, forment, comme on le voit Mie a 
aisément, une suite croissante ayant donc une valeur limite ‘ a 


j | lim y,,= : ey 
bye! Ym— = y, 


‘ 


finie ou infinie. Entre la constante de Robin y ainsi définie et la capacité GA 
a toujours lieu la relation Salad oy \ 
‘ : SRee » ; 5 ey + 


! 


On peut distinguer entre deux cas nero différents, cle que la 

| capacité est positive ou zéro. Dans le premier cas, il existe pour le domaine T 4 

une fonction de Green g qui peut être déduite de g,, en passant aux limites | [17]. 
Il en est autrement dans le second cas, où les fonctions (36) tendront vers 

l'infini pour m->+co, Les domaines de la première espèce. ont une frontière 

| positive, ceux de la seconde espèce sont des domaines ayant une frontière 
nulle [26]. Les ensembles de la capacité nulle sont d’ ailleurs aussi identiques 

aux ensembles des points qui sont des points réguliers pour chaque fonction 

| harmonique, bornée dans un certain entourage de l'ensemble en question [17]. * 


92, Pour expliquer la dépendance de la capacité des mesures ordinaires UHR 
de l’ensemble, nous remarquons, ce qui est aisé à voir, que chaque ensemble ae 
contenant un nombre fini ou un nombre infini dénombrable de pointsaune © eee 
capacité nulle, et que chaque ensemble contenant un continu a, au contraire, EE ay 


une capacité positive. Soit, plus ecb cg: A(t) rune fonction > “CASE 


‘ 
\? ft 


À 


L fi 
j a a fie * 
1 à F ~ OÙ NPC HAE 
i. A gage os MERS 
\ ae aya 
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croissante de ¢. Nous dirons que ladite fonction est de la première espèce, 
si l’intégrale 


h(t 
(37) [ Pa 
0 
est divergente, de la seconde espèce, si l’intégrale est convergente. 
Soient maintenant pa, 04, Ps, ... les rayons des ml qui recouvrent 


les points de l’ensemble. Formons l'expression 


D A (by). 
La limite inférieure - 


lim © A (p) 


de ces sommes sera par définition la h-mesure de notre ensemble y. 
I 

TN PEER 

| logé] 

on obtiendra la mesure logarithmique. On doit à Erdos et Gillis le théorème 

suivant : 


Pour A(t)—1t, on obtiendra la mesure linéaire, tandis que pour h — 


Si la mesure logarithmique est finie, la capacité est nulle. 


D’autre part, j'ai démontré que la capacité est sûrement positive, si la mesure 
appartenant à une fonction de la seconde espèce h est positive [ Ne Il suffit, 
par exemple, de prendre pour e > o ; 

I 


oC [logé logé +++ logrt (lognsst)***| ; 


23. Revenons maintenant à nos groupes et fonctions fuchsoides. Soit I 
un tel groupe de genre nul et 2 = f(z) une fonction automorphe fondamentale. 
Nous pouvons distinguer entre deux types de groupes selon la nature du 
domaine principal T de x. Pour les groupes du premier type le produit infini 


(38) II| Sy (2) |; 


est divergent; pour ceux du second type, il est convergent. Dans le deuxiéme 
cas, l’expression 


et) ae — log I = 2 log ——_—— nr vie 


définit une fonction harmonique qui est automorphe et qui, comme fonction 
de x, est identique à la fonction de Green g du domaine T. Quant à la série (39), 
elle converge simultanément avec des séries de Poincaré de la dimension m RUE 

En vertu de ce qui précède, la détermination du type d’un groupe fuchsoide 
est un problème équivalant à la recherche de la convergence absolue des séries 
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oe de Poincaré mentionnées. Le dernier problème est cependant très | | 
Ki | à résoudre, et même dans le cas le plus simple, c'est-à-dire pour les domaines — 


k ce simplement connexes, on n’a pu jusqu'ici expliquer que des cas très er 
ae particuliers [ 26 ]. se : 4 ss 
ess Parmi les résultats un peu plus généraux, citons le suivant, dont la vérité M! 
bi est facile à constater : Si la mesure linéaire de l’ensemble fermé m des points a 
ae du domaine fondamental appartenant a la circonférence prinpipan C J 3 
e À DE est su positive, le groupe sera du deuxiéme type. a 
ee es 4 ¢ 


24. On pourra se demander s’il n’est pas possible d’ intervertir ce résultat 


ie ae: ou, plus précisément : est-il possible pour chaque domaine dont la frontière | 
Ae eyes a la capacité positive de définir un groupe fuchsoide dont le domaine principal 
EE on est T, de sorte que la mesure linéaire de l’ensemble correspondant m soit 
a! ‘ees positive. | | 


Envisageons à cet effet le domaine T constitué par l'intérieur du cercle ! 
unité E du plan a, excepté un nombre infini des points 


(a) | ay, G2, 3, 


convergents vers la périphérie E' de E, chaque point de E’ étant un point limite 
de ble (a) (cas hyperbolique). En joignant les points (a) par des lignes — 
droites aux points les plus rapprochés de E’, on aura un système de coupures 
formant la frontière d’un domaine simplement connexe T’. Soit maintenant s 
la fonction polymorphe ayant les points (a) comme points singuliers — 
- logarithmiques et représentant la surface de recouvrement de T’ sur le cercle 
unité. En effectuant, au besoin, une déformation des parties intérieures 
des coupures, on aura pour le domaine fondamental du groupe T de 3 
un polygone, limité par un système infini de demi-cercles, les côtés conjugués 
ayant un sommet commun situé sur C. On peut procéder d'une manière 
. analogue dans le cas où T est identique au plan infini, pointé sur un ensemble 
| de points convergeant vers l'infini (cas parabolique). 
On peut maintenant distinguer entre deux cas différents, selon que la mesure 
ake \ linéaire de l’ensemble m est nulle ou positive. Dans le cas parabolique, on à 
; _ toujours affaire au premier cas, d'après le théorème mentionné ci- HSE x 78 


Quant au cas hyperbolique, la mesure de m peut étre Bane ou | positive, i 
selon la densité de l'ensemble (a). a 
Pour éclaircir cela, nous supposerons que les points (@) soient situés d'une She Be 
manière régulière exprimée par la formule — pe 

à. ‘ 2Tik Ù ‘of 

| An ee qn (0ZK< pr), : as. + =. 
eee 

OÙ Gi, Jo» Js, ... est une suite croissante de nombres positifs et Br des entiers, aS à 
devenant infinis avec 7. On aura alors le théorème : : | a 34 
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bn ; 

n>» In 


+ 


la mesure est positive | 21 ||. 


En prenant, par exemple, g,= 2", on aura le premier cas pour p,—2"l+ 
et le second cas pour p,—= 2", où e >o. Dans les deux cas, la fonction 
automorphe æ(z) nous fournit l’exemple d’une fonction bornée, dont les 
valeurs limites de Fatou sont toutes absolument égales à l'unité. C’est un fait 
remarquable que dans le premier cas la dite fonction obtient ces valeurs limites 
- déjà pour un ensemble de points de mesure nulle. 


25. De ce qui précède, il suit qu’il existe des groupes fuchsoides ayant 
la même structure et dont les polygones fondamentaux se ressemblent 
parfaitement, l'un des groupes conduisant au cas hyperbolique et l’autre 
au cas parabolique. Pour distinguer entre les deux cas tout à fait différents, 
on doit donc tenir compte non seulement de la mesure de l’ensemble m, mais 
aussi de l’ensemble des côtés du polygone fondamental. 

On pourrait songer qu'il serait, dans le cas hyperbolique, toujours possible, 
- par un choix convenable de coupures, d'arriver à un groupe fuchsoide dont 
le polygone fondamental ait un ensemble m de la mesure positive. Il n’en est 
aucunement ainsi, comme nous l’apprend l'exemple suivant [ 21 ]. En partant 
de l’exemple hyperboliqne précédent, nous choisirons les points a, d'après 
les conditions 

=. log:p,, 
ae A. 
On peut alors démontrer que la mesure de l” ensemble m est nulle et cela pour 
tous les systèmes des coupures. ( 
Notre condition est remplie, par exemple, si p,— 7". 


26. Nous traiterons dans ce qui suit d’une catégorie de groupes pour 
lesquels on peut d’une maniére simple résoudre la question. J'entends par là 
les groupes fuchsoides de genre zéro qui sont contenus comme sous-groupe 
invariant dans un groupe fuchsien. On aura, en effet, pour les groupes 
en question, le théoréme suivant : 


Tout groupe fuchsoide V, du genre zéro qui est contenu comme sous-groupe 


P. ip APRES 


à 


LC invariant dans un groupe fuchsien est Nees su le groupe J 


pas wsomorphe à un groupe de transformations linéaires 


“as 
es 
ce 
3 = 
; 


Fr. 


Cr (4o) z'= ax + b, : 
ag autrement hyperbolique [ 22 |. 4 
à | 4 


t #, 
2 +: 
CARRE AS 


re 
~ 


: 180 l Soit, en effet, æ—x(z) une fonction fondamentale de T,, définie à une TS À 
va transformation biuniforme près, et soit T le domaine principal corres-. a 
pondant. S étant une substitution quelconque du groupe fuchsien T, 1 


la fonction a(S) = f(a) est en mème temps une fonction fondamentale de Ty, — 
dont le domaine principal coincide avec T. Il s’ensuit que les substitutions 


A 


no 


(41) | By HTS boy eae # 
| REA à 3 a 

forment un groupe G IRON DR REC au groupe factoriel y, et ayant T comme | 2 
domaine invariant. == | | 530 
Dans le cas où le groupe G est isomorphe avec un groupe des substi-- "#1 
tutions (40), la frontière de T contient évidemment tout au plus deux points, = a 
et l’on aura affaire au cas parabolique. Dans tous les autres cas, la frontière ie 


de T contient une infinité de points. D’après un théorème que j'ai démontré, 
la capacité de la frontière de T est alors positive, c’est-à-dire le groupe 
en question est hyperbolique [21 ]. FE 

On obtient un exemple remarquable des groupes mentionnés en choisissant 
pour le groupe Pv le groupe de la fonction polymorphe 3(2) non ramifiée 
d’une surface riemannienne algébrique F et pour I’, le groupe d’une fonction — 
polymorphe appartenant à un groupe de Schottky. Dans ce cas, la frontière 
du domaine T se compose d’un ensemble infini fermé de points discrets, 


ity 


OR so a Eu SU 


ps 


< d'1 
D 


"2. 


. nae 
ri! 


j ‘ i . - 


sauf le cas p—1, où l’ensemble en question renferme au plus deux points. = 
Dans le cas général p >1, il s’agit donc d’un groupe hyperbolique; dans le cas, > 7271 | 
particulier p = =1, d’un groupe parabolique. - FR 


ie rs 


27, La classification établie ci- MP n’est pas la seule qu'on puisse 


_imaginer. Nous traiterons dans le suivant de quelques autres classes de groupes,  . 4 
importantes au point de vue de la théorie des fonctions [25]. ta. Bi 
Nous partons pour cela de la classe A, des domaines T dont la frontière ail 
se compose d'un ensemble y: dont la capacité est positive. Les domaines à 
en question sont, comme nous l'avons déjà dit, identiques aux domaines ‘a 
où il existe des fonctions harmoniques bornées non constantes. La classe: Ay "% “Al 
contient la classe A, de domaines où il existe des fonctions analytiques abso- 
Jlument bornées non constantes. Dans le cas spécial où les points limites de T ea 
sont situés sur une droite, le domaine T. appartient à la classe A, Laurea -jaes 3 


Ne et seulement quand la mesure linéaire de la frontière est positive. 


j { 1: 
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Nous introduisons finalement la classe A, des domaines où il existe 
des fonctions analytiques f(a) pour lesquelles l'intégrale de Dirichlet 


finden  2=i+in 
Æ 


a une valeur finie. C'est une sous-classe de À,, comme il s’ensuit des travaux 
récents de Schiffer. 

La classification précédente implique immédiatement la classification 
des groupes fuchsoides correspondants. 

Comme application, nous démontrons le théorème suivant : 


Pour chaque domaine de la classe À, il existe une transformation non 
linéaire (41) par laquelle T sera représenté sur un domaine simple. Pour tous 
les autres domaines, la trans formation (41) est toujours linéaire. 


Soit, en effet, u(æ) une fonction non linéaire transformant le domaine T 
en un domaine simple renfermant le point à l'infini et ayant à l'infini 
le développement 


u(æ) = ax + o+ (2). 


ie différence u(æ)—(aæ—+b) est alors évidemment une fonction non 
constante, régulière dans T et ayant l’intégrale de Dirichlet finie. 

Soit inversement T un domaine quelconque de la classe A;. D’après un 
théorème de Schiffer, il existe alors dans T une fonction régulière trans- 
formant T en un domaine simple, dont la frontière a la mesure extérieure 
positive. La transformation en question est alors certainement non linéaire, 
si la mesure de la frontière p. de T est nulle. Dans le cas ou la mesure y 
est positive, on obtient une transformation non linéaire en représentant 
le domaine T sur un domaine limité par un système de fentes parallèles à l'axe 
réel (théorème de Koebe). Notre théorème est ainsi complètement démontré. 


28. L'importance de notre classification ressortira aussi de ce qui suit, 
où nous nous proposons de représenter analytiquement les fonctions auto- 


morphes de nos groupes fuchsoïdes. 
Commencons par le cas parabolique et traitons d’abord du cas le plus simple 
où le domaine T est identique au plan w entier pointé à l'infini. Les points 


de ramification 


(e) | 4) Ca, C3) 


de la fonction polymorphe 3(w) auront alors comme seul point d’accumulation 


le point à l'infini. 
Nous supposons pour simplifier que les points (e) sont des points singuliers 


logarithmiques pour (uv). En découpant alors le domaine T par une courbe 
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#5 simple convenable K traversant les points Ge on OH | 
| fondamental B du groupe fuchsoide T de z un polygone ayant un: 
infini des angles égal à zéro, les côtés conjugués 


(C) G,, G se: 2, 3, .-.) 


correspondant aux parties (e,, er) de K. Les sommets da B auront alors 
comme seul point d’accumulation le point 7, où la fonction ore ye u(z), 
inverse de z(u), a la valeur limite infinie. — oe 
Sur les côtés (C) de Bilyalieul’inégalite  - 
(42) | u(z)|> M, 


dès que y surpasse un nombre v, devenant infini avec M,. 
Nous adjoignons maintenant à B l’ensemble des polygones adjacents par 
des côtés équivalents aux côtés (C), où yy, et nous continuerons ainsi — 
de suite. Après un nombre fini g, de telles opérations, on arrivera à un — 
polygone B, dont la frontière L, se compose d’un nombre fini de côtés de deux 
catégories différentes, les uns étant équivalents à un des côtés (Choùv>w, 
_les autres à un des côtés (C) où v-Zv,. Soit L, la somme des côtés de la 
_ première catégorie, L’ la somme des autres. On aura alors l'inégalité (42) 
sur chaque côté appartenant a. a) 
On peut démontrer, ¢ ete ‘est un point capital de notre théorie, que 


lim is Th 
n> 


æ i 


si les ee bte) qn croissent d’une manière suffisamment FRÈRE 
Nous renvoyons à notre travail [19]. 


29. Formons maintenant l'expression | se | 
fae Aa Py me wernt LA 

pe : Em u(s)—u(a) 

qui définit une Ab fondamentale du groupe T. En vertu de la formule _ 

de Cauchy, on aura 


ÿ, ss S'(a) 
Go à top af a 


la somme étant étendue sur l'ensemble des pôles S(a) de f(z) aus hare 


le domaine B, limité par Le. Quant à l'intégrale dans la formule (44), on aura 
_ d’abord | 


ae , 4 4 x 

ao? - — « - 

: | oh i sy + 
: ‘ L,. LV OL 


A cite ae (42), on aura sur L, PAR 


a on ans 


hans SUR LES FONCTIONS AUTOMORPHES, 


[ 


k étant une constante, indépendante de n, d'où il suit 


407 


lim} =o. 
AC 


On aura également pour la seconde intégrale 
lim | == 0; 
>= 4 Le 
parce que la longueur de L, tend vers zéro pour n — 00, si aucun pôle de 1e 3) 


n’est situé sur L,, ce qu’on peut supposer sans restriction. On aura ainsi 
pour f(z) l'expression 


5 £3) Nea Bt . 
(4 ) J ) Stee z—S(a) 
que nous écrirons brièvement 
(46) | ICE as: 


Il s’agit ici d’une série dont la convergence est uniforme, mais pas absolue. . 
En intégrant par rapport au paramètre a et en passant à la fonction expo- 
nentielle, on en déduit l'expression. \ 


eae) _ U( So) — u(a) S(z)— 4 S(z)—a 
(47) | u(s)—u(b) ARE ILE 3) — 0" Sees |» 


sous la forme d’un produit ee La convergence n’étant pas absolue, on doit 
prendre les termes du produit dans un ordre bien déterminé, défini par 
le groupe I’, mais indépendant de la fonction considérée. Notre expression 
que nous avons déjà rencontrée à propos de la représentation analytique 
des fonctions fuchsiennes, met en évidence les propriétés fondamentales 
de la fonction en question, à savoir les pôles et les zéros de la fonction, 
et ultérieurement l’invariance formelle de l'expression pour les substitutions 
du groupe correspondant. Malheureusement on ne peut, en général, donner 
aucune règle simple pour l’ordre des termes de (47). On devra pour cela 
connaitre la croissance des entiers g,, problème que l’on peut résoudre, 


à l’aide de théorèmes de Ahlfors, au moins dans des cas particuliers [19]. 


30. Comme second exemple, nous traiterons du cas hyperbolique, où T 
est constitué par l’intérieur du cercle unité E, pointé dans un nombre infini 
_. dénombrable de points logarithmiques | 
(a) TN CON" RAR PINS 
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Soe Rx J: MYRBERG. LE 
Mant ses points d’ AE sur la frontière ne E. La for 
de la fonction polymorphe correspondante est alors une fonction fo 


bornée 
læ(s) hag 


ayant toutes les valeurs limites de Fatou, en valeur absolue, égales à l ihe 
abstraction. faite d’un ensemble dénombrable de valeurs, correspondant ‘ 
aux points de ramification. ue ; ; AU 

D’ après un théorème bien connu a Riche on aura pol la fonction D ; 


l'expression 3 Fe 


lay|— se RE 
SIT ——— ; | YEAR : 54 
1— 4,3 Era” Pact À oe 


que l’on peut aussi écrire sous la forme : EN ES 


F ae Sta)= a2 Stz,y— a À COS 

TOME aay “HI [Sq=s Sey “7 FOIE 
Cette derniére expression, identique a notre produit (47), est maintenant, - 12700 
absolument convergente. | ae SAS 
. £ £ : LE es x 

ET Après ces remarques préliminaires, nous pouvons aborder le cas. er 
général. Commençons par le cas parabolique. — en ae 

Nous pouvons supposer que la frontière du domaine T renferme au moins 
trois points différents, les autres cas pouvant étre réduits au cas précédemment 
traité. On peut encore, par une transformation linéaire, obtenir que trois 64 

points de la frontière coincident respectivement avec 0, I et co. | * 
Soit €(æ) la fonction polymorphe, inverse à [a fonction modulaire de. TE 
Legendre. La fonction composée C[æ(s)] est a uniforme et identique a. it ee 
une fonction fondamentale d’nn groupe fuchsoïde F” hyperbolique du genre ds 
zéro, sous-groupe invariant de F;. Cette fonction ayant comme domaine 
principal l'intérieur du cercle unité, peut être représenté, d'après © ce qui oe 
précéde, par un produit absolument convergent (47). En le joignant *: 2.74 
| Pesaro de la fonction modulaire, nous obtenons finalement une expression — iow 
pour notre fonction fuchsoide #(z). L'expression ainsi obtenue est encore stat 
une fois de la forme (47), la convergence de ce produit n'étant pas absolue. 

Il ne reste plus que le cas hyperbolique, pour lequel on peut immédiatement ite 
donner la solution. On peut, en effet, d’après un théorème connu [26], ae 
Sad la dite fonction comme quotient de ad fonctions bornées sous a “E 
a forme | 


mm (5) a) KP a 
SI(s j= BS ais Bag . oe 


Te en ey ee TE LTO UE, Pen 


ss 
“ 
} * 


ER 
\ 
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où %,(z) et r,(3) sont des produits de Blaschke et g(z) une fonction régulière 
representée par ; 


Dhs 
(LEE 


I . 
(4) = A De dy(S) + i, 


YE) = im f log| z(re?) | do 
FA 0 


est défini par les valeurs limites de la fonction bornée f(z). 

Nous avons donc, dans tous les cas, trouvé pour notre fonction fondamentale 
une expression sous la forme d’un produit infini, dont la convergence est 
absolue ou non, selon que le groupe fuchsoide en question est hyperbolique 
ou parabolique. 


32. La plupart des résultats ci-dessus s'étendent immédiatement aux 
groupes fuchsoides dont le genre p est un nombre fini positif quelconque. 
Il existe dans ce cas un couple de fonctions automorphes 


(48) æ—x(z), Y=IY(4)s 
liées par une équation algébrique 
(49) _P(&7)=0o, 


par lesquelles toute fonction automorphe peut s’exprimer comme fonction 
uniforme de deux variables x et y. Le couple (48), déterminé à une transfor- 


mation birationnelle près 


a Rte. yy DR Nera 


constitue un système fondamental de I’. 
Comme dans le cas po, deux cas essentiellement différents peuvent se 


présenter ici, selon que le produit infini 
IL Sr 
D, 


est convergent ou non. Dans le premier cas, c’est-à-dire le cas hyperbolique, 
la surface riemannienne correspondante F aura une fonction de Green, repré- 
. Fe 4 . 

sentée par le logarithme de Tr’ dans le second cas, le cas parabolique, une 
_ pareille fonction n’existe pas. Les surfaces de la première catégorie sont, 
Waprés la terminologie de M. Nevanlinna, les surfaces ayant une frontiére 
réelle ou idéale positive, les autres surfaces ayant une frontiére zéro [26]. 

Dans le dernier cas, que l’on obtient, en particulier, en partant d’une 


surface fermée en supprimant un ensemble de points de la capacité nulle, 
50. 


\ 


| Es S oF + * FRE s 
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AT 


l’ensemble de fonctions automorphes n’obtenant une valeu fu’ 
nombre fini de fois dans le polygone fondamental peut s’exp tionn 
lement par un système fondamental (+, y) et l’on peut les représenter, com 
dans le cas p—o, par des séries et produits dont la convergence n’ést p 
absolue. vee ri han pee DT. AT TER 
Soit, dans le cas hyperbolique, g(s, a) la fonction de Green ayant son pôle 
dans 3 — a. Soit alors f(s) une fonction automorphe n’obtenant dans le poly- 
gone fondamental B aucune valeur plus d’un nombre 7 de fois. En désignant 


ioe 
as bags? A NE 


: € 


MA 
pe ae 


| par 31, 3», -.., 3, les pôles en nombre fini de / situés dans B, nous formons 
Ja fonction , ; tee . So Be ri CU à UPS te 
RUE n d TU LS] A L x > : + 
‘ 4 a £ à ue 
É Yo(s) =] j (4, Zy), . \ a” Pe, an 
v= : Ta 4 AL * a+ RG 
OST : ae dre ae, 
te ou : LE iy ; 0 
i +i + 7 " 3 5 . F pee EE 
V3, Sy) = er), Lu LE ri Dir RE 
ay | ee “ nt | = EE 
Lt" + . à 4 ee ae Ne en Ne ae ees 0 0 
| _ Aétant la fonction harmonique conjuguée de g. Le produit = = poe 
NU a eae ener poe) tee) ta) RL ee à ae a 
hs ER - ahs € : . ; oe oF fg 
14 # 2 Sa 3 { . #3 £ \ rs ; e c ee oo 
est alors évidemment, tout comme la fonction 4,(3), une fonction bornée Qui) Va 
4 : iy 


_ par rapport aux substitutions de I’, se transforme d’après l’équation = 
Ron 72 | DCS) eed (aly AN AT RP ae ES 


IL est donc possible de représenter, dans ce cas, chaque fonction automorphe #3; 100 


VUS A M . A . é " | & i. A : TP | So Vi 
de cette espèce comme quotient de deux fonctions bornées multiplicatives: "\ >" 2. 

$ ‘ mS ; PA +20 el Cette ater’ 4 

| PUR SRE BPR), os PE uy as Sot 2 eee 
J(2) ee A? 2 ; L tt “ A x + iv. à 


4 i 4, # É ain LÀ CRE 
Ets ; RU 


% On arrive au cas hyperbolique, par exemple en partant d’une surface fermée, Ÿ 2008 
ay ie pate ‘: ‘ dépourvue d'un ensemble des points ayant la capacité positive. Si, particulière- i : 
Bare ment, cet ensemble contient un continu, le groupe correspondant aura des ES =e 

\ fonctions automorphes bornées. Pie PENG | © 
Ve 


F2 Pa 
> 
war i 
me 
aR: 
ad 


re . ri oy Re ; 6 d as | “y | Fe y ‘ 5 Li 1 . i Si i de \ ¥ ) 

a us | | ‘ . ; x F is, | ¥ ; ; L - Le fas À ; ; Cas 4 | a > 

; bs ae IV. — Les fonctions analytiques définies sur une surface riemannienne donnée. 10 
ARE 33. Dans ce qui précède, nous avons traité seulement des groupes de genre 


sim fini. Quant au cas général, où le genre est infini, on y rencontre des phéno- 
3 a _ mènes essentiellement nouveaux. Il s’agit d’un champ de recherches très vaste __ 
2 OPA es he \ , PAIN . d £ : À { ‘ - ‘ bag à * qr aes 2” ‘ A 
Bees i ae explore, c’est-à-dire de recherche des fonctions analytiques définies sur 
une surface riemannienne transcendante. Nous nous proposons de traiter 
is r. x . . a a n A F + à , x Ly Sebi ot w” 
dans ce qui suit de quelques problèmes de ce domaine. RIVER EN ES NET 
PAU aes eee as, in MERS 


Fr 


te, 


hi 
M'A | HS 
aot a ia 
Pa . à à 
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Il est naturel ici d'aborder en premier lieu les surfaces dont la fron tiore ala 
mesure harmonique zéro, parce qu’elles peuvent étre regardées comme une 
généralisation plus naturelle des surfaces algébriques. 

La première question se rattache à l’existence des fonctions additives géné- 
ralisant les intégrales abéliennes. Tandis que la théorie de ces dernières inté- 
grales a été exposée depuis longtemps, on n’a étudié que dans ces tout derniers 
temps les fonctions définies sur les surfaces transcendantes. Dans leurs travaux 
récents, quelques mathématiciens finlandais se sont efforcés de démontrer 
existence d’intégrales, analogues aux intégrales abéliennes et ils ont obtenu 
des résultats d’une portée Re RÉ 123], [27], [33]. 

Dans ces recherches, on peut distinguer entre deux tendances différentes : 
ou bien il s’agit de prouver l’existence des fonctions analogues aux intégrales 
ashore sous les conditions les plus générales possibles, ou bien de pousser 
leur étude dans des cas particuliers aussi loin que possible. : 

Dans tous les cas, on a d’abord le problème fondamental suivant : est-il 
possible de construire une intégrale dont les singularités et périodes sont 
données en avance ? Il est aisé de voir que si ce problème a une solution, il en 
possède une infinité. C’est une conséquence immédiate d’un résultat récem- 
ment obtenu par Behnke et Stein, d'après lequel il existe, sur chaque surface 
riemannienne ouverte, des fonctions analytiques uniformes partout régulières. 
Pour trouver une solution unique de notre problème, il faut donc imposer aux 
KES des conditions complémentaires. 


34. Dans ses travaux récents, M. Nevanlinna a introduit comme condition 
complémentaire pour les intégrales de la première espèce, l’exigence que l’inté- 
grale de Dirichlet 


fire an STARS 


doit avoir une valeur finie. Sous cette condition, il a pu démontrer l'existence 
d’une classe remarquable d’intégrales possédant les propriétés connues des 
_intégrales abéliennes de la première espèce [27]. Il est facile d'étendre les 
résultats en question aux intégrales de la seconde et de la troisième espèce en 
supposant que le nombre des points singuliers est fini. Par contre, dans le cas 
général où le nombre en question est Ant: on aura des difficultés nouvelles, 
dont l'explication n’a pas encore réussi. 

Afin de pouvoir pousser plus loin le développement de la théorie, je me suis 
borné dans mes propres travaux à un cas spécial de surfaces, c’est-à-dire celui 
des surfaces symétriques. Un exemple remarquable de cette catégorie de 
surfaces nous fournit la surface à deux feuilles généralisant les surfaces hyper- 
elliptiques et représentée par l’équation 


(50) = G(T), 


_les rer et les périodes en introduisant comme condition complémen- 


de genre fini et infini. — vee 


_ En enlevant d’une des feuilles, par exemple de la feuille supérieure l’intérieur 


sur le plan x. Mais en vertu de B?G = a » — f)", la fonction B?G doit être une — 


Je RAS 


où Ge est une fonction entière Pad dans tout le ‘lan fe fini leszéros 
en nombre infini réels [23]. D ne ACTE ge 

* Pour les surfaces symétriques, on peut former des intégrales, analogues aux 
intégrales abéliennes de trois espèces, qui sont parfaitement déterminées par 


taire que la partie imaginaire doit rester bornée sur la surface riemannienne — 


découpée par un système canonique de coupures. ch sam 
On peut aussi introduire des intégrales ayant une infinité de points singuliers ere 
et même construire à l’aide de telles intégrales des fonctions uniformes surla 3 
surface donnée. Les zéros et les pôles d’une telle fonction satisfont alors à une : 4 
infinité d'équations correspondant aux relations abéliennes. Les fonctions ainsi 4 
obtenues peuvent, dans un certain sens, être regardées comme une générali- STE 
sation des fonctions rationnelles définies sur une surface algébrique. QE a 
Quant a la formation des intégrales en question, on peut, ou bien les obtenir ER. 
comme fonctions limites des intepratee abéliennes relatives aux surfaces algé- rs 
briques convergentes a la limite vers la surface transcendante donnée, ou bien NC 
en effectuant l’uniformisation de la surface donnée. _ . LIEN aa 
Les résultats cités ci-dessus sont cependant d’une nature tres spéciale et l’on le 
_ne connaît pour le moment aucune méthode pe Re appliquer au cas général a 
des surfaces non symétriques. | a ey eae RS. 


\ a é ‘ : me 
~ ch 


35. Nous donnerons, pour terminer, PAU d'un RAS qui d’une 
manière remarquable montre la différence profonde existant entre les surfaces 


FAT 


TR EN eee us 


. 


- Regardons de nouveau la surface hyperelliptique (50), où ù G(@) désigne MAG AA 
fonction entière ayant un nombre infini de zéros simples réels ou complexes. 


- 
+ 


ET à 


de Te 


Sew 


d’une courbe fermée C, il restera un domaine D comprenant la feuille inférieure 
tout entière. Il existe, comme on le sait, dans le cas algébrique dans D une 


fonction uniforme bornée non constante, qu ’on peut facilement construire à nu a, 
l’aide des intégrales abéliennes. Je dis qu’il n’en est pas ainsi dans le D Per 
où la surface (50) est transcendante. . = oe Re 

Soit, en effet, PAC y) une telle fonction. On peut évidemment l'écrire FL MTS 
Je, y)=A(a) + Bla) y(2), | Le 80e ANSE 
OT | DU | PAL es ES PEU ERRES 
à ay x TT mu TER 7 r 4 ces Né: 
i AE) ay eee B(2)= road dy ols GR Les 35308 

: [= A(x)—B(x)y étant la fonction conjuguée de f. A et B2y? sont alors des : ; ms 


fonctions de æ, régulières et bornées en dehors de la courbe Cy, projection de C 


" 


fonction régulière et bornée de a en dehors de C, et donc aussi à l'infini. 
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/ 
9 ‘ À . . . . . 
Comme, d'autre part, ce point est un point limite des zéros de la fonction i 
cette fonction doit se réduire a zéro. On aura done B(x) =o. 
Mais, en vertu de notre supposition, la fonction f est réguliére aussi a 


l’intérieur et sur C,. D’après le théorème de Liouville, la fonction J doit donc 
se réduire à une constante. 


V. — Sur les fonctions automorphes de plusieurs variables. 


36. Nous avons, dans les chapitres précédents, traité de diverses questions 
qui se rattachent aux fonctions automorphes dépendant d’une seule variable. 
Dans ce dernier chapitre, je me propose d’envisager, dans les grandes lignes, 
quelques problèmes de la théorie des groupes discontinus et des fonctions 
automorphes d’un nombre quelconque de variables. 

On entend par cette dénomination, dans le sens le plus général du mot, les 
fonctions analytiques qui restent invariables par rapport aux substitutions 
analytiques biuniformes | 


(51) DIN Cee yy. Dail. La) Ces Teo ie SR) 


d’un groupe discontinu donné. 

Un cas important de telles fonctions nous est fourni par l’exemple classique 
des fonctions abéliennes, c’est-à-dire des fonctions méromorphes dans tout 
Vespace (x) ayant 2p systémes de périodes. Dans ce cas-ci, les substitutions 
ont l’expression 


7 
Ly = Ly + Wyyy 


_et elles forment un groupe commutatif discontinu pour chaque point fini. 

Les premiers exemples de groupes et de fonctions automorphes généraux 
ont été donnés par Émile Picard qui, en profitant des idées de Poincaré, a 
construit des fonctions de plusieurs variables analogues aux fonctions 
fuchsiennes (fonctions hyperfuchsiennes) [28]. Les groupes en question sont 
formés par substitutions linéaires 
‘ 2 LE mi À 
(52) =D av Ju nn Ty Qu RR RS Gas IE eA), 

y=t 
conservant une variété quadratique, dont on obtient I’équation sous une forme 
homogène en posant une forme hermitienne quadratique égale à zéro. Une 
autre généralisation des groupes fuchsiens nous est fournie par les groupes 
hyperabéliens de Picard [29]. Parmi les travaux antérieurs se rattachant aux 
fonctions automorphes, on peut distinguer entre deux tendances différentes : 
tandis que quelques-unes de ces recherches ont trait aux questions relatives à 
l'existence et aux propriétés des fonctions des groupes les plus généraux, les 


= 


Py) MYRBERG. 


autres s’occupent d’une maniére plus sriprotondie des propriltés des fa 
automorphes ayant un intérêt spécial du point de vue de l'application, e1 Es 
premier lieu à la théorie des nombres. Parmi les auteurs du premier groupe, 
on peut mentionrer Hurwitz, Fubini et Giraud, parmi les autres Hecke, 

Blumenthal et tout récemment Siegel. 


37. Dans une série de travaux, dont les premiers datent d’une trentaine = 
d’années, j'ai abordé quelques questions de la théorie des fonctions autos," 
morphes qui se rattachent d’une part à la recherche géométrique des groupes re 
discontinus généraux, d’autre part aux rapports entre les singularités essen- 
tielles des fonctions automorphes et la structure du groupe discontinu corres- = 
pondant [14]. Le problème en question, dont la solution dans le cas d’une 2e 
seule variable se trouve immédiatement, amène des difficultés considérables = 
dès que l’on passe aux fonctions de plusieurs variables où l'on a trouvé des 
phénomènes essentiellement nouveaux, indiqués déjà par Picard. Nous verrons 
_qu’il sera possible de conserver l’analogie avec la théorie des fonctions d’ une 
variable par une définition nouvelle de la discontinuité. a 

Quoique la plupart de nos résultats puissent étre étendus aux or des ths 
transformations plus générales, nous nous bornerons, dans ce qui suit, en pre- 
mier lieu aux groupes des transformations linéaires (52). Soitl un tel groupe i 
sans substitutions infinitésimales. Le groupe sera dit normal dans un pointP 
de l’espace (a), s’il existe un domaine renfermant P où l’ensemble des fonc- 
tions (52) forme une famille normale dans le sens de M. Montel. L’ ensemble 
des points où le groupe est normal constitue un domaine non nécessairement 4 
connexe, que nous appellerons le domaine normal du groupe en question, = 

La ART du domaine normal pour un groupe F donné se ramène à l’ étude aoe 
_de suites infinies des substitutions de I. Soit | PS | 

6) URSS Sr eae ils FAT AIR SI SRE 


une telle suite. i est alors possible d’extraire de (S) une suite jafinte partielle ‘a 


4 
‘ À 


(2) | a ts , Sit Sv) ‘ We rae | She EUR : 
convergente vers une substitution limite TOC ‘es of ie 
‘ Me er À Vo . 1 ; Cee we” 
i, sal n+1 7 4 ee 
Sa A der ue (B=1,2,...,n +1). ‘ S 4 à oni 


En supposant que I ne contient pas a substitutions infinitésimales, la RTE t a: 
tution limite (53) doit API être dégénérée, pu donc le déterminant age 
égal à zéro. = a 
Soit p le rang de la matrice Jécetr HOL , re 
(54) | tes li Buv tl, at 
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que nous appellerons aussi le rang de la suite normal (c). On peut alors 
démontrer, par des considérations tout à fait élémentaires, que pour (¢) les 
points de l’espace (x) situés en dehors d’une certaine variété linéaire M,_ ade 
la dimension 2(n—o) convergent vers des points situés sur une ie 
variété linéaire M, ; de la Baten stor 2(¢ — 1), la convergence étant uniforme 
dans chaque domaine fermé ne renfermant pas de points de M, ,. Les fonc- 
tions (52) correspondant à la suite c forment donc une suite One de 
fonctions en dehors de ME 

La variété M, , sera appelée l'élément primaire, la variété M,_, l'élément 
secondaire de 5. En remplaçant au besoin o par une suite mee nous 
pouvons supposer qu’aussi la suite o’ de substitutions inverses de © est nor- 
male. Entre les éléments 


Mo, Mn—p resp. Mou, M, 


de o et de a’, il existe alors une relation simple, la variété M,_1 étant toujours 
np et M,., dans M,_.. ; 

Regardons maintenant l’ensemble (M) fermé des éléments secondaires, 
correspondant aux diverses suites normales du groupe I’. 


contenue dans M! 


L'ensemble de points de l’espace (a) situés en dehors de (M) constitue, s ‘il 
existe, un domaine D non nécessairement connexe, identique au Bettas 
normal du groupe en question. Ge domaine est donc le domaine le plus étendu, 
où les fonctions linéaires (52) correspondant aux diverses substitutions de I 
forment une famille normale de fonctions. Le groupe discontinu l sera alors 
dit normal dans D. 

Dans le cas d’une seule variable, la notion de la discontinuité normale est 
toujours identique à la notion de la discontinuité propre. Il en est autrement 
en général pour les groupes de substitutions de deux ou plusieurs: variables. 


cee tous les cas, le domaine normal est toujours contenu dans le domaine de 


la discontinuité propre. 


38. En vertu de ce qui précède, il est permis de démontrer la discontinuité 


normale (et donc aussi la discontinuité propre) pour la plupart des groupes 


linéaires connus [14]. Il résulte,-en effet, de nos définitions et des propriétés 
connues des familles normales des fonctions analytiques qu'étant donné un 
domaine fini D, restant invariable pour certaines substitutions linéaires, tout 


groupe formé par telles substitutions est normal dans D, dès qu il ne renferme 


pas de substitutions infinitésimales. 
Au lieu de supposer que D, est fini, il suffit de supposer qu'il existe un 
systéme d’hyperplans sans points communs et ne contenant aucun point 

intérieur de D, (condition A). 
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. ‘aL 
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En choisissant pour le domaine D, l'intérieur de I’hypersphere 


(55) R Ilys + iy F+.. + |Jn P< Yrs , RE, VA de, ms 


on constate ainsi la discontinuité normale des el Re ans dans le 
domaine (55). nye 

On arrivera à une catégorie remarquable plus générale de groupes linéaires a 
en considérant des substitutions qui UPS une variété La Le repré- 


. 


sentée par l'équation 2 ES TES 
Sy ; | plu Ja. Yan) RO PS PPT I ee MT 


où o est une forme dus due ordinaire ou hermitianng: On peut ales par EN 
des considérations tout à fait élémentaires, démontrer que pour chaque groupe = 
normal formé par de telles substitutions les éléments secondaires M sont — à 
contenus dans certaines variétés linéaires, hyperplans ides à la variété IG = ei 


à 
On en oo immédiatement les théorèmes suivants [14]: te 
win ae 
Tout groupe de substitutions linéaires réelles conservant une vartété arcinaire) @ € pe? 
est normal dans le domaine D(¢) limité par les hyperplans tangents réels dele & yr 
variété dès qu'il n'existe pas de substitutions infinitésimales. te CEE te at 


_ Tout groupe de substitutions linéaires complexes conservant une variété ona PÉTER 
naire ou hermitiènne est normal dans le domaine D(o) limité par les hyperplans ate it 
_ tangents de la variété dès qu'il n "existe spas de substitutions infinitésimales. ed 


* 


Le domaine D(9), défini À ?, sera appelé + domaine Ore de la variété 


en question. ; | ae 
Comme application, nous Route les CA quadratiques, Soit d bord e. 
une forme réelle quadratique, donnée par SRE canonique Biribie 3 ce à 


Bele € AY 3, 7 2 = D as Ys L (GPP + g=n+i1). wy alt ioe À gr ct Ni A | 


On. peut alors, AT sain élémentaire, démontrer le théorème MIT IANSS 
Pour gi le domaine normal est déni par (eus 


à 
» 4 Æ Le ori a? ri 
. st to ae 


M) LEA Wien Pa < Ris The _ k jt Aone ities 
RE pS! | use rae DORE DE 


E At net fou ror se Nae ed 
| pour q 7=2 par Pinég galité | % +k GU 
bi 1 ni ? ss Te be: eee naa ; 1 À 0 £ 
es (D2) ; Bye InJn— Yass Yass = (B7- ye = PM ji # x pea 22" 
: | MATTER 3 ; Tusa a AN? à “A es : ‘ 


Si q > 2, il existe pas de domaine normal. —s—S 


* 


Quant au ins D,, i est connexe si 2 > 2, mais composé de trois tS Rantiey 
connexes sin = 2. \ 


Le domaine D, est connexe si n>3, mais composé de trois parties 
connexes Si n= 3. 


Quant aux formes quadratiques hermitiennes 


P Pq 
ai, ae > Me Ju + Jr 
p=1 V=p+i 


elles ont un domaine normal seulement pour g—1, ce domaine étant alors 
défini par 9<o. C’est le cas des groupes hyperfuchsiens, introduits par 
Picard. 

On peut, d’une manière analogue, rites des groupes de substitutions 
linéaires ayant une variété algébrique quelconque. 


39. Les résultats précédents auront une portée remarquable par l'application 
d’un principe général, di à Hesse et Klein. 
Partons pour cela d’une forme ordinaire 


(99) b= ny. ghee 


dont les coefficients z, sont des paramètres arbitraires. En effectuant la’ 


substitution 


‘ n+1 
(60) | EDIT 72 (DT OM. see Ty 
= ‘ 
la forme g sera transformée en une forme nouvelle g’ de la même eyes ayant 
les coefficients 


(61) eu >, Cuv Svs 
v 


ou ¢,, sont des fonctions rationnelles entières des quantités %;, ayant comme 
coefficients des nombres entiers. Nous aurons ainsi pour notre groupe I une 
- représentation dans l’espace (z) dont la dimension est en général supéricure a 


celle de l’espace (y). 
On constate facilement que les substitutions transformées (61) laissent 
invariable la variété rationnelle définie par les équations 


(V) . | Byes (hails... ul, 
ou (A) sont des coefficients polynomiaux. La variété 
(62) g=0, 


_ linéaire par rapport aux variables 3, représente alors un hyperplan osculateur 


de V. 
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vier Gages 
die maintenant l’ensemble (M). des sales (Ga) app 


points réels de V. En supposant que les points de l’ensemble (M) ne-reme ; 
plissent pas tout l'espace (=), il existe un domaine D(g) non nécessairement 
connexe formé par l’ensemble des points situés en dehors de (M) et invariant — 
par rapport aux substitutions (61). L’ importance capitale du domaine D(g) 


apparaît du théorème suivant : | | ae bp ena 
Tout groupe de substitutions (61) obtenu d’un groupe T de publaiuGans TÉQUES ee a 
(60) est normal dans le domaine D(g) dès que le groupe TV ne contient A NES de LES 
| fic 


- 


substitutions infinitésimales. 


On peut traiter de la même manière des groupes de substitutions complica a 
(60) en remplaçant la forme ordinaire g par une forme hermitienne. oe 

= Notre théorème peut être regardé comme une généralisation du théorème a 
connu, d’aprés lequel tout groupe de substitutions binaires is ‘4 

| ren AUS Met y Ja Yi + OYs | a 5 
sans substitutions infinitésimales, sera proprement discontinu dans L'espace | "aa 
hyperbolique. — à 4 
Dans notre travail Mais cité plus beat nous avons donné ste exemples A VA 
de groupes normaux pouvant être obvenue® par l’application du principe à a 
. mentionné. | AUS 
On y trouve aussiles premiers exemples concernant les ¢ groupes sans variétés 2 
invariantes qui peuvent, dans un certain sens, être regardés comme une aie oe ey 
ralisation des groupes kleinéens. re! EN ‘4 
Comme nous l'avons déjà dit, les Hnions et résultats précédents peuvent > nee 
étre appliqués aussi aux groupes de substitutions birationnelles non linéaires, _ ve 


contenus comme sous-groupe dans un groupe crémonien continu fini. En effet, 
‘tout groupe de cette nature peut, par changement des variables, être représenté 
_ par un groupe de substitutions linéaires appartenant à un espace supérieur et 
possédant une variété invariante algébrique Ÿ dont les points correspondent 
aux points de l’espace donné. Il s'ensuit que les éléments des suites normales 2.00 
_ du groupe transformé coincident avec des intersections de la variété par | 
certains hyperplans. On peut de cette manière appliquer directement nos 
résultats à plusieurs groupes importants, parmi lesquels nous relevons les 4 


+ 
i” 


oe 

groupes hyperabéliens de Picard et certains groupes étudiés par Giraud et t qui vem 

se rattachent aux x modules des fonctions CUS +. CR ie M 

40. Passovs maintenant a la recherche des fonctions automorphes appar- a 
aa aux groupes précédents. Formons à cet effet pour notre groupe la série : 


(63) : aia. re Rigs ae (2, ayy” a alt (ns) 
ay 2350 8 8 n 
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dont le noyau 4 est une fonction rationnelle et p un domaine entier positif. En 
Supposant la convergence absolue et uniforme de (63) au moins en supprimant 
un nombre fini de termes dans un domaine T de l’espace (a), la somme de la 
série définit une fonction analytique des variables æ,, x, ...,æ,, méromorphe 
dans le domaine T et satisfaisant pour chaque S de Là l’équation fonctionnelle 


(x, Lay +++, Ln) 


ee FABLE Las Doc Zn) = O0 (21, Les +. ° Ln) (See ey 


Il s’ensuit que le rapport de deux fonctions @ est une fonction automorphe 
de I’, méromorphe dans T. 

Quant à la convergence de (63), on peut la démontrer sous la condition 
suivante, un peu plus restrictive que la condition antérieure A. 

Nous dirons que le groupe I’ satisfait à la condition A’, s'il existe un 
domaine D’, dont les transformés par I sont tous situés dans l’espace fini, 
exception faite peut-étre d’un nombre fini d’entre eux. 

Notre condition est certainement remplie s’il existe un domaine borné inva- 
riable par rapport au groupe donné. 

Cela posé, regardons notre série en choisissant p— 2. Il est possible, en 
vertu de notre condition A’, de choisir la fonction rationnelle 4€ de telle 
manière que les singularités algébriques de divers termes de la série (63) 
seront situés, sauf peut-être un nombre fini d’entre eux, en dehors du 
domaine D’. Les singularités x en question sont ici des variétés algébriques 
provenant des variétés singulières polaires de 3€ et de la variété à l’infini par 
les substitutions de F.  - 

: Soit maintenant T un domaine quelconque ne renfermant qu'un nombre fini 
de singularités algébriques en question. On peut alors démontrer, par des 
considérations tout à fait élémentaires, dans le cas présent, la validité d’un 
théorème analogue au théorème connu de Koebe (Verzerrungssatz) [14]. 
Il s'ensuit que la convergence de la série (63) se ramène a la convergence de la 
somme des hypersphères qu’on obtient d’une hypersphère convenablement 
choisie par les substitutions diverses du groupe donné. Notre série converge 
donc uniformément et absolument, en laissant de côté peut-être un nombre 
fini de termes, sur chaque domaine fermé qui ne renferme pas d’ensembles 
limites des variétés polaires x. 


AA. Il reste encore à établir la relation entre le domaine de la convergence 
de (63) et le domaine normal du groupe. On peut distinguer ici entre deux cas 
essentiellement différents. 

Supposons d’abord que les éléments secondaires du groupe sont tous des 
variétés de la dimension maximum 2(n—1), done des hypersurfaces algébriques 


(65) État wey (oh ea) =o 
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AE OEM 
On peut alors Toit que fe ehieuibles Gane en question se confon | 
avec les variétés (65). Pour chaque fonction automorphe de T, le domaine 
| d'existence coincide donc avec le domaine normal D du groupe (plus précisé 
ment avec une partie connexe du domaine D). On aura ici affaire à des fonctions 
automorphes ayant des singularités essentielles fixes, c'est-à-dire In ob 
dantes du choix de la Pot 

Il en est autrement dans les cas où les éléments secondaires n’ont pas tous Ja 
dimension maximum 2(n—r). Dans ce cas, on peut démontrer seulement que ~ 
Me, le domaine d'existence des fonctions automorphes est toujours une partie du 
Fe domaine normal du groupe et que, par conséquent, les singularités peuvent 
partiellement pénétrer dans l’intérieur de D, ces parties dépendant du choix de | 
la fonction. Parmi les fonctions de la première catégorie, on peut mentionner ee 
les fonctions hyperfuchsiennes et hyperabéliennes, ensuite les fonctions auto- 
morphes appartenant à nos groupes hyperkleinéens. 

Nous remarquons en plus qu'il est possible de construire des fonctions — 
äutomorphes pour une classe étendue de groupes par des expressions qui 
peuvent être regardées comme une généralisation des séries de Dirichlet. 
Partons pour cela de la forme générale (59) d'ordre p des variables Ya 
Jan ..+) ¥Ynva- Formons ensuite la série multiple 


\ _— 


\ / ; j I . ; | x “2 
_ . p(z) = > Feria Oh osé Ft 
| |= ayry?.. vx | : 


a 


Pee a ee ee 


ie 


rat 


= 
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Lasomme de cette série, SUPPOSE absolument convergente, définit un invariant 
RAGAMenUE de la forme g, c'est-à-dire une fonction analytique des variables 3), 
_ qui reste invariable quand on remplace la forme g par une forme arithmétique- 
_ ment M be Quant à la série (66), on peut démontrer qu’elle converge pour 


re ae ~ uniformément et absolument dans chaque domaine situé dans l'inté- 


A _rieur du domaine normal de la forme g. Les fonctions ainsi obtenues sont donc 

des fonctions automorphes des groupes modulaires généralisés, et leur domaine 

eg coincide avec une partie connexe du domaine normal. D(g) dela 
orme g : ) | 

* Citons encore le théorème suivant, ne conduisent nos développements 

SAP CE 


+ 


4 


à Étant donné un groupe quelconque de iibstisations crémoniennes d’un degré 
Fe borné, qui transforment un domaine fini en lui-même, il existe toujours des 
fonctions automorphes. qui sont méromorphes dans le domaine en question. — 


1 ; 
42. Les résultats A reposent essentiellement sur l'emploi des séries 


par lesquelles nous avons défini et représenté des fonctions automorphes. On 
dut se demander s a ne serait pas possible de ARR d'une manière 
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indépendante de la définition des fonctions automorphes, la dépendance entre 
leur domaine d'existence et le domaine normal du groupe correspondant. C'est 
en vérité un probléme difficile qu'on a jusqu'ici pu résoudre d’une manière 
satisfaisante seulement pour les groupes de substitutions linéaires de deux 
variables [7]. Au moins dans ce cas, le domaine d’existence des fonctions 
automorphes coïncide en général avec une partie connexe du domaine normal 
du groupe correspondant. Mais il y a certainement des exceptions. 


En effet, déjà l'exemple des fonctions abéliennes nous apprend qu'il existe 


des groupes discontinus normaux même dans tout l’espace fini et n'ayant pas 
de fonctions automorphes. Pour qu’il existe des fonctions périodiques, méro- 
morphes dans tout l’espace fini, il faut et il suffit que les périodes satisfassent 
à une condition arithmétique, exprimée par des relations bilinéaires de 
Riemann. Dans quelques autres cas, il existe des fonctions périodiques ayant 
des singularités essentielles situées dans l’espace fini, mais en général les 
groupes en question ne possèdent pas de fonctions automorphes | 16]. 


43. Les développements précédents se rapportent à une catégorie très vaste 
et importante de groupes discontinus, c’est-à-dire des groupes contenus dans 
un groupe crémonien continu fini comme sous-groupe. Nos substitutions sont 
donc d’un degré borné, ce qui signifie une restriction. En abandonnant cette 
condition, on est en présence de phénomènes essentiellement nouveaux qui, 
déjà dans le cas le plns simple, celui des groupes cycliques, conduisent aux 
difficultés considérables, connus par les travaux de Fatou, de Lattès et de Julia, 
sur l’itération des fonctions rationnelles. 

Pour illustrer brièvement ces phénomènes, je me bornerai aux deux 
exemples suivants : 


Considérons d’abord la substitution 


,_ aæ+p x Ax) y + b(æ) 


(C) yard 7 c(a@)y+d(a@) 


où les quantités «, , y, à sont des constantes et les quantités 
LD RTE a(x), b(æ), c(x), d(x) 


sont des fonctions analytiques de æ dont la déterminante A ne s’évanouit pas 
identiquement. C’est une transformation de l’espace (æ, y) partout uniforme, 
exception faite de certaines variétés où la substitution homographique de y 
devient singulière. En supposant que les coefficients (67) sont polynomes, on 
obtiendra une substitution crémonienne qui devient singulière pour les zéros 
de la déterminante A. | 

Dans le cas général, la substitution C aura quatre points lixes, un de ces 
points étant attractif et un autre répulsif par rapport à l’itération de la substi- 
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tution. On peut alors, sous quelques ashuiniods complémentaires, » 
l'existence de deux courbes analytiques transcendantes invariantes 


J = (x) | (v=1,2), 


et d'une infinité de droites 
ms AS 


telles que le groupe cyclique en question s sera normal en dehors des lignes 
mentionnés. De même, lorsqu’on emploie des séries analogues aux séries de 
Poincaré, il est possible de construire des fonctions automorphes, dont le 
He: d'existence coïncide avec le domaine normal du groupe considéré [24]. 


_ 44, LUE précédent a été, dans un cas particulier, ne déjà par 

Poincaré. Voici un autre exemple, généralisant un exemple de Picard [29]. 
Envisageons la substitution in. 

ee x ax ety, y= ary®, 


ou les exposdnts a, B, y, © sont des nombres entiers dont la déterminante est 
égale ? à l’unité. Faisons correspondre à notre substitution, qui est une dot 
tution crémonienne, la substitution modulaire De cae fe à 


\ 
. = 
aa 


(69) ya Eh 


| RTE 
On arrivera ainsi à une isomorphie entre les uae | modulaires et les” 
ah groupes G crémoniens formés par (68). | 7 ah 
Les substitutions elliptiques (69) conduisant aux groupes cycliques finis, 
nous supposerons que (69) soit hyperbolique ou parabolique. Soient dans le 
_ premier cas ,, €, les points fixes de (69). On peut alors démontrer que ler” 
_groupe cyclique engendré par (68) est normal en dehors des variétés à trois | 

dimensions — À . | 


(70) : oe | MALTE TETE prit 


a oA divisant l'espace entier en quatre parties distinctes. Quant : au cas parabolique, s 
EE ie les variétés (70) coincident, le domaine normal se compose de deux parties. | 
me Cela posé, repartons d’un groupe quelconque I de substitutions (69), sous- _ 
groupe du groupe modulaire. On peut alors distinguer entre deux cas essentiel- 
lement différents selon que le groupe I’ sera partout singulier sur l’axe réel ou 
_ non. Dans le premier cas, les variétés singulières (70) relatives aux substitu: 
- tions diverses du groupe crémonien G remplissent l’espace (a, y)toutentieret = = 
ef groupe G n’est nulle part normal. Dans le second cas, le groupe G est normal - 
en dehors d’un ensemble infini des variétés 
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le premier cas, il n’existe pas de fonctions automorphes. Dans le dernier cas, 
on peut démontrer l'existence de telles fonctions par des séries infinies, 
chacune d’elles définissant simultanément ‘une infinité de fonctions auto- 
_morphes ayant pour domaine d’existence une partie connexe du domaine 
normal. 

Dans le cas spécial d’un groupe cyclique, les fonctions se réduisent, par un 
changewrent de variables, à certaines fonctions étudiées par Hecke. 

Les questions traitées dans ce qui précède se rattachent seulement à une 
partie élémentaire de la théorie des fonctions automorphes. Il reste encore 
dans ce domaine une foule de problèmes qui attendent leur solution. Il est 
probable que les résultats importants obtenus ces derniers temps dans la 
théorie générale des fonctions analytiques de plusieurs variables pourront 
conduire à des progrès nouveaux dans l’étude des fonctions automorphes. 
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